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Vorwort des Herausgebers. 


In dem 1924 erschienenen fünften Bande dieser Ausgabe und in dem 
jetzt vorliegenden sechsten sind alle Abhandlungen vereinigt, in denen Lie 
seine Theorie der endlichen und der unendlichen kontinuierlichen Transforma- 
tionsgruppen entwickelt hat. Diesen Abhandlungen habe ich eine große An- 
zahl von solchen Arbeiten beigefügt, in denen die Gruppentheorie für die 
Theorie der Differentialgleichungen verwertet wird. Lie setzt darin die Ge- 
sichtspunkte auseinander, die seine Theorie der Transformationsgruppen und 
seine darauf begründete allgemeine Transformationstheorie für die Behandlung 
der Differentialgleichungen liefert. Die übrigen Abhandlungen über Differen- 
tialgleichungen sind auf den 1922 erschienenen dritten Band und auf den 
später folgenden vierten verteilt, soweit sie nicht, wegen ihres geometrischen 
Inhalts, dem ersten und zweiten Bande zuzuweisen waren. 

Die Abhandlungen über die endlichen kontinuierlichen Transformations- 
. gruppen sind mit wenigen Ausnahmen!) in Lies großes dreibändiges Werk 
über die Theorie der Transformationsgruppen (1888—93) übergegangen, wo 
ihre Entwickelungen nahezu vollständig in die systematische Darstellung ein- 
gearbeitet sind. 

Auch auf die Abhandlungen, die den unendlichen kontinuierlichen Gruppen 
gewidmet sind?), brauche ich hier nicht näher einzugehen. Diese sind zwar 
nicht zu einer systematischen Darstellung zusammengefaßt worden, doch können 
sie in ihrer Gesamtheit immerhin als ein Ersatz für eine solche dienen. 

Dagegen scheint es mir nötig, Einiges über die Arbeiten Lies zu sagen, 
die sich mit der Verwertung der Gruppentheorie und der allgemeinen Trans- 
formationstheorie für die Theorie der Differentialgleichungen beschäftigen. 

Wie schon erwähnt, bezieht sich ein großer Teil der Abhandlungen von 
Band V und VI auf diesen Gegenstand. Man findet darüber eine Fülle von 
Gedanken, von Entwickelungen allgemeinsten Charakters und von Anwen- 
wendungen auf einzelne Probleme.?) Aber es darf nicht übersehen werden, 
daß auch die Arbeiten in Band III und IV die Theorie der Differentialglei- 
chungen im Grunde unter demselben Gesichtspunkte behandeln, äls eine An- 
wendung allgemeiner Transformationstheorien. Erscheint doch bei Lie die 
Integrationstheorie der partiellen .Differentialgleichungen 1. O. als ein Aus- 
schnitt aus seiner Invariantentheorie der Berührungstransformationen, und 





1) Es sind das: Bd.V, Abh. V (1878), S. 156—197 und die erst nach dem Ab- 
schluß jenes Werkes erschienenen: Bd. VI, Abh. XV (1893); XIX (1895); XXVI (1896). 

2) Bd. V, Abh. XIII (1883); XXIV (1889); Bd. VI, Abh. III (1884); Xl, XII 
(1891); XVIII (1895). 

3) In Betracht kommen hier die folgenden Arbeiten: Bd. V, Abh. VIIT (1882); 
IX—XII, XIV (1883); XV, XVI, XVII (1884); XXI (1885); Bd. VI, Abh. II (1884); 
III (1885); XVII (1894); XX, XXIIL (1895); XXV (1896); XAVII, XXVIIL (1897); 
XXIX (1902). 


VII Vorwort 


diese ihrerseits war für ihn nur ein besonderer Fall der T'ransformationstheorie 
einer beliebigen Pfaffschen Gleichung und eines beliebigen Pfaffschen Aus- 
drucks. Ich erinnere ferner an die in Bd. III vereinigten Untersuchungen über 
die Flächen konstanter Krümmung, an die Integrationstheorie der linearen 
homogenen partiellen Differentialgleichungen 2.0. in x, y,z (Bd. IIL, Abh. XXXV 
(1881)), endlich an die in demselben Bande enthaltenen kleineren Arbeiten 
über Differentialgleichungen (Abh. XXXIII, XXXIV, XXXVI—XLI (1881—83)), 
die ebensogut in Bd. V gepaßt hätten. 

Gar nicht genug bewundern kann man die Planmäßigkeit und Folge- 
richtigkeit, mit der Lie, ohne sich jemals beirren zu lassen, und mit einer 
nie ermüdenden Ausdauer, ein Ziel verfolgte, das ihm von Anfang an vor- 
schwebte und das allmählich immer greitbarere Gestalt gewann. Er ging aus 
von gewissen Grundgedanken, die geradezu verblüffend einfach und nahe- 
liegend sind, deren Fruchtbarkeit aber keiner vor ihm geahnt hatte. Von diesen 
Grundgedanken geleitet, schuf er in jahrzehntelanger, harter Arbeit eine all- 
gemeine Transformations- und Invariantentheorie, die ihm als ein Universal- 
instrument für die Theorie der Differentialgleichungen dienen konnte. Eine 
geradezu überwältigende Fülle neuer und wichtiger Integrationsprobleme, an 
die sich bis dahin niemand hatte wagen können, wurde durch ihn der Be- 
handlung zugänglich. Er konnte in jedem einzelnen Falle das betreffende 
Integrationsproblem auf eine Reihe von einfacheren Integrationsproblemen, 
mit andern Worten, auf eine Reihe von Hilfsgleichungen zurückführen. Außer- 
dem aber, und das war etwas vollständig Neues, war er imstande, nachzu- 
weisen, daß die Hilfsgleichungen, deren er bedurfte, nicht durch Hilfsgleichun- 
gen niedrigerer Ordnung ersetzt werden konnten, daß also unter den gemachten 
Voraussetzungen keine weitere Reduktion des Problems möglich war. Er 
leistete auf diese Weise für die Differentialgleichungen etwas Ähnliches, wie 
das, was Galois für die algebraischen Gleichungen geleistet hat. Bedient 
man sich der Sprache der Gleichungstheorie, so kann man den Sachverhalt 
genauer so ausdrücken: Lie behandelte den Fall, wo die Gruppe des Problems 
entweder von vornherein gegeben oder durch Differentialgleichungen definiert 
war. War die Gruppe von vornherein gegeben, so betrachtete er alle die, aber 
auch nur die Größen als bekannt, die bei den Transformationen der Gruppe 
invariant blieben, und unter dieser Voraussetzung leistete seine Theorie auf 
ihrem Gebiete genau dasselbe, was die Galoissche Theorie für eine Gleichung 
leistet, für die man in einem gegebenen Rationalitätsbereiche die zugehörige 
Gruppe bestimmt hat. War die Gruppe des Problems selber erst durch Diffe- 
rentialgleichungen definiert, so zerfiel das Problem in zwei Probleme verschie- 
dener Art, die nach einander zu behandeln waren. Aber das erste, die Bestim- 
mung der Gruppe, führte Lie auf ein Problem zurück, bei dem die Gruppe 
von vornherein gegeben war, so daß also schließlich Alles auf zwei Probleme 
derselben Art hinauskam, bei deren jedem die Gruppe von vornherein ge- 
geben ist. 

Da nicht jedes Differentialproblem eine kontinuierliche Gruppe. gestattet, 
so sind diese Lieschen Methoden selbstverständlich nur anwendbar, wenn es 
eine solche Gruppe gibt. Andrerseits erhebt sich die Frage, ob ein vorgelegtes 
Problem mit gegebener Gruppe noch einen weiteren Affekt hat, ob es also 
Vereinfachungen zuläßt, die nicht aus der Kenntnis dieser Gruppe ableitbar sind. 
Diese Frage, hat Lie nicht behandelt. Erst Picard und Vessiot haben das 


Vorwort IX 


wenigstens in einem besonderen Falle gemacht, nämlich für die Klasse der 
linearen homogenen Differentialgleichungen höherer Ordnung (Abh. XXI, 8.600). 

Die Grundgedanken, die für ihn leitend gewesen sind, hat Lie bei ver- 
schiedenen Gelegenheiten ausgesprochen. 

Seine Beschäftigung mit Berührungstransformationen hatte ihn schon 
1869 auf partielle Differentialgleichungen geführt, die durch Berührungstrans- 
formation auf eine integrable Form gebracht werden können.!) Er stellte 
sich daher das allgemeine Problem, die einfachsten Formen zu ermitteln, 
welche eine gegebene Gleichung oder ein gegebenes System von 
Gleichungen durch Berührungstransformation erhalten kann.?) In- 
dem er dieses Problem für den Fall der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion behandelte, erkannte er, daß 
sich die ganze Theorie dieser Gleichungen als eine Transformationstheorie auf- 
fassen läßt.?) Zugleich gab er dem Probleme dadurch eine schärfere Fassung, 
daß er die folgenden beiden Fragen stellte‘): 


Erstens. Ist ein vorgelegtes System von Differentialglei- 
chungen oder von analytischen Ausdrücken durch eine geeignete 
Punkt- oder Berührungstransformation in ein anderes vorgeleg- 
tes System überführbar? 


Zweitens. Wie kann die Überführung geleistet werden, wenn 
sie möglich ist? 


Die Beantwortung der ersten Frage erfordert offenbar stets nur soge- 
nannte ausführbare Operationen; es ist aber in jedem einzelnen Falle ein 
Problem, die Kriterien aufzustellen, an denen man erkennen kann, ob die 
Überführung möglich ist oder nicht. Man kommt auf diese Weise zu der 
Frage nach allen invarianten Eigenschaften, die ein vorgelegtes System gegen- 
über allen Punkttransformationen oder allen Berührungstransformationen besitzt. 

Ist die Überführung möglich, und gestattet keines der beiden Systeme 
eine kontinuierliche Schar von Transformationen, so kann die Überführung 
durch ausführbare Operationen geleistet werden. 

Weiß man noch nicht, ob die Überführung möglich ist, hat man aber 
festgestellt, daß jedes der beiden Systeme eine kontinuierliche Schar von Trans- 
formationen gestattet, so gehört zu jedem der Systeme eine kontinuierliche 
Gruppe. Die Frage nach der Möglichkeit der Überführung erfordert dann 
zunächst die Beantwortung der Frage, ob die eine Gruppe in die andere über- 
führbar ist. Sind zum Beispiel die beiden Systeme zwei Pfaffsche Glei- 
chungen oder zwei Pfaffsche Ausdrücke, so zeigt sich, wie Lie schon 1872 
erkannte, daß die Überführbarkeit der einen Gruppe in die andere zugleich 
hinreichend ist für die Überführbarkeit des einen Systems in das andere 
(Abh. XXV (1896), 8. 637). 

Für die Inangriffnahme solcher allgemeiner Probleme war Lie besonders 
gerüstet. Er war nämlich schon längst gewöhnt, mit eingliedrigen Gruppen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit infinitesimalen Transformationen zu 
arbeiten, und zwar nicht bloß mit infinitesimalen Punkttransformationen, son- 


1) Hier Abh. III (1885), 8. 139. 

2) Bd. III d. Ausg., Abh. I (1872), 8. 1; Bd. VI, Abh. II (1884), 8. 95f. 
3) Bd. III, Abh. IV (1872); Bd. VI, Abh. III (1885), S. 140. 

4) Hier Abh. I (1880), 8. 91; Abh. II, 8. 95f. 
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dern auch mit infinitesimalen Berührungstransformationen. Überdies, und das 
ist äußerst wichtig, hatte er erkannt, daß jeder Ausdruck: 


lesan 
r — , ) 
AED ICHERERT 


als das Symbol einer infinitesimalen Punkttransformation aufgefaßt werden 
kann, und jeder Ausdruck: 


(a, 5 ne 3) 


als das Symbol einer infinitesimalen Berührungstransformation. 

Schon diese Tatsache, daß Lie an Stelle der Gleichung: X(f)=0 den 
Ausdruck: X(f) betrachtet, ist von einer Bedeutung, die gar nicht hoch 
genug veranschlagt werden kann. Statt daß man die eine lineare partielle 
Differentialgleichung: 


12:2R 
AN Dar la 25, =0 


betrachtet, hat man jetzt zwischen allen den eingliedrigen Gruppen zu unter- 
scheiden, die von den infinitesimalen Transformationen: 


X) = en AR) 


erzeugt werden, unter o eine beliebige Funktion von &,, ..., &, verstanden, 
die pur nicht identisch verschwinden darf. Die Integration der Gleichung: 
A(f)=0 wird ersetzt durch die schärfer gefaßte Aufgabe, die endlichen Trans- 
formationen der eingliedrigen Gruppe aufzustellen, die von der infinitesimalen 
Transformation: X(f)) erzeugt wird, wo go eine gegebene Funktion von &,...,%, 
ist. Die Lösung dieser neuen Aufgabe zieht die Integration von: X(f)=0 
nach sich, während umgekehrt, sobald man: X(f)=0 integriert hat, zur 
Lösung der neuen Aufgabe nur noch eine Quadratur erforderlich ist. Da es 
nun sehr oft zweckmäßig ist, Quadraturen zu den ausführbaren Operationen 
zu rechnen, so besteht, von diesem Standpunkte aus, in bezug auf die Schwie- 
rigkeit kein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Aufgaben, während 
die zweite eben wegen ihrer schärferen Fassung den Vorzug vor der ersten 
verdient.) 

Insbesondere ist noch zu bemerken, daß die Bestimmung der von der 
infinitesimalen Transformation X(f) erzeugten eingliedrigen Gruppe gleich- 
bedeutend ist mit dem Transformationsprobleme, die infinitesimale Transfor- 
mation X(f) durch Einführung neuer Veränderlicher: x,,.... £, auf die kano- 
nische Form df:or, zu bringen, also auf die Form einer infinitesimalen 
Translation.?) 





{) Wollten wir hier schon von dem Begriffe der unendlichen kontinuierlichen 
Grupp® Gebrauch machen, so könnten wir im Sinne Lies auch sagen, daß bei 
der Int: gration der Gleichung: A(f)=0 eigentlich die unendliche Gruppe be- 
tracht-t wird, die von allen infinitesimalen Transformationen von der Form: 
X(f)=eo(x)A(f) erzeugt wird. 

2) Siehe hier Abh. XX (1895), S. 546. 
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Man darf wohl annehmen, daß Lie zur Einführung seines Symbols für 
die infinitesimale Transformation durch die Bemerkung veranlaßt worden ist, 
daß eine Funktion f(x,, ..., &,) bei der infinitesimalen Transformation: 


62,5, .-.,2,)0t (=1,...,n) 


invariant bleibt, oder, wie er sagt, diese infinitesimale Transformation gestattet, 
wenn der Ausdruck: 


2.30 
DI ICHBELA 50 


identisch verschwindet. Es konnte ihm jetzt nicht schwer fallen, die Bedin- 
gungen zu ermitteln, die erfüllt sein müssen, damit ein vorgelegtes System 
von analytischen Ausdrücken, von Gleichungen oder von Differentialgleichun- 
gen eine vorgelegte infinitesimale Transformation X(f) gestattet. Dabei fand 
er nun, und das ist der zweite wichtige Schritt, den er tat, daß jedes System, 
das zwei infinitesimale Punkttransformationen: X(f) und Y(f) gestattet, nicht 
bloß jede infinitesimale Transformation: aX(f) + bY(f) gestattet, wo a und 
b beliebige Konstanten sind, sondern außerdem auch die folgende: 


XIN)-YXN)=(XY). 


Zugleich fand er, daß der Poisson-Jacobische Klammerausdruck für zwei 


infinitesimale Berührungstransformationen genau dieselbe Bedeutung hat, wie 
der Klammerausdruck (XY) für die infinitesimalen Punkttransformationen 


E X/f und Yf. 


Diese Deutung der Klammeroperation ist es, die der Einführung der 


- Symbole für die infnitesimalen Punkt- und Bertihrangstr Ansförmetiondir erst 
_ ihren wahren Wert verleiht. Der so geschaffene analytische Apparat hat sich 
- in Lies Händen als ein Zauberstab erwiesen, der eine unübersehbare Fülle 
neuer Wahrheiten aufgeschlossen hat. 


Wenigstens in großen Zügen kann man mit einiger Sicherheit überblicken, 
wie die vorhin erwähnten allgemeinen l’robleme für die Entwickelung der 
Lieschen Theorien bestiamend. gewesen sind. 

Es lag auf der Hand, daß vor Allem die Systeme von Differential- 
gleichungen und von analytischen Ausdrücken untersucht werden müssen, die 


 infinitesimale Transformationen gestatten. Da man nun in vielen Fällen von 


Be 7 ae ee 


vornherein gewisse infinitesimale Transformationen kennt, die ein vorgelegtes 
System invariant lassen, so stellte sich Lie die Frage, welcher Vorteil 
aus den bekannten infinitesimalen Transformationen ge- 
zogen werden kann.!) Dieser Frage aber gab er wiederum eine a 
formationstheoretische Wendung. Er betrachtete nämlich das System, das 
man aus dem vorgelegten Systeme erhält, wenn man die bekannten infinitesi- 
malen Transformationen hinzufügt, und untersuchte die invarianten Eigen- 
schaften des so entstandenen Systems, Es war ja zu erwarten, daß a in- 


_ varianten Eigenschaften darüber Aufschluß geben würden, welchen Nutzen 
' die bekannten infinitesimalen Transformationen bringen. 


1) Val die aus dem Jahre 1872 stammenden Arbeiten: Bd. III d. Ausg, 
Abh. I, S.2f, Nr. 3, 5 und Abh. V, 8. 27. 
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In diesem Sinne behandelte er zunächst die partiellen Ditferentialglei- 
chungen erster Ordnung. Die Integration der Gleichung: 


Dee 


ist gleichbedeutend mit der der linearen homogenen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


(er) -3 an 0, )=0, 


die wiederum für Lie darauf hinauskam, alle infinitesimalen Berührungs- 
transformationen: 
F(x,, ee) %9 Pı BEE 25, 


zu bestimmen, für die (pF’) identisch verschwindet, bei denen also die Funk- 
tion @ invariant bleibt. Kennt man nun eine Anzahl von Lösungen der Glei- 
chung: (pf)=0, so kennt man eine Anzakl von infinitesimalen Berührungs- 
transformationen der Funktion p und kann aus diesen durch Klammeropera- 
tionen neue infinitesimale Transformationen ableiten. Man gelangt so zu 
einem Systeme: 

| N ER kei 


von infinitesimalen Transformationen, für das Beziehungen von der Form: 
(u,u,) = ww. (u -:-, %,) (ük=h,...,r) 


bestehen, also zu einer Funktionengruppe, der alle Funktionen von ı,,..., 4, 
und insbesondere p selber angehören. Es galt nun festzustellen, wann eine 
solche Funktionengruppe durch Berührungstransformation in eine andre vor- 
gelegte Funktionengruppe überführbar ist. Zu diesem Zwecke mußten zu- 
nächst alle infinitesimalen Berührungstransformationen aufgesucht werden, 
die jede einzelne Funktion der Funktionengruppe invariant lassen, also alle 
Lösungen der Gleichungen: 


Wwf)=0, ..., (uf)=0. 


Das führte zu dem Begriffe der reziproken Funktionengruppe, und so ent- 
wickelte sich allmählich die ganze Invariantentheorie der Berührungstransfor- 
mationen, die in den Abhandlungen VI—IX von Band III dargestellt ist. 
Insbesondere wurde auch die Invariantentheorie eines beliebigen Systems von 
Funktionen gegenüber allen Berührungstransformationen vollständig zum Ab- 
schluß gebracht.") 

Von noch weiter tragender Bedeutung wurde ein zweites Problem, das 
Lie behandelte. 

Ein g-gliedriges vollständiges System: 


Am? ar 
At 20, (4 a x.) dx =) (w=1,...,9) 
v v 


1) Math. Ann. Bd. VIII (1874), S. 270--273, 297f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
8 16; $ 24, Nr. 51.) 
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gestattet jede infinitesimale Transformation Xf von der Form: 


3 ER 
BARER ; x,)A,f: 
u 


unter den 7, willkürliche Funktionen verstanden. Es kann aber sein, daß 
man eine Anzahl von infinitesimalen Transformationen: X,f, Xaf, . ... kennt, 
. die das vollständige System invariant lassen, ohne die Form: 24,A,f zu 
haben. Lie fragte sich, welcher Nutzen aus solehen nicht trivialen 
infinitesimalen Transformationen für die Integration des 
vollständigen Systems gezogen werden kann.') 

Er fand, daß man unter Umständen aus den bekannten infinitesimalen 
Transformationen ohne Integration eine Anzahl von Lösungen des vollstän- 
digen Systems herleiten kann. Man hat sodann im allgemeinen ein voll- 
ständiges System ohne Affekt zu integrieren, das heißt ein solches, von dem 
man keine nicht trivialen infinitesimalen Transformationen kennt. Durch 
diese Integration, die auch wegfallen kann, wird das ursprüngliche Problem 
auf das folgende Normalproblem zurückgeführt: Man kennt » —q infinitesi- 
male Transformationen: X,f,..., X,_,f des vollständigen Systems, und dabei 
sind: A,f,..,A,h Xıf.--» X,_,f durch keine lineare homogene Relation 
verknüpft, während zwischen den X,f Beziehungen von der Form: 


1...n—gq 


(X, — Yes Xıf (Ük=1,...,n—9) 
8 


bestehen, mit konstanten Koeffizienten ec, ,,. 

Hiernach war klar, daß die Systeme von r infinitesimalen Transforma- 
tionen: X,f, ..., X,f, die in Beziehungen von der Form: (X,X,)= &c,,,X,f 
stehen, eine besondere Rolle spielen. Lie erkannte, daß dann immer die in- 
finitesimalen Transformationen: e,X,f-+ + e,X,f mit den willkürlichen 
Parametern: e,,..., e, die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen 
Transformationsgruppe sind, und daß umgekehrt jede r-gliedrige Transfor- 
mationsgruppe mit paarweise inversen Transformationen r solche infinitesimale 
Transformationen enthält. 

Durch Benutzung der Untergruppen der (n — g)-gliedrigen Gruppe, die 
in dem vorhin erwähnten Normalprobleme auftritt, ließ sich dieses in eine 
Reihe von Problemen derselben Art zerlegen, zu deren jedem eine einfache 
Gruppe gehört, also eine Gruppe, die keine invariante Untergruppe enthält. 
So ergab sich eine Integrationstheorie, die „nach aller Wahrscheinlichkeit das 
Größtmögliche leistete“, die aber erst dann vollständig durchgeführt werden 
konnte, wenn die Theorie der endlichen kontinuierlichen Transformations- 
gruppen entwickelt war.? 

Dieser Aufgabe wendete sich Lie nunmehr zu. Es gelang ihm ziemlich 
leicht, alle endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen auf der geraden 
Linie zu bestimmen, daher wagte er sich an die der Ebene. Auch mit der 
Bestimmung der Gruppen der Ebene kam er zum Ziele, allerdings erst nach 
unendlichen, ermüdenden Rechnungen (1873—74), und bald war er im Be- 


1) Bd. III d. Ausg. Abh. V (1872), S. 27; Abh. XIII, XIV (1874). 
2) A. a. O. Abh. XIV, S. 188 und 204. 
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sitze einer allgemeinen Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen in 
beliebig vielen Veränderlichen. In dieser Theorie hatten alle Begriffe aus 
der Theorie der Gruppen von Permutationen und der Substitutionengruppen 
ihr Analogon. Die Konstanten c,,, bestimmten, was Lie die Zusammen- 
setzung der Gruppe nannte, und gaben Aufschluß über die kontinuierlichen 
Untergruppen der Gruppe. De Begriffe: gleichberechtigte Untergruppe, in- 
variante Untergruppe, einfache Gruppe, Transitivität, Imprimitivität, und so 
weiter ließen sich auf die neue Theorie übertragen. Die Bestimmung aller 
Invarianten und aller invarianten Gleichungssysteme, die zu einer vorgelegten 
endlichen kontinuierlichen Gruppe gehören, kam hinaus auf die Integration 
vollständiger Systeme und auf Determinantenbildung. 

Die früher von Lie entwickelte Invariantentheorie der Berührungstrans- 
formationen lieferte ihm ohne weiteres die Beantwortung der Frage, wann 
zwei Gruppen von Berührungstransformationen durch Berührungstransforma- 
tion ähnlich sind, also mit andern Worten die Invariantentheorie aller dieser 
Gruppen gegenüber den Berührungstransformationen.') Es gelang ihm aber 
auch, die Kriterien dafür zu ermitteln, daß zwei endliche kontinuierliche 
Gruppen von Punkttransformationen durch Punkttransformation ähnlich sind, 
so daß er auch die Invariantentheorie dieser Art von Gruppen gegenüber den 
Punkttransformat onen beherrschte.) Er erweiterte diese Theorie noch zu 
einer Invariantentheorie eines beliebigen Systems von infinitesimalen Punkt- 
transformationen gegenüber allen Punkttransformationen.?) 

Andrerseits gab aber jede einzelne endliche kontinuierliche Gruppe @ 
Anlaß zu einer Reihe von Invariantentheorien. 

Erstens lieferten die Invarianten und die invarianten Gleichungssysteme, 
die in dem Raume von @ auftreten, die Kriterien dafür, ob ein gegebener 
Punkt dieses Raumes durch eine Transformation von @ in einen andern ge- 
gebenen Punkt überführbar ist, ob.also die beiden Punkte der Gruppe gegen- 
über äquivalent sind. Auch konnte dann die allgemeinste Transformation von 
G aufgestellt werden, die die Überführung leistet, falls diese möglich ist. Wir 
wollen diese Theorie als die gewöhnliche Invariantentheorie der Gruppe @ 
bezeichnen. 

Zweitens konnte er @ in der mannigfaltigsten Weise durch Hinzunahme 
von Differentialen, von Differentialquotienten und auf andre Art erweitern. 
Die gewöhnlichen Invarianten und die invarianten Gleichungssysteme der er- 
weiterten Gruppe lieferten dann Differentialinvarianten von @, invariante 
Systeme von Differentialgleichungen, und so weiter. 

Damit konnten jetzt die beiden, auf S. IX ausgesprochenen allgemeinen 
Probleme wenigstens für den Fall vollständig gelöst werden, daß man sich 
auf die Transformationen einer bestimmten vorgelegten endlichen kontinuier- 
lichen Gruppe beschränkt. Die Frage nämlich, ob eine vorgelegte Mannig- 
faltigkeit, ein System von Differentialgleichungen u. dgl. durch eine Trans- 
formation der Gruppe @ in ein vorgelegtes Gebilde derselben Art überführbar 
ist, kam immer hinaus auf eine Aufgabe der gewöhnlichen Invariantentheorie 
für eine der zu @ gehörigen erweiterten Gruppen. 


1) Bd. V d. Ausg., Abh. III (1876), S. 69. 

2) Ebd. Abh. IV (1878), S. 96—103; Abh. XVII (1884), S. 447; Bd. VI, Abh. III 
(1885), S. 165— 175. 

8) Bd. %, Abh. IV, 8. 108; Bg. VL Abh, HI S. 1768, Nr 15, 
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Hierbei darf ich allerdings nicht verschweigen, daß Lie die Tragweite 
seiner gewöhnlichen Invariantentheorie einer endlichen kontinuierlichen Gruppe 
überschätzt hat. Seine Invarianten und invarianten Gleichungssysteme liefern 
zunächst nur notwendige Kriterien für die Äquivalenz zweier Punkte gegen- 
über der Gruppe. Daß diese notwendigen Kriterien zugleich hinreichend sind, 
läßt sich nur dann allgemein beweisen, wenn der zweite Punkt in einer ge- 
wissen Umgebung des ersten liegt. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so 
bedarf es jedesmal einer besonderen Untersuchung, ob Äquivalenz stattfindet 
oder nicht, und es ist offenbar unmöglich, Methoden anzugeben, die diese Frage 
in jedem Falle entscheiden. Lie hat also hier die Grenzen der Leistungs- 
fähigkeit seiner allgemeinen Invariantentlieorie nicht genügend beachtet, ein 
Mangel, auf den erst Study hingewiesen hat.!) 

Wie in der Ebene, so kann man auch in einem Raume höherer Dimen- 
sion alle endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen oder 
von Berührungstransformationen bestimmen. Man muß dann für jeden der 


in dem Raume vorhandenen Gruppentypen einen Repräsentanten aufstellen, 


so daß jede endliche kontinuierliche Gruppe des Raumes mit einem und nur 
einem dıeser kanonischen Repräsentanten durch Punkttransformation oder Be- 
rührungstransformation ähnlich ist. Dabei kann man immer erreichen, daß 
man von jedem der kanonischen Repräsentanten nicht bloß die infinitesimalen 
Transformationen kennt, sondern auch die endlichen. 

Ist das geschehen, so kann man, durch ausführbare Operationen für jeden 
der kanonischen Repräsentanten alle invarianten Systeme von Differential- 
gleichungen aufstellen, und erhält so kanonische Formen für alle in dem 
Raume vorhandenen Systeme von Differentialgleichungen, die endliche kon- 
tinuierliche Gruppen gestatten. 

Man habe nun ein solches kanonisches System, das bei einem der ge- 
fundenen Repräsentanten invariant bleibt. Enthält dann die allgemeinste 
Lösung des Systems bloß eine endliche Anzahl von willkürlichen Konstanten, 
so kommt dessen Integration hinaus auf die eines vollständigen Systems, das 
bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, die eine endliche kontinuier- 
liche Gruppe erzeugen, eben den betreffenden Repräsentanten. Dieses Inte- 
grationsproblem kann nach der früher besprochenen Lieschen Theorie auf 
einfachere Hilfsgleichungen zurückgeführt werden. Im allgemeinen muß man 
zunächst ein vollständiges System integrieren, das keinen Affekt hat, von dem 
man also keine nicht trivialen infinitesimalen Transformationen kennt. Man 
kommt dann auf ein Liesches Normalproblem, das seinerseits in eine Reihe von 
Normalproblemen zerlegt werden kann, bei deren jedem die Gruppe einfach ist. 

Hängt die allgemeinste Lösung des kanonischen Systems nicht bloß von 
einer endlichen Anzahl willkürlicher Konstanten ab, so kommt eine Reduktion 
des Integrationsproblems dadurch zustande, daß die kanonische Gruppe, die 
das System invariant läßt, die Lösungen des Systems in invariante Scharen 
zerlegt, deren jede bloß von einer endlichen Anzahl von willkürlichen Kon- 
stanten abhängt. Da jede solche invariante Schar durch ein bei der kanoni- 
schen Gruppe invariantes System von Differentialgleichungen definiert wird, 
so kann man alle diese Systeme aufstellen und hat dann jedes einzelne so zu 
behandeln, wie das im vorigen Falle angedeutet ist. 





1) Vgl. dessen auf S. 878 angeführte Abhandlung von 1908. 
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Ist ferner in dem betreffenden Raume ein beliebiges System von Diffe- 
rentialgleichungen vorgelegt, so kann man durch ausführbare Operationen 
feststellen, ob das System infinitesimale Transformationen gestattet. Man 
findet ein System von linearen homogenen Differentialgleichungen, das die 
betreffenden infinitesimalen Transformationen definiert. Hängt die allgemeinste 
Lösung dieses Systems nur von einer endlichen Anzahl von willkürlichen 
Konstanten ab, so hat man die Definitionsgleichungen einer endlichen kon- 
tinuierlichen Gruppe. Diese muß mit einem der früher gefundenen kanoni- 
schen Repräsentanten ähnlich sein, und zwar kann man stets durch ausführ- 
bare Operationen ermitteln, mit welchem. Gelingt es daher, die Gruppe, deren 
Definitionsgleichungen man gefunden hat, in den mit ihr ähnlichen kanonischen 
Repräsentanten überzuführen, so geht zugleich das vorgelegte System von 
Differentialgleichungen in eine der kanonischen Formen über, deren Integra- 
tion in der früher angegebenen Weise in einfachere Integrationsprobleme zer- 
legt werden kann. 

Es handelt sich jetzt noch um die Bestimmung einer Transformation, 
bei der die unbekannte Gruppe in den kanonischen Repräsentanten en 

Die allgemeinste Transformation, die diese Überführung leistet, wird 
durch ein System von Differentialgleichungen definiert, das man aufstellen 
kann. Sie wird andrerseits erhalten, wenn man hinter einer beliebigen Trans- 
formation, die die Überführung leistet, die allgemeinste Transformation der 
größten Konkinurerlichen Gruppe ausführt, in der der kanonische Repräsentant 
als invariante Untergruppe enthalten ist. Da die endlichen Transformationen 
des kanonischen Repräsentanten bekannt sind, so lassen sich auch die end- 
liehen Transformationen dieser größten Gruppe durch ausführbare Operationen 
aufstellen, selbst dann, wenn sie keine endliche, sondern eine unendliche kon- 
tinuierliche Gruppe ist. Unsre Aufgabe, die allgemeinste Transformation von 
der verlangten Beschaffenheit zu bestimmen, erscheint daher als ein besonderer 
Fall des folgenden allgemeinen Problems, das Lie bei den verschiedensten 
Gelegenheiten ausgesprochen und behandelt hat: 

Zuintegrieren ist ein System von Differentialgleichun- 
gen, dessen allgemeinstes Lösungssystem aus einem partiku- 
lären Lösungssysteme dadurch erhalten wird, daß man die 
allgemeinste Transformation einer kontinuierlichen Gruppe 
ausführt. 

Allerdings konnte Lie dieses Problem noch nicht allgemein behandeln, 
so lange er noch keine Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen be- 
saß. Er konnte da nur den Fall vollständig erledigen, daß die allgemeinste 
Lösung des Systems von Differentialgleichungen nur von einer endlichen An- 
zahl willkürlicher Konstanten abhängt und daß die betreffenden kontinuierlichen 
Gruppen endlich sind. Diesen Fall nhımlıch konnte er auf die Aufgabe zurück- 
führen, ein vollständiges System zu integrieren, das bekannte infinitesimale 
on gestattet, die eine endliche kontinuierliche Gruppe mit be- 
kannten endlichen Transformationen erzeugen.!) 

Übrigens hat sich Lie keineswegs mit solchen allgemeinen theoretischen 
Spekulationen begnügt, sondern er hat im Jahre 1883 für die Ebene eine 
vollständige Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen entwickelt, die 


1) Siehe hier Abh. III (1885), $. 186—190. 
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eine endliche kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen gestatten." 
Er stellt darin kanonische Formen für alle diese Differentialgleichungen auf. 
Er zeigt für jede kanonische Differentialgleichung, welche Integrationsopera- 
tionen zu ihrer Erledigung erforderlich sind. Endlich denkt er sich eine be- 
liebige Differentialgleichung zweiter oder höherer Ordnung vorgelegt. Die 
Frage, ob diese Gleichung infinitesimale Punkttransformationen gestattet, führt 
auf gewisse lineare homogene partielle Differentialgleichungen, von denen sich 
immer feststellen läßt, ob sie Lösungen gemein haben oder nicht. Haben sie 
Lösungen gemein, so gestattet die Gleichung eine Gruppe von Punkttransfor- 
mationen, die immer endlich ist, und Lie zeigt, wie man in jedem einzelnen 
Falle zu verfahren hat, um diese Gruppe zu bestimmen und die Gleichung 
auf ihre kanonische Form zu bringen. 

Die dazu erforderlichen Hilfsmittel und Theorien besaß er damals schon 
lange, im Wesentlichen wohl schon seit 1874. Daß er dieses überaus lehr- 
reiche Beispiel vollständig durchgeführt hat, haben wir seinem Zusammentreffen 
mit Halphen zu verdanken, als er am 3. November 1882 vor der Soeiete 
Mathematique de France einen Vortrag über seine Integrationstheorie hielt.?) 

Sehr früh hatte Lie auch schon unendliche kontinuierliche Gruppen in 
den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Er operierte schon von vornherein 
mit der unendlichen Gruppe aller Punkttransformationen und mit der aller 
Berührungstransformationen. Aber auch einzelne besondere unendliche Grup- 
pen benutzte er schon damals. So verwendete er zum Beispiel 1872 die un- 
endliche Gruppe aller Berührungstransformationen des Raumes, bei der die 
Gruppe aller Translationen invariant bleibt.”) Seine Funktionengruppen sind 
ja im Grunde auch nichts anderes als unendliche Gruppen von Berührungs- 
transformationen. Ebenso bilden die Punkttransformationen, die ein vollstän- 
diges System oder eine Pfaffsche Gleichung invariant lassen, und die, bei 
denen ein Pfaffscher Ausdruck bis auf ein additives vollständiges Differential 
invariant bleibt, unendliche Gruppen. 

Daß auch die endlichen kontinuierlichen Gruppen ihn häufig nötigten, 
unendliche kontinuierliche Gruppen in Betracht zu ziehen, geht aus dem früher 
Gesagten hervor. Insbesondere entwickelte er schon 1882 eine neue, äußerst 
weittragende Integrationstheorie*), die auf dem Umstande beruht, daß zu 
jeder endlichen kontinuierlichen Gruppe von Punkttransformationen eine ge- 
wisse ganz bestimmte unendliche Gruppe gehört. 

Sind nämlich: 

ei ee) (i=1,...,n) 
die endlichen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, die von den r in- 
finitesimalen Transformationen: 


EHEN 
of 
Kf= lt Pe) dx, weten 


1) Bd. V d. Ausg. Abh. IX, X, XI, XIV. 

2) Siehe hier Abh. III (1885), S. 142. Den Vortrag findet man in Bd. V d. 
Ausg., 8. 669—673. 

3) Hier Abh. XVIII (1895), S. 396 und Bd. III d. Ausg., 8. 623. 

4) Es ist eine Integrationstheorie der simultanen Systeme, von denen Lie 
später sagte, daß sie Fundamentallösungen besitzen; vgl. hier Abh. XX 
(1895), S. 544f., ferner Bd. III d. Ausg. Abh. XXXIX, XL (1882), S. 548, 551—553; 
Bad. VI, Abh. III (1835), 8. 195—202. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI b 
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erzeugt ist, so bilden die Transformationen: 
(L) weute Den, 2,2. U 5) @=1...,n) 


mit den willkürlichen Funktionen: W,(w), ..., A,(u) und dem Parameter c 
eine unendliche kontinuierliche Gruppe, die von den infinitesimalen Trans- 
formatıonen: 


öf Lest 
PT + Iu(u) Xıf 
k 


erzeugt wird, unter den y,(“#) wieder willkürliche Funktionen und unter « 
einen Parameter verstanden.') 
Lie betrachtete nun eine beliebige Gleichung von der Form: 


ES: 
Ar 4 SoW)X,r—0 
2 z 


und nahm an, daß von dem äquivalenten simultanen Systeme: 


dx Lu..F 
u 2 9.(U) 54 (8, en ,) G=1,...,n) 
k 


etwa eine partikuläre Integralgleichung: 
2 (2,.:, 2,0) = 0 


bekannt war, mit andern Worten: eine Gleichung, die die infinitesimale Trans- 
formation Af gestattet. Er stellte sich die Aufgabe, diesen Umstand für die 
Integration von: Af=0 möglichst zu verwerten. 

Auch diese Aufgabe faßte er als ein Transformationsproblem auf. Er be- 
merkte nämlich, daß die früher erwähnte unendliche Gruppe (L), der die in- 


1) Ich kann hier eine Bemerkung nicht unterdrücken. Der Gruppenbegrift 
spielt, wie man schon oft ausgesprochen hat, bereits in der Geometrie der alten 
Griechen eine Rolle. Sie benutzten ja den Begriff der Bewegung, und es ist klar, 
daß auch für sie zwei Bewegungen, nach einander ausgeführt, mit einer einzigen 
dritten Bewegung gleichbedeutend waren. Aber unter einer Bewegung verstanden 
sie zweifellos nur einen kontinuierlichen Übergang eines starren Körpers aus einer 
Lage in eine andere Lage. Daß dieser Übergang auf unbegrenzt vielen verschie- 
denen Wegen möglich ist, mag sie daran verhindert haben, den Bewegungsbegriff 
genauer zu untersuchen; denn sie waren außer Stande, die verwirrende Mannig- 
faltigkeit aller Bewegungen zu überblicken. Euler ist wohl der erste, der diesen 
Bewegungsbegriff der analytischen Behandlung zugänglich gemacht hat. Bei 
seinen Untersuchungen über die Bewegungen eines starren Körpers betrachtet er 
immer eine kontinuierliche Folge von Lagen, die der Körper im Verlaufe der Zeit 
annimmt. Ich kann aber nicht finden, daß er den Ubergang des Körpers aus 
einer Lage in eine andere als eine für sich bestehende Operation betrachtet hat, 
bei der die etwaigen Zwischenlagen ganz außer Acht gelassen werden. Die sechs- 
gliedrige Gruppe der Bewegungen, wie sie uns jetzt geläufig ist, kannte Euler 
allem Anscheine nach noch nicht, die ist erst im neunzehnten Jahrhundert Allge- 
meingut der Mathematiker geworden. Das Merkwürdige ist nun, daß Lie von 
der sechsgliedrigen Gruppe der Bewegungen ausging und erst nachträglich die zu- 
gehörige unendliche kontinuierliche Gruppe betrachtet hat, die das eigentliche 
Abbild des Bewegungsbegriffes ist, wie er sich den alten Griechen darbot. 
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finitesimale Transformation Af angehört, stets endliche Transformationen 
enthält, vermöge ‚deren die infinitesimale Transformation Af in den neuen 
Wenden w A Re si, die einfache Form öf:öw annimmt. In der 
Tat erhält man eine Transformation (L), die die verlangte Überführung leistet, 
wenn man &, ..., x, gleich den eo... der Gleichung: en 0 setzt, 
die für: w=u® der Reihe nach in X, --.,%, übergehen, unter «° eine Kon- 
stante verstanden. Die Integration von die 0 kommt daher darauf hinaus, 
eine solche Transformation der unendlichen Gruppe (L) zu bestimmen, die 
Af in die kanonische Form df:öw” überführt. Dabei ist, klar, daß die Glei- 
ehung: 2(x, u)=0 in den neuen Veränderlichen von w’ frei wird, daß sie 
also wegen der Eigenschaften der Hauptlösungen die Gestalt: 


HERE BL 
erhält. 

Jetzt kommt es darauf an, die allgemeinste Transformation der unend- 
lichen Gruppe (L) zu finden, hei der Af und S2(x,u)=0 gleichzeitig in 
of:ow und in: 2x’, u) = 0 übergehen. Da die Möglichkeit der Überführung 
gesichert ist, hängt Alles davon ab, ob es außer der infinitesimalen Transfor- 
mation Of na noch andere fiatemalp Transformationen: 


ER 


l..r 2 
uw) Zu. rd, z N (u) X, f 


k 


der unendlichen Gruppe (L) gibt, bei denen nicht bloß die infinitesimale 
Transformation öf:öw, sondern auch die Gleichung: 2, u) = 0 invariant 
bleibt. Die erste Forderung bedeutet, daß diese infinitesimalen Transforma- 
tionen mit öf:Ouw vertauschbar sein sollen, daß also die y,(w) Konstanten 
sind. Man braucht also nur zu untersuchen, ob die r-gliedrige Gruppe: 
X,f, -.., X,f in den Veränderlichen #7, ..., x, infinitesimale Transforma- 
tionen enthält, die die Gleichung: 2(x’, u) = 0 invariant lassen. 

Gibt es keine .. infinitesimale Transformation, so enthält die unend- 
liche Gruppe (L) nur 00! Transformationen, bei denen: Af und 2x, u) = 0 


in öf:öw und 2x‘, u) = 0 Ben Dabei sind die Transformations- 


gleichungen: 


(M) = f;(&; RER A, (u), ...; U) G=1,...,n) 


offenbar vollständig bestimmt durch die Forderung, daß 2(z, u)=0 in 
2(x, u) = 0 übergeben soll. Demnach können die 00! Transformationen 
der Gruppe (L), die jene Überführung leisten, durch ausführbare Operationen 
gefunden werden. Das Integrationsproblem ist erledigt. 

Gestattet andrerseits die Gleichung: &.(«’, u?) = v gerade l unabhängige 
infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe: ff RO.0r- 
zeugen diese — es seien etwa: X,f,..., X,f — eine I- gliedrige Untergruppe, 
deren endliche Transformationen man len kann, da man die endlichen 
Transformationen der r-gliedigen kennt.!) Die allgemeinsten Transformations- 


| A schnngen (M), bei denen: 2(x2,u)=0 in (x, u®)= 0 übergeht, und die 


1) Außer ausführbaren Operationen sind dazu höchstens Quadraturen erforder- 
lich, s. hier Abh. VII (1889). 
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zusammen mit: =w-+c eine Transformation (L) liefern, bei der sich Af 
in <f:0w verwandelt, werden daher durch ein System von Differentialglei- 
chungen definiert, dessen allgemeinstes Lösungssystem aus einem partikulären 
Lösungssysteme erhalten wird, indem man die allgemeinste Transformation 
der / gliedrigen Gruppe: X\f, ..., X, f ausführt. 

Das ursprüngliche Integrationsproblem ist somit in diesem Falle auf ein 
Problem von der auf S. XVI angegebenen Art zurückgeführt. Da überdies die 
Gruppe des Problems endlich ist, so kommt nunmehr Alles auf die Integration 
eines vollständigen Systems hinaus, das eine /-gliedrige Gruppe gestattet, die 
mit der Gruppe: X/f,..., X,f gleichzusammengesetzt ist. 

Besonders bemerkenswert ist noch, daß man auf dem von Lie einge- 
schlagenen Wege unmittelbar erkennt: die bekannte Integralgleichung ist so 
vollständig ausgenutzt wie überhaupt möglich. Eine weitere Integrations- 
vereinfachung ist nicht erreichbar. 

Lies Versuche, auch für die unendlichen kontinuierlichen Gruppen eine 
allgemeine Theorie zu entwickeln, waren lange Zeit vergeblich, bis er im 
Januar 1883 den glücklichen Gedanken hatte, „unter allen Gruppen diejenigen 
herauszugreifen, deren Transformationen durch Differentialgleichungen definiert 
werden können.“!) Die Beschränkung auf diese Klasse von Gruppen war offen- 
bar für alle Untersuchungen über Differentialgleichungen ganz besonders 
zweckmäßig und erwies sich sofort als außerordentlich folgenreich. Lie konnte 
nunmehr alle unendlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen 
und von Berührungstransformationen der Ebene bestimmen, das entsprechende 
Problem für den Raum war jetzt lösbar, und so weiter. Vor allen Dingen 
aber konnte er nunmehr zeigen, daß jede unendliche kontinuierliche Gruppe 
Differentialinvarianten besitzt, und wurde so in den Stand gesetzt, für jede 
kontinuierliche Gruppe eine Invariantentheorie zu entwickeln, vermöge deren 
er alle Fragen beantworten konnte, die sich darauf beziehen, ob ein vorgelegtes 
 analytisches Gebilde in ein anderes vorgelegtes Gebilde derselben Art durch 
eine Transformation der Gruppe überführbar ist. Unter einem analytischen 
Gebilde sind dabei nicht bloß Systeme von Funktionen, von Gleichungen, von 
Differentialgleichungen, von Differentialausdrücken und so weiter zu verstehen, 
sondern auch Systeme, die aus mehreren verschiedenartigen solchen Systemen 
zusammengesetzt sind. 

Die Bedenken, auf die ich bei Lies Invariantentheorie der endlichen 
kontinuierlichen Gruppen hingewiesen habe, machen sich selbstverständlich 
auch hier geltend; es ist sogar noch schwieriger, die Grenzen festzustellen, 
innerhalb deren die Invariantentheorie der unendlichen kontinuierlichen Grup- 
pen nicht bloß notwendige, sondern auch hinreichende Äquivalenzkriterien 
liefert. 

Dazu kommt eine andre Schwierigkeit, die ich bisher noch nicht erwähnt 
habe, die sich aber in allen diesen Untersuchungen Lies bemerklich macht. 
Nämlich der Begriff der ausführbaren Operation, der fortwährend benutzt wird, 
ist mit einer gewissen Unbestimmtheit behaftet und einer wirklich scharfen 
Definition nicht recht zugänglich. Müssen doch Operationen als ausführbar 
betrachtet werden, deren praktische Ausführung in keiner noch so langen Zeit 
geleistet werden kann, vielmehr schlechterdings unmöglich ist, weil die Ge- 


1) 8. hier Abh. XVIIT (1895), S. 396, sowie 8. 777£., 779, 786f. 
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setze der dazu erforderlichen unendlichen Prozesse nicht allgemein angebbar 
sind. Man denke nur an die Auflösung von Gleichungssystemen und an die 
immer wiederkehrenden Eliminationen, wo schon die Feststellung der Gebiete, 
innerhalb deren das Ergebnis dieser Operationen eindeutig bestimmt ist, un- 
übersehbare Schwierigkeiten machen kann. 

Es ist aber geradezu als ein Glück zu betrachten, daß sich Lie an keiner 
dieser Schwierigkeiten gestoßen, daß er die Kühnheit besessen hat, sie außer 
Acht zu lassen. Ich möchte ihn, wie ich schon bei einer früheren Gelegenheit 
mich ausgedrückt habe!), einem Pfadfinder im Urwalde vergleichen, der auch 
da, wo andre daran verzweifeln, durch das Gestrüpp zu dringen, immer noch 
einen Ausweg zu finden weiß, und zwar immer den, der die lohnendsten Blicke 
auf bisher ungeahnte romantische Gebirge und Täler eröffnet. 

Alle die genannten Schwierigkeiten und die daraus fließenden Bedenken 
erscheinen daher geringfügig und müssen zurückgestellt werden, wenn es sich 
darum bandelt, zu würdigen, was Lie auf dem von ihm eingeschlagenen Wege 
für die Weiterentwickelung der Mathematik geleistet hat. 

In der Tat, seine allgemeine Theorie der kontinuierlichen Gruppen und 
seine allgemeine Invariantentheorie setzten ihn in den Stand, die vorhin er- 
wähnten allgemeinen Probleme, die er sich gleich bei Beginn seiner Laufbahn 
gestelit hatte, in voller Allgemeinheit und ohne jede Einschränkung zu be- 
handeln. Alle diese Transformationsprobleme und alle die Integrationsprobleme, 
zu denen kovariante Gebilde gehören, von denen man weiß, daß sie bekannte 
oder unbekannte infinitesimale Transformationen gestatten, waren jetzt der 
Behandlung zugänglich. Er konnte sie in einfachere Integrationsprobleme 
zerlegen und konnte überhaupt, auf Grund seiner allgemeinen Invarianten- 
theorie, genau feststellen, was unter gegebenen Voraussetzungen geleistet 
werden kann.?) Lehrreiche Beispiele findet man in den hier abgedruckten 
Abhandlungen XX, XXV, XXVIIL und XXIX. 

Man gehe die ganze Geschichte der Mathematik durch: ich glaube nicht, 
daß man einen zweiten Fall wird auffinden können, wo aus einigen wenigen 
allgemeinen Gedanken, die auf den ersten Blick sogar ziemlich inhaltlos er- 
scheinen, eine so umfangreiche und weitgreifende Theorie entwickelt worden 
ist. Als Gedankengebäude betrachtet ist diese Liesche Theorie ein Kunst- 
werk, das bei jedem Mathematiker, der sich ernstlich darein vertieft, Staunen 
und Bewunderung erwecken muß. Dieses Kunstwerk scheint mir eine Leistung 
durchaus vergleichbar mit der Leistung, die etwa Beethoven vollbracht 
hat, indem er aus einigen unscheinbaren, zum Teil fast trivialen Motiven einen 
ganzen, weit ausgedehnten Satz von überwältigender Wirkung hervorzaubert. 

Es ist. daher durchaus begreiflich, wenn Lie immer und immer wieder 
auf die Bedeutung dieser seiner Invariantentheorie hinweist, die genau ent- 
scheidet, „welche Vereinfachungen in jedem einzelnen Falle erreicht werden 
können“, und wenn er darüber erbittert ist, daß „deren Wesen, ja Existenz 
den Mathematikern fortwäbrend unbekannt zu sein scheint.“?) 

Dieser beklagenswerte Zustand, den Lie selbst so schwer empfunden hat, 
herrscht, in Deutschland wenigstens, auch heute noch immer. Um nun Alles zu 


1) Leipziger Berichte 1899, $. XI. 
2) Abh. XXIX (1902), S. 703. 
3) Abh. XXVIII (1897), S. 680. 
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tun, was in meinen Kräften steht, dem abzuhelfen, habe ich bei der Heraus- 
gabe des vorliegenden Bandes besonders die Abhandlungen eingehend erläutert, 
in denen Anwendungen der Gruppentheorie auf die Integrationstheorie ent- 
wickelt werden. Ich habe versucht, in diesen Abhandlungen alle Einzelheiten 
und alle kurzen Andeutungen vollständig aufzuklären. 

Die meisten Schwierigkeiten hat mir dabei die große Abhandlung in 
Band XXV der Annalen gemacht, die hier unter Nr. III abgedruckt ist. Ich 
hoffe aber, daß auch darin keine Stelle von irgendwelcher Bedeutung unauf- 
geklärt geblieben ist. Besonders hinweisen möchte ich auf meine Anmerkun- 
gen zu 8. 183f., S. 815—817, wo, wie ich glaube, der ursprüngliche Gedanken- 
gang Lies wieder hergestellt und zugleich aufgeklärt ist, wie Lie dazu 
gekommen ist, sich auf den dort benutzten Hilfssatz zu berufen. Ferner auf 
die Anmerkungen zu $ 8, 8. 195—202, siehe S. 822—837, auf die zu $ 10, 
S. 208—219, siehe S. 838—846. Endlich auf die zu $ 12, S. 222f£., siehe 
S. 847—853, wo es mir hoffentlich gelungen ist, vollständig aufzuhellen, was 
Lie mit seinen kurzen Andeutungen gemeint hat. 

Bei der Korrektur haben mich in dankenswerter Weise unterstützt: 
Dr. H. Geppert, Privatdozent und Assistent am mathematischen Seminare 
der Universität Gießen, und mein früherer Schüler, Dr. Karl Faber; sie 
haben mir nämlich die ermüdende Arbeit abgenommen, den Neudruck noch 
ein zweites Mal mit den ersten Drucken zu vergleichen. 

Es würde zu weit führen, wollte ich alle die nennen, die mich durch 
einzelne Auskünfte verpflichtet haben. Doch muß ich erwähnen, daß mein 
Freund und Mitherausgeber P. Heegaard keine Mühe gescheut hat, meine 
Fragen zu beantworten und Handschriften Lies zu vergleichen, wo mir das 
nötig schien. 

Endlich muß ich noch der Teubnerschen Druckerei danken, deren 
Leistung für sich selbst spricht. 

Der Umfang des vorliegenden Bandes hat dazu gezwungen, die An- 
merkungen für sich binden zu lassen. Ich bedaure nur, daß das nicht auch 
schon bei Band III und V geschehen ist, denn erst so werden die Anmerkungen 
bequem benutzbar. 

Als nächster soll, ebenfalls von mir herausgegeben, der vierte Band 
folgen, mit dessen Satz schon begonnen ist. 


Gießen, Dezember 1926. Friedrich Engel. 
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I. 
Theorie der Transformationsgruppen I. [441 
Math. Ann. Bd. XVI, Heft 4, S. 441—528, ausgeg. 7. 6. 1880. 


In einer Reihe Abhandlungen, unter denen die nachstehende die 
erste!) ist, beabsichtige ich, eine neue Theorie, die ich die Theorie 
der Transformationsgruppen nenne, zu entwickeln. Die betreffen- 
den Untersuchungen, mit denen ich mich seit 1873 eifrig beschäftige?), 
haben, wie der Leser bemerken wird, viele Berührungspunkte mit mehreren 
mathematischen Disziplinen, insbesondere mit der Substitutionstheorie, 
mit der Geometrie und der modernen Mannigfaltigkeitslehre, und end- 
lich auch mit der Theorie der Differentialgleichungen. Am Schlusse 
dieser Arbeit führe ich alle früheren mir bekannten Untersuchungen 
auf, die mit meiner Theorie der Transformationsgruppen mehr oder 
weniger verwandt sind. 

Diese erste Abhandlung zerfällt in zwei Abschnitte, von denen der 
erste die Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit liefert, während der zweite alle Gruppen 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt. Spätere Ab- 
handlungen werden einerseits die allgemeine Theorie einer n-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit behandeln, andererseits im Anschlusse an 
die dargestellten Theorien neue Gesichtspunkte für die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen entwickeln. 


Abschnitt I. 


Bestimmung aller Transformationsgruppen einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 


In diesem ersten Abschnitte erledige ich ein allgemeines Problem, 
das ich folgendermaßen formuliere: 





1) Sie ist die einzige geblieben. A.d. H. 

2) Göttinger Nachrichten Nr. 22, 1874; Archiv for Mathematik og Naturvi- 
denskab, Bd. I, III, IV, Christiania 1876, 1878, 1879. [D. Ausg. Bd. V. Abh. I-V1.] 
In der zuerst zitierten Note findet sich bereits ein Resume aller Resultate dieser 
Abhandlung. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI ° 1 
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Problem. Man soll die allgemeinste Funktion f von x und r [442 
Parametern a,, @s, .. ., a, bestimmen, die eine Dbedingungsgleichung von 
der Form: 

(1) fr, Ayy.., Ay), b,; b,) br fa, EEE C,) 


erfüllt, wobei vorausgesetzt wird, daß die c, nur von den a und b ab- 
hängen. 

Dieses Problem kann vielleicht übersichtlicher formuliert werden, 
wenn man den Begriff Transformationsgruppe, den wir sogleich defi- 
nieren, anwendet. 


Definition. Eine Schar von Transformationen: 
x = f(z, Me) a,); 


wo x die ursprüngliche, x die neue Variable, und die a, Parameter be- 
zeichnen, bilden eine Transformationsgruppe, wenn die Sukzession zweier 
Transformationen der Schar mit einer einzigen Transformation derselben 
Schar äquivalent ist, wenn also aus den Gleichungen: | 


2 = ft, 0... 0), 
"= fa, by,...,d) 


wel ..20) 


wo die c, Funktionen der a und b allein sind. 


hervorgeht: 


Wir denken uns wie gewöhnlich die unbekannte Funktion 
f(x, a,,...,a,) als eine nach ganzen Potenzen der Größen x und a, 
fortschreitende Reihenentwickelung, die innerhalb gewisser Bereiche 
dieser Größen konvergiert. Infolgedessen ist f eine eindeutige und 
differentiierbare Funktion ihrer Argumente. Wegen der Form der Be- 
dingungsgleichung (1) tritt eo ipso die Forderung hinzu, daß die 
Größen 2, a,,..., a, derart gewählt werden können, daß der Wert 
der Größe f(x, a,,...,a,) nicht außerhalb des Bereiches der Größe 
x fällt. 

Befriedigt die Größe f(x, a,,..., a,) eine oder mehrere Rela- 
tionen von der Form: 


of 
9, ag a) ya, a 0, 


so kann die Zahl der Parameter erniedrigt werden. Sind nämlich 
&,..:, &,_, unabhängige Funktionen der a,, die die letzte partielle 
Differentialgleichung befriedigen, so kann f die Form: 


Pia) Ay. ., a, Er p(z, Ayo eG) 
erhalten. 


$1; Nr. 1. r-gliedr. Gr. in einer Veränd. Ahnlichkeit 3 


Definition. Eine Gruppe mit r Parametern: 
x = f(a, Ayo a, 

heißt r-gliedrig, wenn die Zahl der Parameter nicht erniedrigt wer- 
den kann. | 
Mit Anwendung der eingeführten Terminologie kann unser [443 
Problem auch folgendermaßen formuliert werden: 

Man soll alle r-gliedrigen Transformationsgruppen einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit bestimmen. 

Ist eine beliebige r-gliedrige Gruppe: = f(x, a,,..., a,) vor- 
gelegt, so findet man leicht neue r-gliedrige Gruppen. Sind in der 
Tat 9 und ® zwei beliebige inverse Funktionen, so bestimmt die 


Gleichung: 
u = Plflpim, Ay. ., a,)] = Fa, Ar: 4,), 


wie man unmittelbar verifiziert, wiederum eine r-gliedrige Gruppe 
Dabei ist zu bemerken, daß die vorgelegte Gruppe die Form: 


«= p|FD@, a,,..., q,)] 
erhalten kann, so daß die Beziehung zwischen den beiden Gruppen 
eine gegenseitige ist. 
Definition. Zwei Gruppen: 


2, Q,:..,0), 
DR, .,0) 


heißen ähnlich, wenn die zweite Gruppe die Form: 
= Plflp(@), Ay. a,)]; 


wo p und ® imverse Funktionen sind, annehmen kann, und also auch 
die erste Gruppe die Form: 
= p Fo, Ay... a,)] 
erhalten kann. 
Aus dieser Definition folgt sogleich, daß zwei Gruppen, die mit 
derselben dritten Gruppe ähnlich sind, selbst ähnlich sind. Ähnliche 
Gruppen kann man, wenn man will, als identisch auffassen. 


$ 1. Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 


1. Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist die sogenannte lineare 
Gruppe, die durch die Gleichung: 


Bad 
D 0,0% 0, 
1% 
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definiert wird. Daß diese Gleichung eine Gruppe bestimmt, verifiziert 
man, indem man die zweite Gleichung: 


2” = en 
x + % 


hinzufügt und darnach x” als Funktion von x: 


„ 1 &, 0a i 
a = zer [444 
+ %Q, Aa, + 00, 
1+oa, 140,0, 
berechnet; hierdurch ergibt sich nämlich, daß auch x” eine linear- 
gebrochene Funktion von & ist. 


Setzt man: 


a rl 





& = & a = 2 
1 a, ? 2 a, 3 


so kommt: «<”=x. Hiermit erkennen wir, daß die sukzessive Aus- 
führung der beiden linearen Transformationen: 


a, A, 1 
(a,, A, a;) und: (- De PR = 
mit der identischen Transformation: x’ = x äquivalent ist. Zwei solche 
Transformationen, die sich gegenseitig aufheben, nennen wir inverse 
Transformationen. 


Setzt man in (1): 

a,=0, a=0, ,-1, 
so erhält man die identische Transformation: 2 =x, die somit der 
linearen Gruppe angehört. Setzt man andererseits: 

=, =D, s=l+: 
und betrachtet dabei &,, &, &, als unabhängige infinitesimale Größen, 
so erhält man durch Wegwerfung von infinitesimalen Größen zweiter 
Ordnung die infinitesimale Transformation: 
£ 2 


Insbesondere erhält man durch passende Wahl der Größen g, die drei 
infinitesimalen Transformationen: 


Br Ih oder: DI 7, 
X=c+4h%, da= 4, 
“=: +12, O0 A, 


aus denen sich alle weiteren infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe linear zusammensetzen lassen. 


$ 1; Nr. 1, 2. Inverse und infinitesimale Trff. 5 


Die lineare Gruppe (1) enthält somit eine identische Transformation 
und drei unabhängige infinitesimale Transformationen. Die endlichen 
Transformationen der Gruppe ordnen sich paarweise als inverse Trans- 
formationen zusammen. 


2. In der Substitutionstheorie beweist man bekanntlich, daß die 
Substitutionen einer Gruppe sich paarweise als inverse Substitutionen 
zusammenordnen lassen. Da nun der Unterschied zwischen einer Sub- 
stitutionsgruppe und einer Transformationsgruppe nur darin besteht, 
daß die erste eine endliche Zahl, die letzte eine unendliche Zahl von 
Operationen enthält, so liegt es nahe, zu vermuten, daß auch die [445 
Transformationen einer Transformationsgruppe sich paarweise als inverse 
Transformationen zusammenordnen lassen. In früheren Arbeiten kam 
ich zu dem Schlusse, daß dies wirklich der Fall sei. Da indes bei 
meinen betreffenden Untersuchungen implizite gewisse Voraussetzungen 
über die Beschaffenheit der auftretenden Funktionen gemacht wurden, 
so halte ich es für notwendig, meiner Definition des Begriffs Trans- 
formationsgruppe ausdrücklich die Forderung hinzuzufügen, daß 
die Transformationen der Gruppe sich paarweise als inverse 
Transformationen zusammenordnen lassen. Ich vermute aller- 
dings, daß diese Forderung eine notwendige Konsequenz meiner ur- 
sprünglichen Definition des Begriffs Transformationsgruppe ist. Es ist 
mir aber, wie gesagt, unmöglich gewesen, dies allgemein zu beweisen. 

Wir beschränken uns also auf Gruppen: 


en RR RE 


die die Eigenschaft besitzen, daß jedem Wertsystem qa,,...,a 
solches Wertsystem «&,,...,e, entspricht, daß die Gleichung: 


fr, Ay. ..,Q,) My) ® 

identisch besteht. | 

Hieraus folgt nun zunächst, daß diejenigen Gruppen, die wir be- 
trachten, immer eine identische Transformation enthalten. Wir werden 
zeigen, daß sie zugleich infinitesimale Transformationen enthalten. 

Seien in der Tat a,,...,a, und «&,,...,«, die Parameter zweier 
inverser Transformationen einer Gruppe, und seien ®,,...,o, unab- 
hängige infinitesimale Größen. Alsdann kann der Ausdruck: 


FIR, 022,0, et 0,), 


ein 


indem infinitesimale Größen zweiter Ordnung weggeworfen werden, die 
Form: 


ff, a,...,@,), &,..., @ Ir Io, on URHedE nun 
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erhalten, und also enthält unsere Gruppe die Transformation: 
Bi Off, a 22.505 Buy 3 Pr) 
"-2+30| PER I, =)? 


k 
die eo ipso eine infinitesimale Transformation ist. Gibt man den unab- 
hängigen infinitesimalen Größen ®, sukzessiv verschiedene Werte, so 
erhält man 00” -! verschiedene infinitesimale Transformationen, die aus 





den r infinitesimalen Transformationen: 





‚pre EAN ER = 
oß; (2,7 %,) 


linear zusammengesetzt sind. [446 
Wir werden zeigen, daß diese r infinitesimalen Transformationen 
in dem Sinne unabhängig sind, daß keine lineare Relation der Form 


27780, Sal. AR 
Ira. a)| öß, m a 


) 





stattfindet. Faßt man nämlich die Größen f, «,,..., «, als unabhängige 
Variabeln auf, so nähme eine solche Relation die Form an: 


[) 2 Re 0 
< a 9,(0, re e) =, 





woraus folgen würde, daß die Zahl der Parameter unserer Gruppe er- 
niedrigt werden könnte. 
Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz: 


Satz 1. Können die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 
paarweise als inverse Transformationen zusammengeordnet werden, so ent- 
hält die Gruppe eine identische Transformation und r unabhängige in- 
finitesimale Transformationen. 


Da die Ausdrücke unserer infinitesimalen Transformationen nicht 
allein x sondern auch a,,...,a, enthalten, so scheint es zunächst denk- 
bar, daß eine r-gliedrige Gruppe mehr als r unabhängige infinitesimale 
Transformationen enthielte. Dann aber hätte die Gruppe jedenfalls ©” 
verschiedene infinitesimale Transformationen, und das ist unmöglich, 
da die Gruppe nur 00” Transformationen, die im allgemeinen endlich 
sein sollen, enthalten soll. 

Im allgemeinen ist es vorteilhaft, den r infinitesimalen Transfor- 
mationen eine solche Form: 


dx = Xl(x)dt 


zu geben, daß X(x) nicht von a,,...,a, sondern nur von z abhängt. 


$1,2; Nr. 2,3. Die infin. Trff. einer r-gliedr. Gruppe 7 


$ 2. Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen 


einer Gruppe. 
Seien: 


de —= X,(w)dt, da—= X,la)öt, .., 6c= X, (w)dt 
r unabhängige infinitesimale Transformationen einer Gruppe: 
2 = 10,50); 


wir werden zeigen, daß die r Größen X,,..., X,, die gewisse 
Funktionen von & sind, paarweise durch einfache Differen- 
tialrelationen verbunden sind. 


3. Wir führen zuerst die endliche Transformation: 
= l(0,0,,.:.,0); 
sodann eine infinitesimale Transformation: [447 
= (X) +: -+4X, a) dt 
aus. Diese Re 


= fln,a,..:,0)+ IX) 


muß nach der Definition einer Transformationsgruppe einer Transforma- 
tion der Form: 

2 =f(a,a, +da,...,a,+ da,) 
äquivalent sein. Dies gibt die Gleichung: 


fi&, 47T da, a .) = fi&, Ay. a,) au IHK): 


oder durch Ausführung und Wegwerfung von infinitesimalen Größen 
zweiter Ordnung: 


of 
PL 22 AR) . 


k 


Eine solche Gleichung besteht, welche Werte auch die Parameter 4, 
haben mögen, vorausgesetzt, daß die Differentiale da, passende ent- 
sprechende Werte erhalten, und da die Verhältnisse da, : dt nur von 
den Größen A, und a,, dagegen nicht von x abhängen, so bestehen ins- 
besondere r Gleichungen der Form: 


0 0 Ö 
NA tAgat +4 FR 

0 0 0 
Kl) Bo +B + +B,52, 


5 _ a ar 
ZN-ULiH+by tt L. 90? 
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wo, die Größen A,,B,....L, nur von 0,,.0,...,a, abhängen. Hier 
darf die Determinante: 


(A,Bine: BD) 
nicht verschwinden; denn dann bestände eine Relation der Form: 
a JÄN F FF Pla  KLN)=0, 


und das ist unmöglich, weil die » infinitesimalen Transformationen un- 
abhängig sind. 
Also erhält man durch Auflösung r Gleichungen der Form: 


EMKN+ + MXN), 
(2) [- N, N es NA), 





ai = RA NM)++8X,), 


wo die Größen M,, ..., 2, nur von Q,,d@s,...,a, abhängen. [448 
Die rechten Seiten dieser Gleichungen müssen paarweise den bekann- 
ten Integrabilitätsbedingungen genügen. In dieser Weise erhalten wir 
„r(r— 1) Relationen, unter denen wir die erste: 


SI MRN-5, INN 


entwickeln werden. Dabei erinnern wir uns, daß die X, nur von dem 
einzigen Argumente f abhängen. Also kommt: 


(ER): 


oM ON, 
+2 (u 70) 








woraus: 
us a ee ln 

22 MN,X, df = ar) ern u u. 
wo die Indizes k und i alle Werte 1,2,..., r durchlaufen sollen. In 
der Doppelsumme links kommt das Glied: | 

dX, AX, 
2. a Kar 

zweimal vor, einmal mit dem Koeffizienten M,N,, ein andermal mit dem 
Koeffizienten: — M,N,. Daher kann die gefundene Bedingungsgleichung 
auch folgendermaßen a werden: 


722 MN. - u(R ie -1,5)- 3 - Ba) 8 


ca, 


82,3; Nr. 3,4. Beziehungen zwischen den inf. Trff, einer r-gl. Gr. 9 


Im ganzen erhält man zr(r — 1) solche Gleichungen, deren linke 
Seiten hinsichtlich der 4 r(r—1) Größen: 
dX, DS 


Kar — Kugr 





linear sind. Wir werden zeigen, daß diese Gleichungen sich hinsichtlich 
der besprochenen zr(r —1) Größen auflösen lassen. Dies folgt aus dem 
bekannten Satze: 

Ist die Determinante: (ula}...a”)= A von Null verschieden, so 
ist dasselbe der Fall mit derjenigen Determinante, deren Elemente die 
(zr(@r — 1)’ Größen: (a/a; — ala;) sind. Die neue Determinante ist gleich 
einer Potenz von A. 

Da nämlich die Determinante: (M,N,.... R,) nach dem Vorangehen- 
den von Null verschieden ist, so muß dasselbe der Fall sein mit der- 
jenigen Determinante, deren Elemente die Größen: (M,N,— M,N,), ... 
sind, und also findet man durch Auflösung der früher gefundenen [449 
1r(r — 1) linearen Gleichungen Zr(r — 1) neue Relationen von der Form: 


AX, dX, 


X, WERE ver OA et er 


Hier sind die c,,, Funktionen von a,,...,a,, und da die X, wie auch 
die Ausdrücke links nur von f abhängen, und dabei die Größen f, a,, 
..,a, als unabhängig betrachtet werden können, so müssen die Er 
absolute Konstanten sein. Hiermit ist der folgende fundamentale Satz 
gewonnen: | 

Satz 2. Sind: dx= X, (a)dt,.., dcx=X,(x)dt r unabhängige 
infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, so befriedigen 
die X paarweise Relationen der Form: 


d X, d X, | 
X, A: X, FE TZSER Ciri X, wer X,, 
wo die c,,, Konstanten sind. 


Dieser Satz zusammen mit den Formeln (2) genügt zur Bestimmung 
aller Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit. 


s$S 3. Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung. 


Wir werden zeigen, daß die Zahl r der Parameter nicht 
größer als drei sein kann. 


4. Seien wiederum: 


(3) Ode R20L..,00 X (DL 
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r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. 
Wir denken uns die X,(x) nach den Potenzen von (x —x,) entwickelt: 


d?X, 


(2) - Ka) + (I), @-) +), + 
und bilden die allgemeine infinitesimale Transformation: 
0ox=01 EAN, 


der Gruppe. Dabei wird eo ipso der Ausdruck &34,X, nach den Po- 
tenzen von x — x, entwickelt, und zwar ist es möglich, die Parameter 
4, derart zu wählen, daß &4,X, die Form: 


Zi XL =-A ,eE - 9)" +Ale- on) +: 


erhält. Dabei muß A,_, von Null verschieden sein, weil die Deter- 


minante: 
x0 (2), = ., [450 
dx de 5% 


MIC Mt 

-\dx)o de 0 
wegen der, Unabhängigkeit der infinitesimalen Transformationen (3) 
nur für spezielle Werte von x, verschwinden darf. 


Hieraus folgt nun sogleich, daß man immer r unabhängige infini- 
 tesimale Transformationen in der Gruppe wählen kann, die die Form: 


= Hm t+ En) ta Rn” + +, an tr )d, 

















dr= (b, (€ — a Tb m) 56 ao 
0% u (h r—2 @_0y" gr h._ı Ge En ee 5) öt, 
6:= (k,_ı era, ot 


besitzen. Wir sagen zuweilen, daß die letzte infinitesimale Transfor- 
mation von der (r— 1)-ten Ordnung in der Umgebung des Punkts2=x, 
ist; daß die nächstletzte von der (r— 2)-ten Ordnung ist, und so weiter, 
und endlich daß die erste Transformation von nullter Ordnung ist. 
Sind nun die infinitesimalen Transformationen: 
dx = Y,(e) dt 


und: 
oc= Y,(x) dt 


bezüglich von der Ordnung © und %, so ist der Ausdruck: 


yıu_y 4 


i de nn 


$ 3; Nr. 4,5. Inf. Trff. versch. Ordn. — Es ist r<(4. — Eingl. Gr. 11 


von der Ordnung (i +%k—1); und da dieser Ausdruck (Satz 2) die Form: 
| ED GE ED A HE A 
besitzen muß, so 'können wir, wenn: 
w+k—-1l>r—1 
ist, schließen, daß alle ce gleich Null sind. Nun aber darf: 


dY, day, 
Y dx k da 








nicht verschwinden; denn dann käme: Y,—= Üonst. Y,, und das ist un- 
möglich, da die beiden infinitesimalen Transformationen unabhängig 
sein sollen. Also erkennen wir, daß die Zahl @+%—1) nicht größer 
als r—1 sein kann. Setzen wir daher, wie wir können: 

i=r—1l, k=er-—2, 
so kommt: 


2r —4<r—1, 


woraus folgt, daß r höchstens gleich 3 sein kann. 

5. Das Problem, alle Gruppen zu bestimmen, zerlegt sich also in [451 
die drei folgenden Probleme: 1. alle eingliedrigen Gruppen zu 
bestimmen, 2. alle zweigliedrigen Gruppen zu bestimmen, 
3. alle dreigliedrigen Gruppen zu bestimmen. 

Ist: 6&x= X (x) öt die infinitesimale Transformation einer beliebigen 
eingliedrigen Gruppe: © = f(x,a), so besteht, wie wir in $ 2 sahen, 
eine Relation von der Form: 


TE = A(a). X), 


woraus durch Integration: 


- - [ 4a) da, 
p(f)=Y(a) + Const. 


Zur Bestimmung der Integrationskonstanten erinnern wir daran, daß die 
Größe a einen solchen Wert a, erhalten kann, daß f(z,a,) = x wird. 
Dies gibt: 


oder: 


p(2)=Y(a,) + Const., 
av) 20 TED 


und durch Auflösung, wenn wir die inverse Funktion von p mit ® 
bezeichnen, 


woraus: 


f(xz,a) = P(pia) + x). 
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Jede eingliedrige Gruppe besitzt somit die Form: 
«= dp) +rX@), 


und andererseits ist klar, daß diese Gleichung immer eine eingliedrige 
Gruppe bestimmt, was auch die Funktionen g und xy sein mögen. Dies 
gibt (siehe die Einleitung S. 443, [hier 8. 3]) den Satz: 

Satz 3. Jede eingliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit ist der linearen Gruppe: «= x + a ähnlich. 


$ 4. Erledigung des aufgestellten Problems. 


6. Sind: dx = X, (x)dt und: dx = X,(x)6dt die infinitesimalen Trans- 
formationen einer zweigliedrigen Gruppe: x = f(x, a,,@,), so bestehen nach 
dem Vorangehenden Relationen der Form: 








A — A(a,,a,) X,(f) + Bla, a) X; (f), 
31 3-00) X, (f)+ Dia, a) Kuh), 
X, ee Be A-aX, +6, X,. 





Dabei können die Konstanten c, und c, nicht gleichzeitig gleich Null [452 
sein, weil sonst eine Relation der Form: Const. X, + Const. X, = 0) 
stattfände. Wir können daher annehmen, daß zum Beispiel die Größe c, 
von Null verschieden ist. Wir setzen: 
ee, td , 
X, to —=Ä,, E K=-ÄX;; 


alsdann kommt: 


x IX; ax 


ar Er = OL THX. 





Wir können daher ohne Beschränkung: c, =1, = und also: 


iX, _ xy dh _y 
1 


Ale Ag 


setzen. Betrachten wir hier X, als bekannt, X, als unbekannt, so 
finden wir durch Integration: 


a a 


und durch Einsetzung in die beiden ersten Gleichungen (4): 
| T— = 
iu 
’ 
How e, 
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Führen wir hier die Größe: 





af 
X (f) u p(f ) 
als unbekannte Funktion ein, so erhalten wir die Gleichungen: 


er par 
da, =4A+Bp, lee 





deren allgemeines Integral die Form: 


y(f) = (a, a) + Kyz(a,, a) 


besitzt. Um die Integrationskonstante K, die von a,,a, unabhängig, 
dagegen von x abhängig ist, zu bestimmen, erinnern wir daran, daß 
die Größen a, und a, solche Werte a? und a? erhalten können, daß 
f(x, «a, az) gleich x wird. Also kommt: 


p(@) = Yılay, az) + Kyylay, a), 


und durch Elimination von K: 


yf)=bipl@) + bs, 


wo b, und b, gewisse Funktionen von a, und a, sind. Bezeichnen wir [453 
die inverse Funktion von p wie früher mit ®, so kommt: 


f(2,a,0)=P(b,py@)+ b2), 
so daß jede zweigliedrige Gruppe die Form:' 
x = P(b,p(x) + b,) 


besitzt. Auf der anderen Seite ist klar, daß diese Gleichung immer 
eine zweigliedrige Gruppe bestimmt, die mit der linearen Gruppe: 
= 4,%-+ a, ähnlich ist. Dies gibt: 

Satz 4. Jede zweigliedrige Gruppe ist der linearen Gruppe: 
= 4q,% + a, ähnlich. 

‘. Um die allgemeinste dreigliedrige Gruppe: 2’ = f(x, @,, 4, A;) zu 
bestimmen, wählen wir drei unabhängige infinitesimale Transformationen 
der Gruppe: | 
o7= X,dt, de=X,dti, Ide=K,dt, 
die die Form: 

X, = 140, —- 0” +r,@ ot, 
= theatre, 
2 +: 
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besitzen. Bilden wir nun die drei Bedingungsgleichungen: 
KR - KL ea X tr, u + X,, 
KK - KHK + X, 
KL - Kun tritt rLs 
so ergeben sich bereits folgende Werte für unsere Konstanten: 
u=%=0, el, AI, R=--2, 1,1 =-1 9%=0 
Um die Konstanten näher zu bestimmen, setzen wir: 
X, —-XX = [X,X,) 
und bemerken, daß die Gleichung'): 
POP PBODAIETEOT T 


identisch besteht. Setzen wir hier die obenstehenden Werte der Größen: 
[X,X,] zweimal ein, so kommt eine Relation der Form: 


ER LATLUXN DD, 
welche zeigt, daß ß, gleich Null ist. Also wird: [454 
[%,%]=- XL, [,X]=-2%, [X] = - X +9L;- 
Führen wir endlich: X, — 57, X, als neues X, ein, so kommt: 
XIX 8, Le 2X, TRX IR. 


Hier betrachten wir nun X, als gegeben und suchen die Größen 
X, und X, zu bestimmen. Die Gleichung: 


[RA ]= N, = X, X, X,X, 


n--n/% 
ist. Die Gleichung: 


een ne 


zeigt, daß: 





1) Diese Gleichung folgt als Korollar aus der bekannten Jacobischen 
Identität: j 
(AB)C) + (BO A) +(ICAB= 0, 
wenn man: 
X} rs H, 
setzt, und darnach die Gleichung: 


(H, Hy) H,) + (H, HH) + ((H, H,)H,) = 0 
bildet. 


$4; Nr.7. Die dreigliedrigen Gruppen | 15 


läßt sich auch folgendermaßen schreiben: 


IX 1 ( de 
6) 4 
und gibt daher: 


wo die Du wegen der Gleichung: |X,X,] = — X, gleich 
Null sein muß. 
Die gefundenen Werte: 


al, x x, ( ve) 


substituieren wir in die drei Bedingungsgleichungen: 


= AKf) + BXlf) + X) 


und finden dadurch drei Gleichungen der Form: 


d df\ d 
4%, ( A-2322, (Kran, 


ca, 





wo die Größen A,, B, und C, Funktionen von a,, a,, a, sind. Um die 
Formeln zu vereinfachen, führen wir die Größe: 


pe(f)= un 


als Unbekannte statt f ein und erhalten hierdurch die drei Gleichungen: 





z -A9#—-Bp+(l, 


ca, 

deren allgemeines Integral die Form: 
p(f) = ı (41, @ a5) + Kyy(a,, Q,,4,) 
1 + Kys(a,, %, 0) 

besitzt. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten X, die von q,, Q,, a, 
unabhängig, dagegen von x abhängig ist, erinnern wir daran, daß [455 
die Größen qa,, as, a, solche Werte a°, ad, a? erhalten können, daß 
f(x, a), ad, a3) gleich x wird. Also wird: 


p(x) = %, (ad, ad, ad) + Ky, (a, ad, ad), 
1+ Kv,(al, ad, ad) 











und durch Elimination von X kommt: 


d, +69) 
Air arcr 
wo b,, b,, b, gewisse Funktionen von qa,, a,, a, sind. Hiermit ist der 
folgende Satz gefunden: 
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Satz 5. Jede dreigliedrige Gruppe einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit besitzt die Form: 
‚ a,p9(2)-+a, 
“-o( er 
wo @ und ® beliebige inverse Funktionen sind. Jede solche Gruppe ist 
daher der allgemeinen linearen Gruppe: © = (a,%+4a,):(a,2 + 1) ähnlich. 
Hiermit ist das in diesem Abschnitte gestellte Problem erledigt, 
denn durch Zusammenfassung der früher gefundenen Resultate ergibt 
sich der Satz: | 
Satz 6. Jede Transformationsgruppe einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit ist einer linearen Gruppe ähnlich und enthält somit 
höchstens drei Parameter. 





Abschnitt 1. 


Bestimmung aller Transformationsgruppen einer zweifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit. 


Indem wir uns jetzt zu den Transformationsgruppen einer zwei- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit wenden, schicken wir zunächst 
einige allgemeine Betrachtungen über Transformationsgruppen einer 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit voraus. | 

Faßt man in den Gleichungen: 


a PC Le G=1,2,...,n) 


die Größen &,,..,„x, als ursprüngliche Variable, &,,..,x, als neue 
Variable und a,,..., a, als Parameter auf, so definieren diese Glei- 
chungen r-fach unendlich viele Transformationen. Ich sage, daß eine 
solche Schar von Transformationen eine Gruppe bilden, wenn die Suk- 
zession zweier Transformationen der Schar mit einer einzigen Trans- 
formation derselben Schar äquivalent ist; wenn also aus den Glei- [456 
chungen: 

X; au f;(&, 4 0) = Fila), 

x, = f;(&, 2 0 din. d,) 
folgt: 

= lan ls 6), 


wo die Größen c,,...,c, nur von den a und b, dagegen weder von 
den x noch von der Zahl © abhängen. Anders ausgesprochen: wir ver- 
langen das Stattfinden der Gleichungen: 


l,(fı(@, 7 f.@, bi, a) b,) SE f(&ı, BE? Lns (5 = c,). 


Wie in dem vorangehenden Abschnitte beschränken wir uns aus- 
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drücklich auf Gruppen, deren Transformationen sich paarweise als 
inverse Transformationen zusammenordnen lassen, wobei wir jedoch 
die Vermutung aussprechen, daß diese Eigenschaft einer jeden Gruppe 
zukommt. 

Wir denken uns die unbekannten Funktionen f,, ..., f, als nach 
den ganzen Potenzen der Größen x und a fortschreitende Reihen- 
entwickelungen, die innerhalb gewisser Bereiche dieser Größen konver- 
gent sind. Infolgedessen sind die f, eindeutige und differentiierbare 
Funktionen ihrer Argumente Wegen der Form der Bedingungs- 
gleichungen tritt eo ipso die weitere Forderung hinzu, daß die Größen 
ya, dyy.-., @, derart gewählt werden können, daß der Wert einer 
jeden Größe f;(x, a) innerhalb des Bereiches der Größe x, fällt. 

Führt man in die Gleichungen einer Transformationsgruppe: 


z, = f;i(X,, 2 Km 41, a) a.) 


statt a,, ..., a, gewisse Funktionen dieser Größen, etwa «&,,..., «,, als 
neue Parameter ein, so bestimmen die hierdurch erhaltenen Gleichungen: 


= Play 2 Er Ar en @,) 

eo ipso wiederum eine Transformationsgruppe, die als mit der ursprüng- 
lichen äquivalent aufzufassen ist. Hierbei kann es gelegentlich ein- 
treten, daß die neuen Gleichungen eine geringere Anzahl Parameter 
als die alten enthalten. Eine solche Erniedrigung in der Zahl der 
Parameter. kann [nur] eintreten, wenn f,...‚f,, aufgefaßt als Funk- 
tionen von A,,...,qa,, gemeinsame Lösungen einer linearen partiellen 
Differentialgleichung der Form: 


0 
BACH ... a.) nn = () 


sind. Befriedigen in der Tat alle f diese Gleichung, so ist es, wenn 
wir mit &,,..., &,_, ein System Lösungen bezeichnen, die nur von 
@,,...,a, abhängen, immer möglich, die f, auf die Form: 

Pllyye En yyrr, &,_ı) 
zu bringen. Für jede Gruppe existiert eine gewisse Minimumzahl [457 
der Parameter. Ist diese Zahl gleich r, [so] sagen wir, daß die 


Gruppe r-gliedrig ist. Diese Definition läßt sich auch folgendermaßen 
aussprechen: 


Definition. Eine Gruppe heißt r-gliedrig, wenn sie 00” verschiedene 
Transformationen enthält. 


Bestimmen die Gleichungen: 


Ra DAL RE N 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 2 
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eine Transformationsgruppe, und führt man statt &,,...,x, neue Va- 
riable Y,,...,y, vermöge der Gleichungen: 


= 9, (yı, 9) = 9; 
ein, so ist leicht zu erkennen, daß auch die Gleichungen 


0; (Y; a Y,) Be r; (0, a, O,, Ay. a,) 

eine Transformationsgruppe bestimmen. Dies beruht darauf, daß die 
neuen und die alten Gleichungen identisch dieselben Transformationen 
zwischen den x bestimmen. Zwei solche Gruppen mögen ähnlich 
heißen. | 

Definition. Zwei r-gliedrige Gruppen zwischen n Variabeln heißen 
ähnlich, wenn die eine Gruppe in die andere durch Einführung neuer 
Variabeln übergeführt werden kann. 

Meine Untersuchungen über Transformationsgruppen beabsichtigen 
zunächst die allgemeine Erledigung des folgenden Problems: 

Problem. Man soll alle r-gliedrigen Transformationsgruppen einer 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmen. 

Bei der Behandlung dieses Problems ist es erlaubt und zugleich 
zweckmäßig, ähnliche Gruppen als identisch zu betrachten. 


$5. Die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 


Im folgenden werden wir nachweisen, daß jede r-gliedrige 
Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als inverse 
Transformationen zusammenordnen lassen, ”-! infinitesi- 
male Transformationen enthält, die für die Gruppe.charak- 
teristisch sind. Die einzige oder jedenfalls die einfachste Methode‘ 
zur Bestimmung aller Transformationsgruppen beruht darauf, daß man 
die infinitesimalen Transformationen derselben zum Untersuchungs- 
gegenstand auswählt. 


8. Eine Transformation heißt infinitesimal, wenn sie die Form: 
Den ER (,..,20,01 


erhalten kann, und dabei dt eine infinitesimale Größe bezeichnet. Wir 
schreiben im allgemeinen solche Gleichungen folgendermaßen: 


te N, ne) 


Führt man statt z,,...x, neue Variable, etwa y,,...,y, ein, [458 
so erhält unsere infinitesimale Transformation die Form: 


es ey: 
y-ölg K 


$ 5; Nr. 8. Ähnliche Gr. Symbol der inf. Trf. Unabh. inf. Trf. 19 


Führen wir andererseits dieselbe Variabelnänderung in dem Aus- 
drucke: 


oF F 
A(F)= Dr +: un 
aus, so kommt: 
I(F 2; Zu X OF SOoy x 
( m. Au. a dy, -— DE Aa 


Wir sehen also, daß die Gleichungen der infinitesimalen Transforma- 
tion und der Ausdruck A(F') sich in ganz entsprechender Weise 
transformieren. Infolgedessen ist es analytisch erlaubt, den Ausdruck 
A(F)als Symbol unserer infinitesimalen Transformation auf- 
 zufassen. 

Nehmen wir an, daß eine Transformationsgruppe die beiden infini- 
tesimalen Transformationen: 


62,= X,6t und: dz,= Y,ör 


enthält. Allan muß sie zugleich die mit der Aufeinanderfolge dieser 
beiden Transformationen äquivalente Transformation: 


O2, = X,öt + Y,ör 


enthalten. Gibt man hier dem Verhältnisse Ö2: dr sukzessiv alle mög- 
lichen Werte, so erhält man einfach unendlich viele verschiedene Trans- 
formationen, die somit der Gruppe angehören. Dies gibt den Satz: 


Satz 7. Enthält eine Gruppe die beiden infinitesimalen Transfor- 
mationen, deren Symbole. beziehungsweise sind: 


oF oF 
A(F\ = Ltr ri dr,’ 
oF oF 
u rer, 


so enthält sie zugleich die einfach unendlich vielen Transformationen, die 
durch das Symbol: AA(F) + uB(F) mit der arbiträren Konstanten A: w 
dargestellt werden. 


Wir sagen, daß r infinitesimale Transformationen: 
AB Ash), 2 Ast) 


unabhängig sind, wenn sie durch keine lineare Relation mit konstanten 
Koeffizienten: 


Aa Am 0 (459 


verbunden sind. Enthält eine Gruppe die r infinitesimalen Transfor- 


mationen: A,(F'), ..., A,(F'), so enthält sie nach dem Vorangehenden 
2% 
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zugleich die 00”! infinitesimalen Transformationen, die durch das 
Symbol: | 

4, A, (F) ae m 41,A,(F‘) 
mit den arbiträren Parametern A,,..., A, dargestellt werden. 


9. Jeder Transformation a,,...,a, der r-gliedrigen Gruppe: 
aan F(& Km Ay a,) 


entspricht nach unserer Voraussetzung die inverse Transformation, die 
ebenso der Gruppe angehört. Seien «&,,...,«, die Parameter der letzten 
Transformation, wobei die Größen « gewisse Funktionen der a sind. 
Es bestehen also die n Gleichungen: 


(fh ®, A), un f„% a), Cr een a,)=%,. 
Dieses vorausgesetzt werden wir die Transformation: 
= flhw, „fa, + 9,..,0,+ ©), 


die der Gruppe angehört, betrachten. Wir lassen die & infinitesimale 
Größen bezeichnen und können daher unsere Transformationsgleichungen 
folgendermaßen schreiben: 


u, =fı(h(@, ... f. (@), %) 29) &,) a 


of;(fı (a), ... rn (a), Br ... P,.) 
= Sal op; 





Die hierdurch bestimmte Transformation: 


2 ho ad Pın-s Br) 

en >= | öß, I 

ist infinitesimal und hängt dabei von den r arbiträren infinitesimalen 

Größen @,,...,@, ab. Ich behaupte, daß die hierdurch bestimmten 

oo”! infinitesimalen Transformationen sämtlich verschieden sind. 
Gesetzt nämlich, es bestände für jedes 2 eine lineare Relation der 

Form: 








S Bear 
= 91%, :.@,) 22 = an P -|=0 


Pr (=) 
wobei die p, von der Zahl © unabhängig wären. Alsdann erhielte man, 
indem man die Größen f, (a), ..., f,(@), &,-.., «, als unabhängige Va- 


riabeln anstatt &,,...,2,, %, -. „a, einführte, n Relationen der Form: 





ea 
PACH ie «,) « a 2 - _ 0, 
k k 


so daß die Zahl der Parameter der vorgelegten Gruppe sich erniedrigen 
ließe. 


85,6; Nr. 8-10. Die inf. Trff. einer r-gliedr. Gr. 2] 


Hiermit erhalten wir den Satz: [460 


Satz 8. Jede r-gliedrige Gruppe enthält eine identische Transfor- 
mation und r unabhängige infinitesimale Transformationen. 


Daß eine r-gliedrige Gruppe nicht mehr als r unabhängige infini- 
tesimale Transformationen enthalten kann, liegt daran, daß sie sonst 
jedenfalls 00” verschiedene infinitesimale Transformationen enthielte, 
und das ist unmöglich, da die Gruppe nur 00”, im allgemeinen end- 
liche Transformationen enthalten soll. 


$ 6. Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe. 


Seien: A,(F), A,(F),...., A,(F) r unabhängige infinitesimale 
Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe: 
fl nen a,); 


wir werden zeigen, daß jeder Ausdruck: A,(A,(F)) — A,(A,(P)) 
sich als Summe der A,(F) multipliziert mit gewissen Kon- 
stanten ausdrückt. 


10. Ich führe zuerst die endliche Transformation: 
er ara.) 
sodann eine infinitesimale Transformation derselben Gruppe: 
BE EN Er o 
aus. Diese Aufeinanderfolge: 
N EN ER DI 
muß mit einer Transformation der Gruppe, etwa mit: 
velld,.,2,a +aa,.:24 +04), 


äquivalent sein. Dies gibt für jedes ö eine Relation der Form: 





da, 


Kl SR da, 


wo die infinitesimalen Größen da, von der Zahl ö unabhängig sind. 
Daher ergeben sich durch Division mit dt Relationen von der Form: 
A REN 

Seren - ZIB,(@,, BZ m 





? 


wo wiederum die BD, von der Zahl © und ebenso von den Größen 
X1,:.,%, unabhängig sind. 
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Sınd nun A En. ALLE wo: 
oF 
PER 


r unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gruppe, so be- 
stehen also für jedes qg n Relationen der Form: 


ö DEIB...,2.,0 2. 
Zul = ZBala:-»%) ne m —, [461 


Re rn 





0a, 


wo die B,, von der Zahl © unabhängig, dagegen von der Zahl q ab- 
hängig a 

Ich behaupte, daß die Determinante der B,, von Null verschieden 
sein muß; sonst nämlich bestände für jedes © eine Relation: 


Zy,(a, a, a,) Xulfı, oo, f„) 0, 
wo die %, von der Zahl i unabhängig wären, und das ist unmöglich, 
da unsere r infinitesimalen Transformationen nach Voraussetzung unab- 
hängig sind. Hiermit ist gezeigt, daß die Determinante der B,, von 
Null verschieden ist, und also finden wir durch Auflösung Relationen 
von der Form: 


un m > DS a 0X 
q 


da, 





wo wiederum die Größen L,, von der Zahl ? unabhängig sind. Die 
Determinante der Größen L,, ist eo ipso von Null verschieden. 


11. Die rechten Seiten dieser letzten Gleichungen befriedigen die 
bekannten Integrabilitätsbedingungen. Dies gibt - 4r(r—1) Relationen, 
unter denen wir die erste: 


1 ZU) DE Ye, (21,X,) — () 


entwickeln. Dabei erinnern wir uns, daß die X nur von den Argu- 
menten f,,-.„f, en Also kommt: 


9 BORD; 

Kgi a R 3% ne 
San rn 
ö 


& 


) 
und durch Einsetzung der Werte der Größen Un und 


nz da, ' 


I I1, gi Ze - 3 31, er De ae 
(gun) =0 


$ 6; Nr. 10, 11. Beziehungen zwischen den inf. Trff. e. r-gl, Gr. 23 





oder: 
U 7 7 oX,, 
3 31,4,2(%. a 
Dr, Lan) 
+2, Ge), 
oder endlich: [462 


oL OL, 


In dieser Gleichung kommt das Glied: A,(X,,) — A,(X,,) zweimal 
vor, einmal multipliziert mit: Z,,Z,,, ein andermal multipliziert mit: 
— L,,;L,,. Daher kann unsere Gleichung die Form: 


2 < (Luk, His L, ;La,) (A,(X,, Er a (X,,)) ws 


014... 01, ) 
N CE 


erhalten, wobei die linke Seite 3r(r —1) Größen: A, (X,,) — 4,(X,,) 
enthält. 

In entsprechender Weise erhält man im ganzen Ir (r —1) Glei- 
chungen, die sämtlich hinsichtlich der 5 r(r-—1) Größen: A, (X, )—4A,(X,,) 
linear sind. Und da die Determinante der Z,, von Null verschieden 
ist, und infolgedessen auch die Determinante, deren Elemente die zwei- 
gliedrigen Unterdeterminanten der soeben besprochenen Determinante 
sind, von Null verschieden ist, so findet man durch Auflösung der ge- 
fundenen linearen Gleichungen 4 r(r —1) Relationen der Form 


4; (X,,) — 2, (X,,) aa Pas (q,, Be) Q,) X 


wobei die ,,, von der Zahl © unabhängig sind. Nun aber sind die 
linken Seiten wie auch die X,, Funktionen allein von f,,...,f,, wäh- 
rend sie von @,,...,a, unabhängig sind; also schließen wir, daß die 
@;,, Konstanten sind. Dies gibt den folgenden fundamentalen Satz: 


Satz 9. Sind A,(F),..., A,(P), wo: 
oF 


[22 


oF 
A(F)=X, a Sn ER 
ist, r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, 
so bestehen für jedes i I r(r —1) Relationen von der Form: 


4, (X) Fe A, (X,,) gi = Cy: Re 


absolute Konstanten, die von der Zahl i unabhängig 


$ 


Dabei sind die Ce 
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sind. Diese Dedingungsgleichungen lassen sich in die Il) [468 
Relationen: 
N et IS 
424.0) 440) ee 


& 
Jq8 
$ 


A,(F) 
zusammenfassen. 


Bei einer späteren Gelegenheit werden wir umgekehrt zeigen, daß 
r Ausdrücke A,(F),...., A,(F), die in soleber gegenseitiger Beziehung 
stehen, daß jedes: A,(A,(F})) — A,(A,(F)) sich als Summe der A,(F) 
multipliziert mit Konstanten ausdrückt, die infinitesimalen Transforma- 
tionen einer r-gliedrigen Gruppe sind!). Daß diese Behauptung jeden- 
falls für den Fall n= 2 richtig ist, wird a posteriori aus den Ent- 
wickelungen dieser Abhandlung hervorgehen. 

Vermöge des Satzes 9 bestimmen wir in dieser Abhandlung die 
infinitesimalen Transformationen einer jeden Gruppe einer zweifach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit. Wie man sodann die zugehörigen endlichen 
Transformationen bestimmt, zeigen die Entwickelungen des nächsten 
Paragraphen. 


$ 7. Eine Gruppe ist bestimmt durch ihre infinitesimalen 
Transformationen. 


Wenn die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: 
Ai(P),..., A,(®) 
einer r-gliedrigen Gruppe: 
fl Ur dr. a,) 
angehören, so können sie nicht zugleich einer anderen r-glied- 


rigen Gruppe angehören. Dies soll im gegenwärtigen Paragraphen 
gezeigt werden. 


12. Ich zeige zunächst, daß man, wenn eine infinitesimale Trans- 
formation: 
IN, 0 


einer beliebigen Gruppe bekannt ist, immer einfach unendlich viele 
Transformationen dieser Gruppe angeben kann. 
Früher fanden wir die n» Relationen: 


x er ALL _ I: ga, - df;, 
k 0% 


in denen die da, von der Zahl © unabhängig waren und dabei ein ge- 
wisses simultanes System: 


da,= Y,(a,..-, a,)6t 





1) Einen Beweis dieses Satzes gab ich im dritten Bande, $. 94 des Archiv 
for Math. og Naturv., Christiania [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 8. 78ff.]. 


8 6, 7; Nr. 11—13. Eine Gruppe ist bestimmt durch ihre inf. Trff. 25 


befriedigten. Seien: [464 
W309) 


die Integralgleichungen des simultanen Systems: d,—= X (f,,:.., for, 
und seien andererseits: 


2.la,:-,0, = la), ..;, a0, 10) 
die Integralgleichungen des Systems: da,= %,(a,, ..., a,)öt. Die An- 
fangswerte f{" und a{® mögen durch die Gleichungen: 
Den, u, a) 
verbunden sein, und ich wähle die a{” derart, daß die Gleichungen: 
N ee 
bestehen. Aldann findet man die » Gleichungen: 
Wi, D=-W.@...,2, 10), 
die durch Auflösung: 
Ba, rede, .., , 


geben. Hier ist f eine arbiträre Größe, während die a, bekannte Funk- 
tionen der bestimmten Größen a‘ und des Parameters sind. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß die einfach unendlich vie- 
len Transformationen: 
U RE 
der Gruppe angehören. 
13. Sind nun A, (F),..., A,(F), wo: 
». 08 oF 
AP) Kuna tt Kan ze, 


ist, r unabhängige infinitesimale Transformationen einer Gruppe, so fin- 
det man folgendermaßen ©” endliche Transformationen dieser Gruppe. 
Man bildet die allgemeinste infinitesimale Transformation: 


AAl(F)+.+4,4,(F), 


die in der Gruppe enthalten ist, und integriert sodann das simultane 
System: 








wobei man die A, als Konstanten betrachtet. Sind die Größen: 


ma ee WW 
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unabhängige Lösungen dieses Systems, so löst man die Gleichungen: 
Mas, 2, 2, Ss AD Win nt 
hinsichtlich der x/ auf; die durch die hervorgehenden Gleichungen: 
Mehr ul 0:51) 


bestimmten Transformationen gehören nach den Entwickelungen [465 
der vorangehenden Nummer der Gruppe an; sie hängen überdies 
von r Parametern: A,(t—t,), - - -, A,(6—1,) ab; können wir daher nach- 
weisen, daß die Zahl dieser Parameter nicht erniedrigt werden kann, 
so ist eo ipso erwiesen, daß ihr Inbegriff alle Transformationen der 
Gruppe liefert. 

Die x’ lassen sich nach den Potenzen von (£—t,) entwickeln: 


= + (lt) EN Kat 
Bestände daher für jedes © eine Relation 


BACH A EEEE An erersye 0, 


so erhielte man, indem man die linke Seite nach den Potenzen von 
(t—t,) entwickelte und sodann den Koeffizienten der Größe (t— 1)" 
gleich Null setzte, eine Relation der Form: 


v0. X ,(& on %,) ir 0; 
q 


wo die % Konstanten und dabei von der Zahl © unabhängig wären. 
Dann aber wären unsere infinitesimalen Transformationen nicht unab- 
hängig, wie vorausgesetzt wurde.!) | 

Also bestimmen unsere Reihenentwickelungen 00” verschiedene end- 
liche Transformationen, die mit dem Inbegriffe aller Transformationen 
der vorgelegten Gruppe identisch sein müssen. Hiermit erbalten wir 
den folgenden fundamentalen Satz: 


Satz 10. Die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen 
Gruppe können nicht sämtlich einer anderen r-gliedrigen Gruppe an- 
gehören. 

$ 8. Transformation der Linienelemente. 

14. Indem ich mich jetzt zu den Transformationsgruppen einer 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x, y wende, interpretiere ich 
x und y als die Cartesischen Koordinaten einer Ebene. 





1) Im Texte ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daß die Größen 7 
nicht sämtlich bei der Substitution: =, verschwinden. Tritt dieser Male 
tall ein, so müssen die Entwickelungen des Textes ein wenig modifiziert werden. 


8 7,8; Nr. 13—15. Dıe Linienelemente der Ebene transformiert 97 


Die infinitesimale Punkttransformation: 
dx=&(a,y)öt, dy=nla, y)dt 


bezeichne ich mit dem —_ 


of 
A(f) = na 
oder, indem ich: = = N, % = q setze, mit: 1466 


ANM=5p+tng; 
und ich betrachte diese Transformation als eine Operation, die jeden 
Punkt &, y in die benachbarte Lage: x + 861, y-+n6dt überführt. 
Gleichzeitig erhalten die Linienelemente der Ebene, deren Bestimmungs- 
stücke die Größen x, y und dy:d&=y’ sind, gewisse benachbarte 


Lagen, zu deren Bestimmung es genügt, die Größe dy’ zu berechnen. 
Es ist: 











dldy)_ ,,I(dx) dv dx 
Be a dx? da? 
da? 9x oy 0% 0y 


Wünschen wir ausdrücklich hervorzuheben, daß die Transformation: 
A(fJ=58p+ng nicht allein die Punkte x, y, sondern auch die 
Linienelemente x, y, y der Ebene in neue Lagen überführt, so be- 
zeichnen wir unsere Transformation mit dem Symbole: 


d d 2 d BR) 
Br + le) Ver 


0Y 0Y . 0Y 
19. Seien Alf), Alf, Alf), wo: | 
AM) =-8&rPr+m4 (i=1,2,..,r) 


ist, r unabhängige infinitesimale Transformationen (einer Gruppe), die 
(somit) paarweise Relationen von der Form: 


(8) AAN) - AAN) — uf) 
erfüllen. Setze ich sodann: 


of of , [0m on, _ 685 2051] of 
BE. tt Yu (5 er 
oder: | 











0 
BN)=-5p+tnmg4+& na 
so behaupte ich, daß die B,(f) durch die analogen Relationen: 
B(B,f) — B(BN) = 26.B,f) 
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verbunden sind; oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Glei- 











chungen: 
B,(&) — B,(&) ERIENE 
stattfinden. e 
Durch direkte Berechnung findet man: [467 
De, B,($&) — L+My’+ Ny'°, 
wo: 
ONk ON. on on se [473 
L= 4,(% Da: 0x nm a) 
_ IM (>3 = =), 
0x \0y 0% 
Br ON: 05 Sr on = 08, on; 05 
M-4A( — ee) A, (5 A za ay 
08, 0% 
oz oy 0x’ 
= 08 08: am _ 0&\ du 
N=--A(,y) a, en za Zn 
on _ 05\ 05; 
ar a oy 


ist. Nun aber ist nach (5): 

on 0 on; on; 
(6) = Er +N N; an = 5 ex BE arm = SM: 
und also kommt durch Differentiation hinsichtlich &: 


A, (3) an (5) a 05; Om. u 00, 0m 0% 0. 00m 


6x 02 dx ! dx öy 0x 09x 6x 0y 


N 07 
k ? 
An URS rr 





oder: 
= on, 
L eg Mıaz 
Dementsprechend findet man durch Differentiation der Relation: 
051, 05 es 
(7) Sry ler En . ih 7 = an, 


hinsichtlich y, daß: 





08, 
N- ZZ ady 
ist. Differentiiert man endlich die Gleichungen (6) und (7) bezüglich 
hinsichtlich y und x, und subtrahiert die hervorgehenden Relationen, 
° so erkennt man, daß: 


8 8; Nr. 15—17. Jede Gr. der Ebene transf. die Linienel. dch. e. Gr. 29 


ist. Folglich ist: | 


Bay at Zeu [ft Hrn Et) yet), cu 





oder: 
Ba—- BE RANASE 


wie behauptet wurde. 

16. Nehmen wir nun an,.daß die Größen &,, n,; bei der Sub- 
stitution: 2=2,, y=%Y, sämtlich verschwinden; geometrisch aus- 
gesprochen, daß sämtliche infinitesimale Transformationen (der vor- 
gelegten Gruppe) den Punkt x,, %, invariant lassen. Alsdann werden 
die durch diesen Punkt hindurchgehenden Linienelemente transformiert 
dureh die infinitesimalen Transformationen: 


9 ar -[e m len 2) yrdb]armgwer, 











die nach ihrer Form lineare Transformationen der Größe y’ sind ($1). 
Und da die Gleichung: 


B;& an B;& Du 


bei der Substitution: = x,, y= y, die Form: 


day 
m — 05 =, 


annimmt, so bilden die linearen infinitesimalen Transformationen (8) 
immer eine Gruppe. Hiermit ist der folgende allgemeine Satz erwiesen: 


Satz 11. Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe 
einen Punkt der Ebene invariant lassen, so transformieren sie die hin- 
- durchgehenden &! Linienelemente durch eine lineare Gruppe. 


17. Dieser Satz kann folgendermaßen auf beliebige Transformations- 
gruppen der Ebene ausgedehnt werden. 

Nehmen wir an, daß die infinitesimalen Transformationen 
A,(f), -.-, A,(f) einer beliebigen r-gliedrigen Gruppe nicht sämtlich 
den Punkt x,, y, Invariant lassen. Alsdann kann man in dem Aus- 
drucke: 


HAUT AAN) = Ph, T ZA; 


immer die Konstanten A, derart wählen, daß die Größen 24,8, und 
Z%,n, bei der Substitution: 2=x,, y=y, gleich Null werden. In 
dieser Weise findet man in der Gruppe jedenfalls r — 2 und unter 
Umständen r — 1 [unabhängige] infinitesimale Transformationen: 


Bf) Bf), ..., BN)) 
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die den Punkt &,, % invariant lassen. Es ist dabei klar, daß die 
b,(f), als infinitesimale Transformationen der Gruppe, paarweise [469 
Relationen der Form: 


B(B,N) Ai: BB.) = = ins 


erfüllen. Und da die linke und infolgedessen auch die rechte Seite bei 
der Substitution: © = 2,, y= Yy, \dentisch verschwindet, so kann die 
letzte Gleichung die Form: 


BB.) — BB; f)) N=ZuuB, (f) 


erhalten. Dann aber können wir ganz wie in der vorangehenden Num- 
mer schließen, daß die infinitesimalen Transformationen D,(f) die durch 
den invarianten Punkt hindurchgehenden Linienelemente durch eine 
lineare Gruppe transformieren. Dies gibt den folgenden Satz: 


Satz 12. Diejenigen infinitesimalen Transformationen einer Gruppe, 
die einen Punkt der Ebene invariant lassen, transformieren die hindurch- 
, 
gehenden Linienelemente durch eine lineare Gruppe. 


Hierbei können vier wesentlich verschiedene Fälle eintreten, weil 
die soeben besprochene lineare Gruppe drei, zwei, einen oder keinen 
Parameter enthalten kann. Und dementsprechend gibt es vier ver- 
schiedene Arten Transformationsgruppen einer Ebene. Wir kommen 
‘später auf dieses Klassifikationsprinzip wieder zurück. 


$ 9. Infinitesimale Transformationen verschiedener Ordnung. 


18. Ist: öog=$ (a, y)dL,öy=n(a,y)dt.oder: Alf)=Epr+ng 
das Symbol einer infinitesimalen Transformation, so können die Größen 
&£ und n immer nach den Potenzen von 2 — x, und y — y, entwickelt 
werden: 


sera) +bY—Y) + as(® — 20)? + be(a — &) (Y— Yo) + 
+ Y)+ 
= ta@-)+BY N) + Ram) + Ban) Yy— Yo) + 
+42 -%)+ 
Ist entweder a, oder «, oder auch sind beide Größen von Null ver- 
schieden, so sagen wir, daß unsere infinitesimale Transformation in 
der Umgebung des Punktes x,, y, von der nullten Ordnung ist. Sind 
dagegen a, und «, gleich Null, während jedenfalls eine der Größen a,, 
b,, &,, ß, von Null verschieden ist, so sagen wir, daß die Transformation 
von der ersten Ordnung ist. 
Dementsprechend sagen wir überhaupt, daß eine infinitesimale 
Transformation: &$p-+ ng in der Umgebung von &,, Y%, von der 


$8, 9; Nr. 17—19. Inf. Trff. verschiedener Ordn. 31 


s-ten Ordnung ist, wenn in den Reihenentwicklungen der [470 
Größen & und n nach den Potenzen von 2 — x, und y—y, alle 
Glieder nullter, erster, ..., (<— 1)-ter Ordnung fehlen, wäh- 
rend jedenfalls ein Glied s-ter Ordnung vorkommt. 

Bei Untersuchungen über infinitesimale Transformationen genügt 
es sehr häufig, in den Reihenentwickelungen der Größen & und n nur 
die Glieder der niedrigsten auftretenden Ordnung zu berücksichtigen. 
In den betreffenden Rechnungen können die übrigen Glieder ganz ein- 
fach weggelassen werden. Wenn ich im folgenden zum Beispiel von 
einer infinitesimalen Transformation: 

@—-2)94+-°- 
spreche, so verstehe ich darunter eine infinitesimale Transformation: 
&p-+ ng, deren & von zweiter oder höherer Ordnung hinsichtlich (x — x,) 
und (y — %,) ist, während n ein Glied erster Ordnung, nämlich (x — x,), 
enthält. | 

19. Bei der Transformation: &p + ng erhalten die Koordinaten 
u Y, eines beliebigen Punktes die Inkremente &(x,, y,)öt und (2, y) dt, 
wobei & (2, Y%), N(&y %) die Glieder nullter Ordnung in den Reihen- 
entwickelungen von & und n nach 2 — x, und y— y, sind. 

Ist daher eine vorgelegte infinitesimale Transformation 
in der Umgebung des Punktes x,, y, von erster oder höherer 
Ordnung, so ändert sie die Lage dieses Punktes nicht. 

Wünschen wir zu untersuchen, wie eine solehe Transformation die 
durch x,, %, hindurchgehenden Linienelemente transformiert, so benutzen 
wir die Formel (8): 

; %,; RM ‚3.0.8, 
| 
die jetzt die Form: | 


oy= [a + (Bı - a) y — by?) dt 
annimmt. Ist die Transformation von zweiter oder höherer, 
Ordnung, so behalten offenbar alle durch x,,.%, gehenden 
Linienelemente ihre Lage. Dasselbe tritt ein, wenn die Trans- 
formation von der ersten Ordnung ist, vorausgesetzt, daß sie 


an @-2)P+W-Wa+t 
besitzt. Ist dagegen ß, 2a, so werden die durch &,, Yo gehenden 


Linienelemente linear transformiert. Dabei gibt es jedenfalls ein Ele- 
ment und im allgemeinen zwei Elemente, welche die Gleichung: 


0-1, + -a)Yy — by”? 


erfüllen und welche infolgedessen ihre Lage ungeändert behalten. 
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20. Sind A, (f), As(f), -- -, A,(f) r unabhängige infinitesimale 
Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, deren allgemeinste [471 
infinitesimale Transformation somit die Form: 


1,A,(f) Sr 1,4, (f) u en 1,A,(f) 


besitzt, so ist es, wenn r größer als 2 ist, immer möglich, den Kon- 
stanten A, solche Werte zu geben, daß &4,A,(f) in der Umgebung des 
Punktes x, y, von der ersten Ordnung wird. Man findet so jeden- 
falls r — 2 Transformationen erster Ordnung. Ist r größer als 
6, so können die A, solche Werte erhalten, daß &24,A,(f) in der Um- 
gebung des Punktes x,, y, von der zweiten Ordnung wird. Es gibt 
also jedenfalls r— 6 Transformationen zweiter Ordnung. In 
entsprechender Weise findet man jedenfalls r — 12 infinitesimale Trans- 
formationen dritter Ordnung, und so weiter. 
Wir sagen zuweilen, daß o Transformationen erster Ordnung: 
B(f), Bf), -- -, B,(f) unabhängige Transformationen erster 
Ordnung sind, wenn keine Transformation der Form: vB, (f)+--- 
+ v,B,(f) von zweiter oder noch höherer Ordnung ist. 

Eine Gruppe enthält daher höchstens vier unabhängige 
finfinitesimale] Transformationen erster Ordnung. 


21. Es ist leicht nachzuweisen, daß die unabhängigen infinitesi- 
malen Transformationen erster Ordnung einer Gruppe gewisse bestimmte 
Formen haben müssen, je nachdem ihre Anzahl gleich 4, 3, 2, 1 oder 
Null ist. 

Es ist zunächst denkbar, daß die Gruppe vier unabhängige Trans- 
formationen erster Ordnung enthält. Dann können dieselben offenbar 
die Form: 


ep 3 WW Yen nr 


erhalten. 

Hat die Gruppe nur drei unabhängige Transformationen erster 
Ordnung, so sind zwei wesentlich verschiedene Fälle möglich, je nach- 
dem es eine Transformation der Form: 


@-n)P+W- Wat -U+.- 
gibt oder nicht gibt. Im letzten Falle haben die drei infinitesimalen 
Transformationen die Form: 
@—-2)9+eU+.-=Bff)+--;, 
@-2)P-W-wWatrßBU+. -Bf)+--; 
9) P +04. =-B(f)+- 
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Nun aber ist: 

BBN)-BBN=-@-2)p—-Yy- Yo) 9, 
und da: B,(B,(f)) — B,(B,(f)) +:-- das Symbol einer infinitesimalen* 
Transformation der Gruppe sein muß (Satz 9), so erkennen wir, daß 
ß=0 sein muß. In entsprechender Weise ergibt sich durch Bildung [472 
der Ausdrücke: B,(B,(f)) — B,(B,(f)), B,(B,f)) — B,(B,(f)), daß auch 
« und y gleich Null sein müssen. So folgt: 

Satz 13. Hat eine Gruppe drei unabhängige [infinitesimale] Trans- 
formationen erster Ordnung, und befindet sich unter ihnen keine der Form: 
(E—2)P+Y—-W)q +: so haben dieselben die Form: 

@-a)gr, @-m)P-YW-W)4r, W-W)P+::. 
Nehmen wir jetzt an, daß die Gruppe drei unabhängige Trans- 
formationen erster Ordnung enthält, unter denen eine die Form: 
U-@—-n)P+Y-Y)gat 
besitzt. Die beiden anderen können dann die Form: 
an )a+A la - Pr -y-WaAtNY-W)P+:- 
= 0 (f ea 
%@-)a+Rla-)P -W-WeA+RY-YV)P+t:--- 
=Glf ) a 
erhalten, und dabei sind die Ausdrücke erster Ordnung C,(f) und C,(f) 
durch eine Relation der Form: 
GN) — Ca, N) = A,:-Cf)+ A. G(f) 
verbunden. Hier dürfen die Konstanten A, und A, nicht gleichzeitig 
verschwinden, weil sonst die drei Ausdrücke: 


aß, — Pı, Pıra — Payı, Yıla — Yatı 

gleich Null wären, was durch die Unabhängigkeit der Ausdrücke (, (f) 
und (,(f) ausgeschlossen ist. Infolgedessen können die infinitesimalen 
Transformationen: C,(f) ++, Cg(f) +; ohne wesentliche Beschränkung 
derart gewählt werden, daß A, =1, A,=0 wird. Dies gibt eine An- 
zahl Relationen zwischen den sechs Konstanten: «,, ßj, Yı, & Pa, Ya, VEr- 
möge deren sie leicht in allgemeinster Weise bestimmt werden können. 
Hierauf werde ich indes nicht näher eingehen. 


$ 10. Gruppen, die eine Kurvenschar: (x, y) = Const. invariant lassen. 
22. Die infinitesimale Transformation: 
| Af)=-Ep+ng 
führt im allgemeinen eine vorgelegte Kurvenschar: p (x,y) = a = Const. 
in eine neue Schar: 


0 0 
CHE Laut 


Sophus.Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI i 3 
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über. Soll die neue Schar mit der vorgelegten identisch sein, so ist 
hierzu notwendig und hinreichend, daß der Ausdruck: 


aAd-Bern. . en 


selbst eine Funktion von p ist. Man denke sich jetzt, daß p eine 
Lösung der Differentialgleichung: 


Bin) xl + ri, =0 
ist. Setzt man sodann in der identischen Gleichung: 
| 2 
A(B(f)) — B(AP) = (AX — BE) x +(AY-— Bn) % 


insbesondere f gleich p, so kommt, da sowohl B(p) wie B(A(p)) unter 
den gemachten Voraussetzungen gleich Null sind: 


= (AX— En -+(4AY— Bu) oe 
Also ist @ gleichzeitig eine Lösung der beiden Gun 


(AX— Bi) +(AY— Bu) 5, 0, 


die somit identisch sein müssen. 

Soll daher die durch die Gleichung: 2x 4 r% =( be- 
stimmte Kurvenschar: j (z,y) =« die infinitesimale Trans- 
formation: Af=&%. 4 +7 : gestatten, so ist hierzu notwendig 


und hinreichend, daß die Gleichung: 


AX— BE AY—B 
Ö zen 


identisch stattfindet. 


Setzen wir endlich voraus, daß die Kurvenschar: p (x, y) = a durch 
eine Differentialgleichung der impliziten Form: | 


ve, Y, Y‘) = 0 


bestimmt wird. Wünschen wir zu entscheiden, ob die Schar: 9o=a 
die infinitesimale Transformation: &p + ng = A(f) gestattet, so setzen 
wir (Nr. 14): 


of 0 To ‚(0 2 „ 08] 0 
Be N" zular 





$ 10; Nr. 22, 23. Inv. Kurvenscharen bei ein- und zweigl. Gr. 35 


und verlangen, daß die Gleichung: 


O% 0 08 8 
B)=0e- 5: 1:2,, de) vi 


mit: 9 = 0 identisch sein soll. Ist diese Forderung erfüllt, was darauf 
hinauskommt, daß die durch Elimination von y’ zwischen: v = (0 und: 
B(v) = 0 hervorgehende Gleichung identisch stattfindet, dann und nur 
dann gestattet die Differentialgleichung: v — 0 die infinitesimale [474 
Transformation A(f). Die hierdurch gefundene Bedingungsgleichung 


reduziert sich selbstverständlicherweise, wenn u die Form: Xy — Y be- 
sitzt, auf die Gleichung (9). 


23. Zu einer vorgelegten infinitesimalen Transformation A(f) ge- 
hören unbeschränkt viele Kurvenscharen: p = a, die die Transformation 
gestatten. Man findet dieselben, wenn man in der Gleichung: 


09 op 
SE), 


die Funktion 2 beliebig wählt, und sodann eine beliebige Lösung p 
dieser Gleichung gleich der Konstanten «a setzt. 


Auch zu einer jeden zweigliedrigen Gruppe: A,(f), A,(f), wo: 
(10) AAN) - AAN = aA) + Alf) 
ist, gehören unbeschränkt viele invariante Kurvenscharen. 
Wir beschränken uns darauf, eine solche anzugeben. 


Nehmen wir zunächst an, daß c, und c, beide gleich Null sind. 
Ist » eine beliebige Lösung von: A,(f) = 0, so kommt nach (10): 


A, (4; (%)) 0, 
woraus folgt, daß auch A,(v%) eine Lösung von: A,(f) = ist, und daß 
folglich eine Relation der Form: 
A) 2) 
stattfindet. Hiermit ist gezeigt, daß die Kurvenschar: d = a = ÜConst. 
sowohl die Transformation A,(f) wie die Transformation A, (f) gestattet. 


Sind andererseits die Konstanten c, und c, nicht beide gleich Null, 
so können’wir immer ohne wesentliche Beschränkung: c, = 1, , = 0 


nd 4(4N)—- LAN) Alf) 


setzen. Bezeichnet man sodann eine Lösung von: A,(f) = 0 mit Y, so 
k t wiederum: 
ommt wiederum Aa 6, 


was wie früher heißt, daß die Kurvenschar: y = a die beiden infini- 
tesimalen Transformationen gestattet. 
3* 
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24. Zu einer dreigliedrigen Gruppe: A,(f), A,(f), As(f) 
gehört immer eine, und im allgemeinen nur eine invariante 
Kurvenschar, wie jetzt gezeigt werden soll. 





Ich setze: AN=&p+ng a 
bilde sodann die Determinante: 
En ya — a y Ei 
un 





und behaupte, daß die Gleichung: A=0 eine bei der Gruppe invariante 
Differentialgleichung darstellt, dabei vorausgesetzt, daß diese Gleichung 
nicht für jedes Wertsystem x, y, y' identisch stattfindet. 





Setze ıch: 
af tn nee 
Var - Bf), 


so kommt meine Behauptung nach den Entwickelungen am Schlusse 
der vorangehenden Nummer [22] darauf hinaus, daß die drei Gleichungen: 
B,(A)=0 vermöge: A=0) identisch bestehen. Setzen wir zum Bei- 
spiel g=2 und: | 
0 en 0 i 08; ‚ [% 
2 +y i\ n ) Y 2 ne se = ; 





0Y 0% 
so ist: 
| Be$ı B;n, | a &, | | S NM S| 
BA= 5 m + B;&; By; mn I N3 : = 
5; N3 e | | 55 N3 B.5; Dyn, DB, | 


Nun aber bestehen nach Nr. 15 Relationen ” Form: 

B&=-B& ta +5 + 6 

Ban = Pina + Gm + Ne + 0375; 

Bi =-B& taı ta +55 

B;5; er D, 5: ax d,$, 7 d,&; T d,8,, 

Bans = Ban + um t+ dat dan, 

Ba =Bb td th tdi, 
wo die Größen ce und d Konstanten sind. Durch Einführung dieser 
Werte kommt: 

BA) = (4 +d4d)A+ 
|B& Bin Bi | | &, N1 &ı | &: Nı a 
2 Na ea | + | Beh 91a Dad | 12.5 Na er 
&; N3 5 | a N3 & | B; &, Byn3 BD; &s 
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Jetzt ist: 
2 (4 08, 


ON 
B&= A, Bm = Am, BE = A +( Sy re 2y se &;, [476 


und also wird: 


B(AM)=(4+d4d)A+ (7 — = — 2y 3) A+ 


0 
A,& An Ad 5 N &, 
Pas m & |+ | Ay&; Aynz Ask; 
55 N3 3 | 8 N3 6; 
Um die Summe der drei letzten Determinanten zu bestimmen, ent- 
wickeln wir jede Determinante nach den Größen: A,&,, A,ns, A;$, und 
fassen sodann diejenigen Glieder, die bezüglich den Faktor: 


05 05 0m 0m 05 85 
BE DD? y: Da 


5, N L, 
5, Na & 
A; 8, Ayng Ay6s 









| 
+ 
| 
| 





enthalten, zusammen. Hierdurch erhalten die beiden Größen n und Ge 


den gemeinsamen Koeffizienten A, während die Koeffizienten der Größen: 
on on ee ou 


Du? Dem? Du’ dy 





sämtlich verschwinden. Schließlich kommt somit: 


BA) = (4 +4 425% —2y S) A, 


sodaß B,(A) wirklich gleichzeitig mit A verschwindet. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß die Differentialgleichung: A=0 die 
infinitesimale Transformation B,(f) gestattet, und in entsprechender 
Weise erkennt man, daß sie zugleich die Transformationen B,(f) und 
B,(f) gestattet. 
Nehmen wir jetzt an, daß die Drag A für jedes Wert- 
system x, y, y' identisch ne haindet, Alsdann besteht entweder eine 
oder vielleicht auch zwei Gleichungen von der Form: 


Say) [Eos + Es = 0-2. 


Es ist aber leicht zu erkennen, daß zwei solche Gleichungen nicht 
stattfinden können. Denn durch Elimination von B,(f) erhielte man 
dann eine Gleichung: 


Bf) +mB(f) =, 


die sich in die drei folgenden zerlegte: 


9,5 + 998 = 0, YıNı F Yang = 0, 9 + 9% = 0; 
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und da die Größen &,7, wie auch die Größen $&,,n, nicht gleichzeitig 
verschwinden dürfen und dabei nur von x und y abhängen, können 
wir immer annehmen, daß g, und g, nur von x und y abhängen. Wir 
können sogar ohne wesentliche Beschränkung zum Beispiel p, gleich [477 
— 1 setzen. Dann aber kommt: 





(x, y)&,, N, = pa, y)n, 
= om _0&\ _ 2 0% on 1 [lt _I\ _ ra dr 
ae er 32) I ay -9 her nn I oe 
woraus folgt: 
op op 0p ö 
N35 9 Nagy ) 


und da &, und n, nicht gleichzeitig verschwinden dürfen, erkennen wir, 
daß p jedenfalls eine Konstante sein müßte, was indes durch die Un- 
abhängigkeit der Transformationen B,(f) und D,(f) ausgeschlossen ist 
Hiermit ist nachgewiesen, daß nie mehr als eine Relation der Form: 
Zp,B,(f) = 0 stattfinden kann. 

Besteht eine solche Gleichung, so bilden die beiden linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen: 


BN)-0, Bf) 


ein vollständiges System, dem auch die Gleichung: D,(f) = 0 angehört. 
Ist (x, y,y’) eine Lösung desselben, was darauf hinauskommt, daß 
B,(v) = B,(v) = B,(V) = 0 ist, so gestattet jede Differentialgleichung 
der Form: y(z, y,y) = a = Const. die drei infinitesimalen Transforma- 
tionen: B,(f), B,(f) und B,(f). In diesem Falle gibt es somit einfach 
unendlich viele bei der Gruppe invariante Kurvenscharen. Hierbei ist 
jedoch zu bemerken, daß der Fall eintreten kann, daß die Größe ı 
von % unabhängig ist. In diesem Ausnahmefalle ist: y= a nach dem 
gewöhnlichen Sprachgebrauche keine Differentialgleichung, und daher 
finden wir jetzt nur die einzige invariante Kurvenschar: Y(x, y) = a. 
Es läßt sich zeigen, daß wenn A nicht identisch verschwindet, 
daß dann: A=0 die einzige bei unserer dreigliedrigen Gruppe invariante 
Differentialgleichung erster Ordnung darstellt. Ist nämlich: p(x,y) = a 
eine beliebige invariante a so bestehen drei Gleichungen 


der Form: ee 
&: 5% Fa NK 3, a = 2,(p); 


woraus durch Ba 


a N EL IE ne 
0x 62 ! dx 0y dep os kon? L 0x0y’ 
Gl ne an aa. ce 
oy dx! döyoy dp dy Köoy NR äyr 
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und durch Elimination der Größe -— 
__ 05, (Op\?, (05 _om\ 0909 | Om (0p\? 478 
0y (53) r (>: a 0x 0y + dx es E | 


an u au) + (pr de dedna) 





Infolgedessen besteht immer die Gleichung: 


un een 
une er ieen" -0 


0 
2 08; Ge) . on ,in 6 2) 
X 0yY Yy 


_ 25 (0P\’ | (05 __ 0% 
© Ms le 2% er öy 
was wieder heißt, daß: 9=a ein Integral der Gleichung: A = 0 ist. 

Hiermit ist der folgende Satz erwiesen: 

Satz 14. Jede dreigliedrige Gruppe läßt eine und im allgemeinen 

nur eine Kurvenschar: p(x, y) = a invariant. 


25. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe: 
A,(f), Alf), a A,(f). 


Soll eine Kurvenschar: p(z,y) = a drei Transformationen der Gruppe 
etwa: A,(f), A,(f) und A,(f) gestatten, so erkennt man, indem man 
genau wie im Schlusse der vorangehenden Nummer verfährt, daß 
ein Integral der an 


(en ri) 


sein muß. Soll die Schar: 9 = a insbesondere alle Transformationen 
der Gruppe gestatten, so muß g ein gemeinsames Integral aller 
Gleichungen: A;,, = 0 sein. 

Es läßt sich umgekehrt zeigen, daß, wenn alle Gleichungen: A;,;, = Ö 
ein gemeinsames Integral p besitzen, alsdann: = eine bei der Gruppe 


invariante Kurvenschar darstellt. 
Verfährt man in der Tat genau wie im Anfange der vorangehen- 
den Nummer, so bringt man den Ausdruck B,A;,, auf die Form: 


0 „08 
me, Aut 2 (5, SCH Ay, 


wo die Größen c,,, gewisse Konstanten sind. Hiermit erhalten wir 
den Satz: 
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Satz 15. Soll die Gruppe: A,(f), ---, A,(f) eine Kurvenschar: 
p(x,y) = a invariant lassen, so ist hierzu erforderlich und hinreichend, 
daß p ein gemeinsames Integral aller Gleichungen: A:;, = V ist. 


Verschwinden alle A;;, identisch, so müssen die Betrachtungen 
dieser Nummer modifiziert werden. Indem man wie in der voran- 
gehenden Nummer verfährt, erkennt man, daß zwei unter den [479 
linearen partiellen Gleichungen: 


+ ne N : B,(f) 


ein vollständiges System bilden, dem alle übrigen Gleichungen: B,(f) = 

angehören. Ist % (x, y, y') eine Lösung desselben, so ist jede Differential- 
gleichung der Form: % = Const. invariant bei der Gruppe. Ist insbe- 
sondere d unabhängig von y', so ist: Y=a eine invariante Kurvenschar. 


$ 11. Die infinitesimalen Transformationen 1. O. entscheiden, 
ob eine invariante Kurvenschar existiert. 


Wenn man zu entscheiden wünscht, ob eine vorgelegte Gruppe 
eine Kurvenschar invariant läßt, so genügt es, wie jetzt gezeigt werden 
soll, ihre unabhängigen infinitesimalen Transformationen nullter und 
erster Ordnung in der Umgebung eines Punkts 2%; allgemeiner Lage 
zu betrachten. 


26. Nach den Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen muB 
man nämlich auf alle möglichen Weisen die drei infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe entsprechende Gleichung: A,,;, = 0 bilden und 
sodann untersuchen, ob alle diese Gleichungen für beliebig gewählte 
Werte: <=, und y = y, durch denselben Wert von y’ befriedigt werden. 
Denken wir uns alle Größen & und 7 nach den Potenzen von < — x, 
und y—y, entwickelt, so verschwindet A,;,;, bei der Substitution: = x,, 
y=y, jedesmal, wenn eine der Transformationen: A,(f), A,(f), A,(f) 
von zweiter oder höherer Ordnung ist; ebenso wenn zwei unter diesen 
Transformationen von erster Ordnung sind. Enthält daher die Gruppe 
weniger als zwei unabhängige infinitesimale Transformationen nullter 
Ordnung, so verschwinden alle A;,;, identisch.) Wir können daher 
annehmen, daß unsere Gruppe in der Umgebung des Punktes &,, Y, zwei 
unabhängige infinitesimale Transformationen nullter Ordnung der Form: 


AM=-Pp+t:,, AfM)=qa+: 


1) Geometrisch ausgedrückt kommt dieser Fall, wie man leicht einsieht, 
darauf hinaus, daß es © ! Kurven gibt, deren jede bei allen Transformationen 
der Gruppe invariant bleibt. 
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enthält; und wollen annehmen, daß es oe unabhängige infinitesimale 
Transformationen erster Ordnung: 


la, (@— 2) +5, y)lo + lu(& 2) + By —yo)la Te El 3.0 


gibt; wobei o nicht größer als 4 sein kann. Wir bilden die og Aus- [480 
drücke A,,,, die durch sukzessive Verbindung der Transformationen 
A,(f) und A,(f) mit einer Transformation erster Ordnung hervorgehen. 
Setzen wir sodann: = %, Y=Y,, So kommt: 


ER =. +y A —-W)— Y”b,. 


Soll die Gruppe eine Kurvenschar invarlant lassen, so ist hierzu not- 
wendig und hinreichend, daß die o Gleichungen: 


(10*) + Y (Pr a) — y°b,— 0 
durch einen gemeinsamen Wert von y befriedigt werden. 


27. Enthält die Gruppe vier infinitesimale Transformationen erster 
Ordnung, die somit die Form: 


@—-n)P+t: N 

nat” Vay)dıe, 

erhalten können, so müßten die vier Gleichungen (10*): 
-y-0, = -0, 1-0, y-0 


gleichzeitig bestehen, was an sich unmöglich ist. Eine Gruppe mit 
vier unabhängigen infinitesimalen Transformationen läßt da- 
her keine Kurvenschar: p(z,y) = a invariant. 

Enthält die Gruppe drei unabhängige Transformationen erster 
Ordnung, unter denen sich keine der Form: 


@-2)p+YW-W4at 
befindet, so können diese Transformationen bekanntlich (Satz 13) die 
Form: 

@—-n)9+., @-m)P-W-Wet, Y-wW)pt 
erhalten. Und also erhält man die drei Gleichungen (10*): 
1-0, 2y=0, ee, 

die wiederum kontradiktorisch sind. Eine Gruppe mit drei infini- 
tesimalen Transformationen erster Ordnung, unter denen 
keine die Form: 

@-0)P +y- Wat“: 
vesitzt, läßt daher keine Kurvenschar: p(x,y) = a invariant. 
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Nehmen wir jetzt an, daß eine Transformation erster Ordnung die 
Form: (e — 2,)Pp + (y— Yo) q + :-- besitzt. Dann können wir nach den 
Entwickelungen am Schlusse der Nummer 21 immer annehmen, daß die 
beiden übrigen Transformationen erster Ordnung die Form: 


Stdn ale) - Yo +5YW—-Yr tan —n)g+ 
GN+ = al@-%)P - Ya + by —Y)P + a R)gQ+t 


besitzen, und daß dabei die Relation: 
(11) (N) - GaN) = af) [481 


stattfindet. Jetzt reduzieren sich die drei Gleichungen der Form (10*) 
auf die beiden: 

,—2ay—by?=0, 

a — 2 y—by?—=0, 


und es fragt sich, ob diese Gleichungen durch einen gemeinsamen Wert 
von Y befriedigt werden, das heißt, ob die Relation: 


(12) . 4a, — &, Ag) (a,b; — agb) — (db; — %b,)" = 0 
stattfindet. 


Dies ist nun in der Tat immer der Fall. Denn die Gleichung (1) 
zerlegt sich in die drei: 


| | mb =, 
(13) 26, —ba)=b, 
2(Q,& — Ag0,) = 0%) 


und wenn man dieselben beziehungsweise mit: 2a,, «, und db, multipli- 
ziert und sie dann addiert, so folgt: 


brand, 


welche Gleichung durch abermalige Benutzung‘ der Relationen (13) in 
(12) übergeht. 

Eine Gruppe mit drei unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen erster Ordnung, unter denen eine die Form: 
(2—2,)P+(y—Y)qQ+::- besitzt, läßt daher immer eine Kurven- 
schar: p(&,y) =a invariant. 

Enthält eine Gruppe nur zwei unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung, so sind zwei Fälle denkbar. 

Besitzt keine dieser Transformationen die Form: (x — x,)P 
2 (y—%Yy)q+::, so haben dieselben die Form: 


N+-=[@-2)+6YW—Y)lr + le -&)+B Y-y)lgd+ 
Gf)+ =. 2%) +6 Yo +la(a 2) + y—Y)lg+t 
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und sind dabei, wie wir ohne Beschränkung annehmen können, durch 
die Gleichung: | 
(14) N) — Can) = A f) 
verbunden. Jetzt erhalten wir zwei Gleichungen der Form (10*): 
+ -a)Vy-by?=0, 
+ Ba) y-by?—=0, 


und es fragt sich, ob dieselben durch einen gemeinsamen Wert von y 
befriedigt werden, das heißt, ob die Gleichung: 


(15) (a, — Br, %) ( — Bi, d) — (e,, b,)” = 0 


besteht. Dies ist immer der Fall. Denn die Gleichung (14) zer- [4s2 
legt sich in die drei: 


(e, ‚b) == ß=-3:larB), 
(16) | b,% —-B)-b, 
(—Pı,%)= 0%, 


und wenn man dieselben beziehungsweise mit: a, — ß,, «, und d, mul- 
tipliziert und dann addiert, folgt: 


br A—=0, 


welche Gleichung durch Benutzung der Relationen (16) in die Gleichung 
(15) übergeht. 

EineGruppe mitzwei unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen erster Ordnung, unter denen keine die Form: 


@- m) +W- Wat 


besitzt, läßt daher immer eine Kurvenschar: g(2,y) = a in- 
variant. 

Enthält andererseits die vorgelegte Gruppe eine Transformation 
der Form: (« — x,)p +(y—%Yy)q+::- und außerdem nur noch eine 
Transformation, so erhält man nur eine Gleichung der Form (10*). 
Eine solche Gruppe läßt daher eine Kurvenschar invariant. Dasselbe 
ist offenbar auch der Fall mit jeder Gruppe, die entweder keine oder 
auch nur eine Transformation erster Ordnung enthält. 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den folgenden funda- 
mentalen Satz: 


Satz 15*. Läßt eine Gruppe von Punkttransformationen der Ebene 
keine Kurvenschar: p(x,y) = a invariant, so sind zwei Fälle denkbar. 
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Entweder enthält die Gruppe vier unabhängige [: infinitesimale] Trans- 
formationen erster Ordnung von der Form: 


es) + WM ar, Wed 
oder auch sie enthält drei solche Transformationen von der Form: 


Gap Wyır. u nu, u HD 


s 12. Gruppen, die sämtliche Kurven einer Schar: p(x, y) = a 
invariant lassen. 


In diesem Paragraphen bestimmen wir alle Gruppen, die sämt- 
liche Kurven einer Schar: p(&,y) = «a invariant lassen. Zunächst je- 
doch einige allgemeine Betrachtungen über Gruppen, die eine Kurven- 
schar: (x, y) = «a im allgemeinen nur in dem Sinne invariant lassen, [483 
daß sie die Kurven der Schar unter einander vertauschen. 


28. Sind A,(f), As(f), -..„ A,(f) die infinitesimalen Transforma- 
tionen einer solchen Gruppe, so drückt jedes A,(p) sich als Funktion 


von @ aus: 
4,(p) = &,.(P). 


Führen wir daher p als neues x ein, so erhalten die A,(f) die Form: 


A) =5@)P + my) 4: 
Die Relationen: 
4,(A,N) - AAN) = PL A,(f) 
ergeben insbesondere »r(r —1) Relationen der Form: 
ds 
ba aa Zank, 


&.(2)p = Bi(f) 


und fassen dabei die B,(f) als infinitesimale Transformationen der ein- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x auf, so kommt: 


BB.) B5 BB, f)) 22 >, Bf, 


Setzen wir daher: 


was darauf hinauskommt, daß die B,(f) eine Gruppe bilden. Infolge- 
dessen ist es nach den Entwickelungen des ersten Abschnittes immer 
möglich, eine solche Funktion von x als neues x einzuführen, daß die 
b,(f) die Form: 

(a, +a,2 + aa?) p 


annehmen und daher eine lineare Gruppe bilden 
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Es können nun vier verschiedene Fälle eintreten, weil die B,(f) 
eine nullgliedrige, eingliedrige, zweigliedrige oder dreigliedrige Gruppe 
bilden können. Und das Problem, alle Gruppen in der Ebene, die eine 
Kurvenschar invariant lassen, zu bestimmen, zerlegt sich in vier Pro- 
bleme, die darauf hinauskommen, alle Gruppen, die den vier verschie- 
denen Möglichkeiten entsprechen, zu bestimmen. Es ist dabei möglich, 
diese Probleme in einer solchen Reihenfolge zu behandeln, daß die 
Erledigung eines jeden Problems durch die Erledigung der vorangehen- 
den Probleme wesentlich gefördert wird. 

Die infinitesimalen Transformationen einer jeden hierher gehörigen 
Gruppe können nämlich die Form: 


AFM)=- (ut t+a)p+ng 


annehmen. Hat nun die Gruppe mehr als eine, etwa r Transformationen, 
so enthält sie jedenfalls » — 1 Transformationen der Form: 


BN)=-&+be)P +ng, 


und dabei sind die B,(f) offenbar paarweise durch Relationen von der 
Form: " 

BxB,N) — BB) = Zb,,P,(f) [484 
verbunden. Es gibt ferner jedenfalls r — 2 infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form: 


cr) = GP ng; 


die paarweise Relationen von der Form: 
N) — HEN) = Zu N) 


erfüllen. Und endlich gibt es jedenfalls r — 3 infinitesimale Trans- 
formationen von der Form: 


Df)=n&Y) 4; 


die wiederum paarweise Relationen von der Form: 
DD, N) — D,(D,N) — 2d,,D,(f) 
erfüllen. 

Hiermit ergibt sich die folgende Methode zur Erledigung 
unseres allgemeinen Problems. Zunächst suchen wir die allge- 
meinste g-gliedrige Schar von Transformationen der Form: D,(f) = 9 
die paarweise Relationen von der Form: 


D(D,.f)) > DD, N) = 2d,,,D,(f) 


erfüllen. Darnach suchen wir in allgemeinster Weise eine hinzutretende 
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infinitesimale Transformation der Form: Cf)=pr+ ng, die o Rela- 
tionen der Form: | 


befriedigt, wobei wir hervorheben, daß die Größe C(f) auf der rechten 
Seite dieser Gleichungen nicht auftreten kann. Sodann suchen wir in 
allgemeinster Weise eine infinitesimale Transformation der Form: Bf) 
=xp+ 9,9, die o-+ 1 Relationen der Form: 


BD,N) - DEN) = =D.) 
B(CNH) —- CBN) = — Cf+ Zr.Df) 


erfüllt. Und endlich suchen wir in allgemeinster Weise eine infinitesi- 
male Transformation der Form: A(f) = x°’p + 759, die o+2 Relationen 
der Form: 


A(D,f)) ne DA) = 2 0;, D(P), 
A(CNH)—- CAN = —-2Bf) +, Di), 
ABN)- BANN = —- AM+2IDN) 


erfüllt. 

Nachdem alle diese Bestimmungen ausgeführt sind, verifizieren wir, 
daß alle Scharen von infinitesimalen Transformationen, die wir in dieser 
Weise erhalten haben, wirklich jedesmal eine Gruppe endlicher Trans- 
formationen bestimmen. 


29. Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Schar Transforma- [485 

tionen der Form: D,(f) = n,9, die paarweise Relationen der Form: 
DX{DN) — DDP) = Z.,D,(f) 

erfüllen. Unter denselben wählen wir die r — 1 unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen: D;(f),..., D;-ı(f), die in der Umgebung 
eines Punktes x,, y, allgemeiner Lage von erster oder höherer Ordnung 
sind. Und da jeder Ausdruck: D;(Di(f)) — Di(Ditf)) jedenfalls von 
erster Ordnung ist, so erkennen wir, daß ein solcher Ausdruck: sich 


‘immer als Summe der D;(f), multipliziert mit passenden Konstanten, 
darstellen läßt. So folst: 


Satz 16. Wenn r infinitesimale Transformationen von der Form: 
D,(f) = n,.9 paarweise Relationen von der Form: D,(D,(NM) — D.(Dif)) 
— 2c,,,D,(f) erfüllen, so gibt es unter ihnen immer r — 1 unabhängige 
Transformationen: D;(f), die paarweise Relationen der entsprechenden 
Form: Di(Dif)) — Di(Dif)) = Zd,,,Di(f) erfüllen. 

Vermöge dieses Satzes können wir die allgemeinste Gruppe der 
Form n,9 in der folgenden Weise bestimmen. Wir nehmen zuerst die 
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allgemeinste infinitesimale Transformation der Form: D,(f)=n,(z,Y) q; 
bestimmen sodann in allgemeinster Weise eine infinitesimale Transfor- 
mation: D,f= n,(%, y) g, die eine Relation der Form: 


D (DM) - DD, N) = aD(f)+aD;(f) 
erfüllt. Sodann bestimmen wir die allgemeinste Transformation: 
D;,(f) = n,9, die zwei Relationen der Form: 
D(D,N) — D(D,f)=-bD +5D, + b,D;, 
D,D,M—-D(D,N)=-aD +aD+&D;, 
erfüllt, und so weiter. 


30. Eine infinitesimale Transformation von der Form: n,q kann durch 
Einführung einer zweckmäßigen Funktion von z und y als neuen y 
immer etwa die Form: X,(x)g erhalten, wobei X, eine ganz beliebige 
Funktion von x bezeichnet. Um jetzt die allgemeinste zweigliedrige 


Schar: 
D,f)=m9) D,(f) = n1 


zu bestimmen, bemerken wir, daß die zwischen D, und D, bestehende 
Relation durch passende Wahl von D, und D, die Form: 


D,(Dif)) - D(D,f)) = :D,.(f) 


annehmen kann, und dabei kann die Größe e, wenn sie nicht ver- 
schwindet, gleich 1 gesetzt werden. Wir können ferner durch Ein- 
führung einer zweckmäßigen Funktion von x und y als neuen y, wie 
soeben, erreichen, daß D, die Form: X,(x)g erhält. Und also erhalten 
wir zur Bestimmung von D,(f) = nq die Gleichung: 


ak 
BIS 
woraus: [486 
n=:y+ fl). 


Ist hier & verschieden von Null, in welchem Falle & gleich 1 gesetzt 
werden kann, so führen wir y+ f(x) als neues y ein. Hierdurch er- 
halten unsere beiden Transformationen die Form X,g, yq. 

Es gibt somit nur zwei Typen von zweigliedrigen Scharen 
der Form n,9, nämlich: | 





[Re%s|l [Rs ve]. 


Ist: D,=X,g, D, = X,g, D;, = nq eine Schar von Transforma- 
tionen, die Relationen der Form: 
(D,D)=a4D,+%D,+a,D;, 
(D,D)=-bD, + 6,D,;, + bD; 
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befriedigen, so gibt es jedenfalls eine Transformation: D=«,D, +%D,, 
die zu D, in solcher Beziehung steht, daß (DD,) sich durch D, und 
D, ausdrückt, und offenbar können wir ohne Beschränkung annehmen, 
daß dies eben mit (D,D,) der Fall ist. So kommt: 


X 2 -0X, +0 X, RUN 


2 er 


welche Gleichungen zunächst befriedigt werden, wenn wir n gleich einer 
beliebigen Funktion von x setzen. 

Soll 7 zugleich von y abhängen, so muß wegen der ersten Glei- 
chung die Größe 7, eine Funktion von x sein, und somit muß in der 
letzten Gleichung b, gleich Null sein. Hieraus läßt sich nun schließen, 
daß n, eine Konstante sein muß. Denn unsere Gleichungen zeigen, daß 


jeder Ausdruck: 
(A X, + 4%) 5, 


sich als lineare F unktion von X, und X, ausdrücken läßt: 


AX LAN BR, + B,X;. 
Ebenso ist: 
ö “ 
(B,X, + B,%,) Ey =0(,X,+0X,, 
woraus: 
In\? 
(A,X, + 4,X;) a =0(,X,+0,X,, 
und im allgemeinen: 


dn\k 
(A, X, 7 A,X;) er ug L, X, az L, X,, 


wo k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Setzt man zum Bei- [487 
spiel: A, =1, A,=0, so erhält man drei Gleichungen der Form: 


on 
X, (3) - K) 
X, 5 =, +9 X 


X, ()- PX, +BX 


wo die rechten Seiten eo ipso durch eine lineare Relation mit kon- 
stanten Koeffizienten, die nicht sämtlich verschwinden: 


Ltd tg %)t+ rl +) = 0 


verbunden sein müssen. Also kommt 


X, (7 +71 De +9 (2 ))=0: 
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woraus folgt, daß n, eine Konstante ist. Und da diese Konstante nach 
unserer früheren Voraussetzung von Null verschieden ist, so können wir: 


N f(&), 
oder ohne wesentliche Beschränkung: 7 =y setzen. Die gefundene 
dreigliedrige Schar von Transformationen hat die Form: 


&ı9, As, 99: 
Seien jetzt q, yq, ng drei Transformationen, die paarweise in der 
bekannten Beziehung stehen. Alsdann wird n bestimmt durch zwei 


Gleichungen der Form: 


0 
ww +2a,y+ 07, 


y-—-n=b+2by+ bn- 


Dabei ist leicht zu erkennen, daß a, gleich Null sein muß. Sonst näm- 
lich fände man einerseits durch Elimination von n,, daß n eine ratio- 
nale Funktion von y wäre, andererseits durch Integration der ersten 
Gleichung, daß n eine transzendente Funktion von y wäre. Wir setzen 
daher: a,=0 und finden sodann durch Integration der ersten Gleichung, 
daß n die Form: 
N=y+ay’+fle) 

besitzt. Und da wir a, ohne Beschränkung gleich Null setzen können, 
kommt: 

= a + flo). SER 
Setzen wir diesen Wert in die zweite Bedingungsgleichung ein, so er- 


gibt sich, daß entweder a, oder f(x) gleich Null sein muß, so dab: 
n=y’ oder: n=f(«) 
wird. Indem wir dies mit dem Vorangehenden verbinden, erkennen 


wir, daß die gesuchten dreigliedrigen Scharen Transforma- 
tionen eine der folgenden Formen besitzen: 


2, 3, 80, | oval, vo Wal 


3l. Stehen vier infinitesimale Transformationen der Form: g, yqg, 
y°q, nq paarweise in der bekannten Beziehung, so wird 7 bestimmt 
durch drei Relationen der Form: 




















2 =a+2ay+ 34,Y° + 43N, 
yon dt 2b, y + 3boy? + dan, 


y Ri 3 2yn =o+2.y+3ay’ +09, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Rd. VI A.» 
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und dabei erkennen wir, wie soeben, daß a, gleich Null sein muß, weil 
die entgegengesetzte Annahme auf Widerspruch führen würde. Also 
erhält 7 durch Integration der ersten Gleichung die Form: 


N=UytaP+ay’+ fe), 
wobei a, und a, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden können: 
= ay°+ fl). 


Die zweite Bedingungsgleichung zeigt, daß 7 entweder gleich y? oder 
gleich f(x) sein muß. Da indes wegen der dritten Bedingungsgleichung 
diese beiden Formen unmöglich sind, so schließen wir, daß keine 
viergliedrige Schar die Form: g, yq, y’q, nq besitzen kann. 
Wir suchen jetzt in allgemeinster Weise r + 1 infinitesimale Trans- _ 
formationen von der Form: 


K0,2. As0,20,,8 2.02.00 


die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Indem wir ganz 
wie früher in dem Falle r = 2 verfahren, erhalten wir zur Bestimmung 
von n. r Gleichungen der Form: 


Re 
0% 
0 
NO 
A, De 23 ZN, 


wo u überdies gleich Null sein muß, weil die entgegengesetzte [489 
Annahme wiederum auf Widerspruch führen würde. Folglich besteht, 
welche auch die Konstanten A,,..., 4, sein mögen, immer eine Re- 
lation der Form: 


AL+ +4) -BX+ + B,X 


Insbesondere ist: 
(B,X, + Baht er 
woraus: 
Bd x) (2) -C,xX EEK 
et BETT, oYy 2 Kae | {& 
und im allgemeinen: 


k 
(A,X, Er t AR) (2) 2 L,X, A Dir. 
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In dieser Gleichung gebe ich k sukzessiv die Werte 0, 1, 2,...,r, 
und lasse dabei A,, As, -.., A, feste Größen bezeichnen. Hierdurch 
erhalte ich r +1 Gleichungen, aus denen durch Elimination eine Glei- 
chung der Form: 


. on ') Er 
(2A,X)(% +k, + ee) en 
hervorgeht. Also folgt: 

on\r 
+ kız 2y a +) 22 


wo die Konstanten %k nur, wenn n, gleich Null ist, sämtlich verschwin- 
den dürfen. Daher ist n, jedenfalls eine Konstante und: 


n=ay+fle), 


sodaß wir n entweder gleich y oder gleich f(x) setzen können. 
Wir finden daher nur die beiden Scharen: 


2,0 8,0,.., 2099, 
X9, Ag, A, Aryl: 


Endlich suchen wir in allgemeinster Weise r + 2 infinitesimale 
Transformationen der Form: 


X,9, Ag, X,9, 99, 99 r>D, 


die paarweise Relationen von der bekannten Form befriedigen. Wir 
erhalten, da r größer als 1 ist, jedenfalls zwei Relationen von der 
Form: 
0 
X, a = Fu X: +0y+ean, 


Ko EBK, + Boy + Rn, 


wo « ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. [490 
Durch Integration der ersten Gleichung kommt daher: 


Xn=yZaX,+4oy?+fle), 


welchen Wert von n wir in die zweite Bedingungsgleichung sub- 
stituieren. 

Setzen wir nun zunächst voraus, daß ß von Null verschieden ist, 
so ergibt sich, daß n die Form: 


n=uy+9(«) 


besitzt, und dabei kann «, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt 
werden. Die Hypothese 820 gibt somit eine (r + 2)-gliedrige 
4* 
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Schar, die dieselbe Form wie die vorgelegte (r + 1)-gliedrige 
Schar besitzt. 

Wir können daher annehmen, daß ß gleich Null ist. Durch Eli- 
mination von. y zwischen den beiden Bedingungsgleichungen ergibt sich, 
daß n, nur von x abhängt. Und also erhalten wir » Bedingungs- 
gleichungen der gemeinsamen Form: 


aus denen wie im vorangehenden Falle hervorgeht, daß 7 die Form 
ey + f(x) besitzt, wobei überdies « ohne Beschränkung gleich Null 
gesetzt werden kann. Unsere Schar besitzt daher wieder die- 
selbe Form wie die vorgelegte (r + 1) gliedrige Schar. 

Die vorangehenden Entwicklungen geben den allgemeinen Satz: 


Satz 17. Wenn eine Schar infinitesimale Transformationen der 
Form n,9 paarweise die bekannten Relationen erfüllen, so hat sie eine der 
folgenden Formen: 


























X 
X,q — 
z : yq 
; 2 
x.q X,q y’q 
yq 














32. Es fragt sich nun, ob die hiermit gefundenen Scharen infini- 
tesimaler 'Transformationen jedesmal eine Gruppe bestimmen. Diese 
Frage ist mit ja zu beantworten, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Die Gleichungen: 


ı=1, y=y+ a, X, +%Ä, 7 a NE 


bestimmen eine r-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen, und 
die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe sind eben die r 
Größen: X,gq. 


Es ist ferner klar, daß die Gleichungen: 
Zen ran. 10 1491 


eine (r + 1)-gliedrige Gruppe endlicher Transformationen bestimmen; 
die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe sind die r+1 
Größen: X,g, yq. 

Es ist endlich bekannt, daß die Gleichungen: 


a, y+, e 


u oe 
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eine dreigliedrige Gruppe mit den infinitesimalen Transformationen: 
q, yq, y”q bestimmen. 

Hiermit ist also die allgemeine Bestimmung aller Grup- 
pen in der Ebene, die sämtliche Kurven einer Schar: p(z,y)=a 
invariant lassen, geleistet. 


$ 13. Einige Hilfstheorien. 


In diesem Paragraphen entwickeln wir einen allgemeinen Satz 
über beliebige Transformationsgruppen. Zunächst einige Bemerkungen 
über lineare Gruppen. 

33. Eine infinitesimale Transformation der Form: 


SZ 0m Pr We , Im» Pır +» P.) 


soll eine lineare Transformation heißen. Vermöge derselben erhalten 
die x, die folgenden Inkremente: 


(13*) 6, - ( = 04) ot 


Führt man statt z,,..., x, zweckmäßige lineare homogene Funktionen 
dieser Größen als neue «© ein, so kann man nach Öauchys Unter- 
suchungen über simultane Systeme der Form (13*) immer erreichen, 
daß alle Größen c,,, deren © größer als %k ist, gleich Null werden. 
Eine jede lineare infinitesimale Transformation kann daher 
die Form: 


CP + (Getı + ta)Pe + (Cs2ı + O99%g + C5l)Ps + 
+ tt 
erhalten. 
34. Nehmen wir jetzt an, daß zwei lineare infinitesimale Trans- 
formationen: A(f)= Zn,p, und: B(f) = &8,p, in der Beziehung: 


(14*) AB) — BAN)= A) 


stehen. Wir werden zeigen, daß es dann immer möglich ist, statt 
%y 2, Solehe neue unabhängige Variable einzuführen, daß A(f) 
und B(f) gleichzeitig eine bemerkenswerte Form erhalten. 

Wir bringen zuerst A(f) auf die in der vorangehenden [492 
Nummer besprochene Form, so daß der Koeffizient von p, die Form ex, 
erhält; dabei kann es gelegentlich kommen, daß noch mehr Größen 
n,, zum Beispiel: 7,, 23, ..., n, die entsprechende einfache Form ex, 
erhalten, also: 


APM=-ERM FED + RD) F Narr Tr MmDn 


54 I. Theorie der Transformationsgruppen. I. Ann. XVI, 1880 


wird. Wir können ohne Beschränkung annehmen, daß die Größe 
2 ++ 6,2, die allgemeinste lineare Funktion der x ist, die eine 


Relation der Form: 
Ace) = sLdct, 

erfüllt. 

Ich behaupte nun zunächst, daß & gleich Null sein muß. 
Ist nämlich & von Null verschieden, in welchem Falle & ohne Be- 
schränkung gleich 1 gesetzt werden kann, so läßt sich zeigen, daß die 
ganze Zahl n keinen endlichen Wert haben kann. 

Die Gleichung (14*) zerlegt sich in die n Relationen: 


(15*) AB) — B(n,) 
und also befriedigen die qg Größen &,,..., = Relationen der Form: 
A(&)—-8;=1%, een 


Hieraus läßt sich nun schließen, daß die Größen: &,,..., 8, 2,...,® 
unabhängig sein müssen. Bestände nämlich eine Relation der Form: 


ee 
so käme durch Ausführung der Operation: A(2v,8,) + A(Zu,x,) =: 
nos rat DR T z.)+ Barca 0 


woraus die unmögliche Gleichung: 


q 


ee =( 


folgen würde. Also ist n jedenfalls so groß wie 2g, und es ist da- 
her erlaubt, die Größen: &, 1, - - -, %,, beziehungsweise gleich: &,, ..., & 
zu setzen: 


7 


ul SUERETE Pe 4% 
Durch Ausführung der Operation A kommt: 
As,)=AG)-& +, ei 
oder, da A(&,,;) = N,4: Ist: | 
Ng+i =V,4tr% (=-1..9, 
Hiermit sind die g Größen: 7,41, + - +, Na, bestimmt. Nun aber ist: 
AG) —- Bi) =; 


und also befriedigen die qg Größen: & :, &, Relationen der Form: 


g+13 : * 


Man 0.0. G@=1..9. 


A) = Te 3 2%, 4: oe 7, (i=1...9), 


oder: 
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woraus leicht hervorgeht, daß die Größen: 8, | 1, ..., &, 21 ++, Kup rn Hg, [493 
durch keine lineare Relation verbunden sein können. Also ist n jeden- 
falls so groß wie 3g, und wir können ohne Beschränkung: 
Ig,4ı RR er 7 Pe 5, 
setzen. Durch Ausführung der Operation A kommt: 
Alaz,,) = Al&,;;) = ri +22,,+% veir:D 
oder, da A(&,,4;) = Nag+; 186: 
Na Magri +20%,,+% Wel..g. 
Indem man in ganz entsprechender Weise fortfährt, erkennt man, 
daß die Größen: 55,413 +» Ssan Zir ++ > By + +3 ag «> X, unabhängig 
sind, und daß daher » jedenfalls so groß wie 4g ist, und so weiter. 


Da nun n eine endliche Zahl sein soll, so erkennen wir, daß die früher 
besprochene Größe & gleich Null sein muß. 


35. Wir können daher setzen: 
NE Re 
BN=&n +. +80: 4 dat 

und wegen (14*) folgt: 
4&)=0,4&)=0,...,46)=0, 


woraus nach unseren früheren Voraussetzungen hervorgeht, daß &,,..., 3 
nur von %, ..., %, abhängen. Ich kann nun die Größe x,,, derart 
wählen, daß eine Relation der Form: 


A(z,;ı) uhr ton, 0%, 


stattfindet; also ist zugleich: 


g+i 


No Ta hr ER, FR, 
Dabei ist leicht zu erkennen, daß die Größe c gleich Null ist. Man 
beweist dies, indem man in A(f) und B(f) die Substitutionen: 
| 0, =0,.,0,—0 | | 
ausführt und darnach auf die hervorgehenden Ausdrücke: AWf, BOf 
die, wenn c von Null verschieden ist, nicht gleich Null sein können, 


die Betrachtungen der vorangehenden Nummer anwendet. 
Wir können daher setzen: | 


A(®, +1) ud a! ei Es Es 0% Eu Ng+1 9 


und es ist denkbar, daß noch zum Beispiel: 9,,9, -- -, 2, lineare 
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Funktionen von: &,, ..., x, sind. Dabei können wir ohne Beschränkung 
annehmen, daß die Größe: 


re ,%, + ...+ Erd 
die allgemeinste ist, die eine Relation der Form: 
A(2o,,) re Pı%ı + a F P,%, 


befriedigt. Ä 
Wegen (14*) bestehen dann 9” — g Relationen der Form: [494 


A(E,,;) = 0% + a + 0%, (=1, .„27-9;, 
oo Kur 


also sind die Größen: &,,,, .- -, 5, Funktionen von: 2,,...,%,- : 
In dieser Weise können wir nun weiter gehen. Wir wählen die 


Größe x,,, derart, daß eine Relation der Form: 


Az) aa tr tt + ey 


stattfindet, und erkennen dabei wie früher, daß c gleich Null sein muß. 


Also wird: 
Ny+1 es (‚X 5 a + az) 


und es ist denkbar, daß noch weitere Größen n, zum Beispiel: | 
Ny499 ++) N, diese Form besitzen. Dabei können wir ohne Beschrän- 
kung annehmen, daß die Gleichung: 


Ay)=- au +: +62, 
in allgemeinster Weise durch die Annahme: 
gb tb 
erfüllt wird. Nun aber bestehen wegen (14*) Relationen der Form: 
AB) t ty 


und also sind: &,,1,.- -, &,, Funktionen von: &,,. .,%,,, und so weiter. 

Man kann daher immer eine solche Reihe wachsender 
Zahlen: g,0’,9’,q”,...,» wählen, daß »,,...,n, gleich Nullsind, 
daß 7,41, ..,,2,9 nur von %,...,a, abhängen, daB 7,1, ---, N 
nur von &,,...,2, abhängen, und so weiter; daß ferner gleich- 
zeitig &,,..., &, nur von %,,...,%, abhängen, daß & ,.,...,&, 
nur von %,...,%, abhängen, daß $,,1,..., 5, DUr von %,...,2, 
abhängen, und so weiter. 

36. Es bleibt jetzt nur noch übrig, einige einfache Transforma- 
tionen auszuführen. Führen wir statt &,,...,%, lineare Funktionen 
dieser Größen ein, so behalten die Transformationen A(f) und D(f) 
offenbar die soeben gefundene Form. Dabei können wir insbesondere 
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erreichen, daß der Ausdruck 8,p, ++ &,»,, der nur von Dun 
P1, ---, 2, abhängt, die in Nummer 33 besprochene Form erhält. So- 
dann führen wir statt &,,,, --., 2, zweckmäßige lineare Funktionen 
von X .., %, ein, und bringen dadurch den Ausdruck 


U 


auf die kanonische Form der Nummer 33, und so weiter. 
Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir den Satz: 


ER, 


Satz 18. Stehen zwei lineare [infinitesimale] Transformationen: 
A(f) = 2,9, b(f)= 28», 
A(Bf)—- BIAN)= A), 


so ist es immer möglich, die unabhängigen Variabeln x, ...., x, in solcher 
Weise zu wählen, daß jede Größe n, nur von &,, ...,%,_, abhängt, [495 
während jede Größe &, eine Funktion von &, ..., %;_1, 2, würd.!) 


in der Beziehung: 


31. Wir wenden uns jetzt zu ganz beliebigen Gruppen von Punkt- 
'transformationen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x, .. „x, 

Sind r [unabhängige] infinitesimale Transformationen: A,(f),...., 
A,(f) paarweise durch Relationen der Form: 


(A,4,) - 0,4, 


verbunden, so sind die Konstanten c,,,, wie jetzt gezeigt werden soll, 
durch eine Reihe Relationen verknüpft. Führt man in der Tat in die 
bekannte Jacobische Identität: 


(4,4, A,) * ((A,A)A,) Ex ((4,4)A,) Es 0 


zuerst einmal die obenstehenden Werte der Größen (A4,A,) ein, und 
wendet sodann noch einmal dieselben Relationen an, so kommt schließ- 
lich eine Gleichung der Form: 


IE en a 
in der die ©, Funktionen der Größen c,,, sind. Und da die A,(f) un- 
abhängige infinitesimale Transformationen sind, folgt: 


Ale; 


oder entwickelt: 


SS (Gpolas ur CpsgCoio = Csi0Cgk0) Bag 0, 
Y 





1) Dieser Satz ist ohne Zweifel, wenn auch vielleicht in anderer Form, 
längst bekannt. Derselbe ist übrigens ein spezieller Fall eines viel allgemeineren 
Theorems, das ich bei einer anderen Gelegenheit aufgestellt habe. 
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wo die 1,4, 8,0 vier Br unter den Zahlen 1, 2,..., r be- 
zeichnen. 


38. Seien wiederum: A,(f), .- -, A,(f) beliebige (das heißt nicht 
eben lineare) infinitesimale Transformationen, die [unabhängig und] 
paarweise durch die Relationen: 


(4,4,) = => GA $ 
verbunden sind. Ich bilde die Ausdrücke: 


B,(f) = -35 > 


und behaupte, daß diese linearen infinitesimalen Transformationen 
durch die entsprechenden Relationen: 


(B,B) = = 2,.B B, 


verbunden sind. 
Durch Ausführung Kornat nämlich: 


o0 
(B,B,) > 0x, 12 22 (C;osC isk r Ogslyar) dar [496 


und unsere Behauptung ist, daß dieser Ausdruck auf die Form: 


BIRD DER 


gebracht werden kann, oder, was auf dasselbe ae daß die 
Summe: | | 


le BIT ass Er, um: 
8 
. Re 
Tu (C;0,C:% 22 Cgissjk a5 C5, 6,08) 
6} 


identisch verschwindet. In der vorangehenden Nummer sahen wir in 
der Tat, daß dies der Fall ist. So folgt: 


Satz 19. Sind r [unabhängige] infinitesimale Transformationen: 
A,(f), -- ., A,(f) verbunden durch die Relationen: 


(4,4) = aA, 


so befriedigen die linearen Ausdrücke: 


Bf) = , Zu Gen 


die entsprechenden Relationen: 


(B,B,) = Se, 1 
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Die Sätze 13 und 19, wie auch der in Nummer 33 aufgestellte 
bekannte Satz finden eine wichtige Anwendung in den beiden folgen- 
den Paragraphen. 


$ 14. Bestimmung aller Gruppen, welche die Kurven einer Schar: 
p(2,y) = a eingliedrig transformieren. 


Nunmehr bestimmen wir alle Scharen von Transformationen der 


Form: 
MI, N29, --, N, P+Nng, 


die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. Dabei erinnern wir 
uns, daß die n, eine von den in $ 12 bestimmten Formen besitzen. 
Wir bemerken ferner, daß jede Größe: (n,9,2 + ng) sich linear allein 
durch die n,9 ausdrücken muß. 


39. Zunächst bestimmen wir alle Scharen der Form: 


9, 99, 9°9, P +94: 
Die Größe n ist bestimmt durch Gleichungen der ee 


ru =a+2a,y+ say 
0 
ee Tea 3 
2 a 
y -2n=a+ laut Bas‘ 
Die erste zeigt, daß: | | [497 


7=y+ay + ay°’+ f(e) 


ist, oder, da a, und a, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden 
können, daß: 

= My’ + fe) 
ist. Die beiden letzten Bedingungsgleichungen zeigen, daß: a, = f(x) = 0 
ist, so daß n gleich Null wird. Die gesuchte Schar besitzt daher die 


arm: 
9,99, y’q,P. 


40. Sodann suchen wir alle Scharen der Form: 
9) X,9, .. X,g, »a+rnd. 


Dabei können wir annehmen, daß r größer als Null ist, weil die An- 
nahme: r—(O nur die einzige Transformation: 9+ ng liefert, und diese 
erhält durch Einführung einer zweckmäßigen Funktion von x und y 
als neuen y die einfache Form: p. 
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Es bestehen sonach Gleichungen der Form: 
(X, P+nd-umLat +0. 


Dabei ist es immer möglich, statt X,,..., X, solche lineare Funktio- 
nen dieser Größen: 


X= X es ,X, 
einzuführen, daß in den transformierten Gleichungen: 
(17) Ent) dt Lern 
die transformierten Koeffizienten c,, sehr einfache Werte erhalten. 


Bezeichnen wir die Determinante: (&,,%3 ... «,,) mit I und ihre 
Unterdeterminante hinsichtlich «,, mit ß,,, so ist bekanntlich: 


A. X, = BırX, en Bari; 
und also kommt durch Berechnung: 


‚ 1 ws 
(13) GT RZ oßoe: 
TR 


Um uns bei der Diskussion dieser komplizierten Ausdrücke leicht 
zu orientieren, machen wir die folgenden Überlegungen. In der linearen 
infinitesimalen Transformation: 


Bf)- DIRT %, 


machen wir die Substitution: 
it X D 
Lo en: ee Paolo: 


Hierdurch werden die x’ folgendermaßen als Funktionen der x bestimmt: 











x; = Da,,t,, [498 
J . 
of 
0x 
chungen: 
DES 
u or 
Also kommt: 


1 x 0 
BIS ZISy ehe 
@ 
und, wenn wir: 
Ö 
b(f) Fe CT, 
setzen, wird: 


1 ” 
es man Or;ljo Ps , 
so 


welche Formel genau mit (18) stimmt. 
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Nun aber sahen wir in Nummer 33, daß eine jede lineare infini- 
tesimale Transformation B(f) durch eine zweckmäßige Einführung 
neuer Variabeln die Form: 

1% 9 + (1 + Ce te)P; + (2% + ei lt 2)P; ++ 
ul ar el x)P, + 


2004 


erhalten kann. Und daher ist es möglich, die Konstanten «,, derart 


zu wählen, daß die Größe c,, immer verschwindet, wenn s größer 
als A ist. 


Hiermit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz: 


Satz 20. Sind r +1 infinitesimale Transformationen: X,q, ..., X,9, 
p+nqg durch die bekannten Relationen verbunden, so kann man ohne 


wesentliche beschränkung annehmen, daß diese Relationen die folgende 
Form besitzen: 


(X,P+nd)=CuLı9 
(K,P+tNnD = Ca äq + Ca 29, 


(KHP+ngM) = Gı Ag ne 9, 


Die erste Gleichung gibt: 


on dX 
Er rer 


oder, da wir X, ohne Beschränkung gleich 1 setzen können: 


0 
ya n=cy+f(a). 


Um den gefundenen Wert von n noch einfacher zu N führen 
wir ein neues y ein, indem wir: 


Y=y+_Y(&) 1499 
setzen. Dann kommt durch Differentiation: | 


oy=dy+7 I 5x, 


woraus: 
‚ d ‚ 
P+na=r+[leW-p)+r+GEa 
Hier wählen wir (x) derart, daß: 
d 
aa tf—ey-0 


wird, und also kommt: 
Ptrna=Ppreyg- 
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Bei dieser Variabelnänderung wird die Form der Transformationen 
X,g nicht geändert. Die Schar besitzt somit die Form: 


0280 2,0. 320 21.040 


dabei sind die X, bestimmt als Funktionen von & durch die 
integrierbaren Differentialgleichungen: 


dX 
(19) ae ne 0, 
41. Endlich suchen wir alle Scharen der Form: 


KR, At, A U D nd 


Die Größe: (X,q, p+n9) drückt sich jedesmal als lineare Funktion 
der Größen: X,g und yq aus. Also bestehen r Relationen von der 
Form: 


woraus: 


Xn=Yy ( Eu DIR x,) +3 + h@). 


Andererseits finden wir durch Bildung des Ausdrucks: (yq, p +79) 
eine Gleichung der Form: 


(20) Van DR, +8y, 


in welche wir den soeben gefundenen Wert von n einführen. Hier- 
durch ergibt sich, daß alle c, gleich Null sind, und daß daher r Glei- 
chungen von der Form: 


KPD) mLıdt+9,X,9 


stattfinden. Ersetzen wir hier die X, durch zweckmäßige lineare 
Funktionen dieser Größen, so erhalten wir wie in der vorangehenden 
Nummer die noch einfacheren Gleichungen: 


Ku, Ptnd-aıkhgt + 03x X,9- 


Setzen wir daher wie dort: X, =1, so kommt: [500 


0 
AR =, Nemo f(&), 


wobei die Konstante c,, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden 
kann. Substituieren wir den Wert: 7„=f(x) in (20), so ergibt sich, 
daß n als eine lineare Funktion der X, gleich Null gesetzt werden 
kann. | 
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Unsere infinitesimalen Transformationen besitzen daher 
die Form: | 
G Ks9, Kr. -, X, 95 2, 


und dabei sind die X, bestimmt als Funktionen von & durch 
die integrierbaren Differentialgleichungen: 


(19°) en a rl. 
Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen geben den 


folgenden Satz: 


Satz 21. Wenn eine Schar infinitesimale Transformationen der 
Form: 19, :--, 9,1, P+nq paarweise in den bekannten Beziehungen 
stehen, so haben dieselben eine der folgenden Formen: 









































q 0: 

q Xsq X,q 
ya E 
y?q X,q X,q 
» pteyg| yq 
p 











42. Es ist nun leicht, zu verifizieren, daß eine jede unter diesen 
Scharen wirklich eine Gruppe endlicher Transformationen liefert: 


1. Die erste Schar liefert die viergliedrige Gruppe: 
a TREE. X" =xc+4,. 


2. Die infinitesimale Transformation p liefert die ein- 
gliedrige Gruppe: 
| | y-y, d«=-a+a 


3. Die dritte Schar liefert die (r + 1)-gliedrige Gruppe: 
” % 1 
y-zythtaX++0,X, ©=r+-loga 


4. Die vierte Schar endlich liefert die (r + 2)-gliedrige 
Gruppe: 
y-aytna +9X,+---+4X, K-12H+0,. 
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$ 15. Gruppen, bei denen die Kurven einer Schar: p(z,y)=a [501 
zweigliedrig transformiert werden. 


Wir bestimmen jetzt alle Scharen infinitesimaler Transformationen 
der Form: 
NG Mmb PrNG Pt Ng 


die paarweise in der bekannten Beziehung stehen. 


43. Es gibt zwei wesentlich verschiedene Scharen der 
Form: 
p, 2p + ng 


Es ist nämlich jedenfalls: 


0, 7=fW) 


Ist dabei f= 0, so erhält man die Schar: p, xp. Ist f verschieden von 
Null, so kann man immer eine solche Funktion von y als neues y ein- 
führen, daß f gleich 1 wird. Man erhält also die beiden Formen: 


p, zp und: 9, zp tag. 
44. Zur Bestimmung aller Scharen der Form: 


9.90, map, zn 90 


erhält man die Gleichungen: 


0 
a =, +aytaY, 
on 2 
ya na braytbg) 
vo 2yn =o+ay9+taY, 


welche zeigen, daß n gleich Null ist. Man erhält somit nur die Schar: 


4, 9 #4, 2, 2 


45. Jetzt suchen wir alle Scharen der Form: 


2 Xp 
Es bestehen Relationen der Form: 


(Xg p+ngd=- = Xg 


(X,q, 2p +29) = Sd, X,g. 
Dabei ist es wieder möglich, statt X,,..., X, solche lineare Funk- 
tionen dieser Größen: 
a 


ı RE 
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einzuführen, daß in den transformierten Gleichungen: 


(90, 2490). 20u,%49, [502 
(Xig, 2p + 0) = Id, Xiq 


die neuen Koeffizienten c;,, d;, sehr einfache Werte erhalten. 
Bezeichnen wir wie in Nummer 40 die Determinante («6% ... @,, 
mit A und ihre Unterdeterminanten hinsichtlich der «,, mit ß,,, so ist 
bekanntlich: 
A.X,= PX, De. 
und also kommt durch Ausführung der Berechnung: 


s ‚ 1 NT 
| Ca" 12 Zustjeßon 
Sy 


‚ 1 N 
| dro = y% > Or A,oßse- 


(21) 


Nunmehr machen wir die folgenden Überlegungen. In den linearen 
infinitesimalen Transformationen: 


BN- 22, Tr dur 


die (Satz 19) durch die Gleichung: 
AB) - BAN)- ANY) 


verbunden sind, machen wir die Substitution: 
1 ‚ 
EN 23 Bag to: 
Hierdurch werden die x folgendermaßen als Funktionen der x .be- 


stimmt: 
2 BE > 0,5% j) 


und die Differentialquotienten . & werden transformiert durch die Glei- 


chungen: 
of of 
- Da,,; ox, 2 


0%; Mn 
A(f) = 12222 >44 ze sg oo %o> 
Bf)= 1SIY2H ,;d, ‚oßoo% 0) 


Sophus Lie: Gesammelte a Ba. VI 


also kommt: 
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und wenn wir: [508 


Af)= Pr 2, 40%, 
B(f)= BP ; Io Xo 


setzen, kommt: 


‚ 1 N’ 
Go A Pe 0r;€ jo Bao 
IR 
, 1 =, 
dro = Ä 2 ;d;, Bao 


welche Formeln genau mit (21) stimmen. Nun aber sahen wir (Satz 18), 
daß zwei lineare infinitesimale Transformationen: A(f) und B(f), die 
in der Beziehung: A(B(f)) — B(A(f)) = A(f) stehen, durch Einfüh- 
rung zweckmäßiger Variabeln gleichzeitig auf kanonische Formen ge- 
bracht werden können. In dieser Weise erkennen wir, daß die Kon- 
stanten «,, derart gewählt werden können, daß die «x. immer ver- 
schwinden, wenn o größer als k — 1 ıst, und daß die d;„ Immer ver- 
schwinden, wenn 6 größer als % ist. 

Hiermit erhalten wir den Satz: 


Satz 22. Sind r +2 infinitesimale Transformationen der Form: 


X,9,.:,X,4, P+ MI, &P +29 durch die bekannten Relationen ver- 
bunden, so kann man ohne wesentliche Beschränkung annehmen, daß 
diese Relationen die folgende Form besitzen: 


I rdeaarkdr: er Ck-1 X, 18, 
(Lg, PR) -tı Kult. tr: 


Da X, gleich 1 gesetzt werden kann, so kommt zunächst: 


on 
a n=f(e). 


Führen wir sodann eine Größe der Form y+ gp(x) als neues y ein, so 
können wir n, = setzen. 
Setzen wir daher in der ersten Gleichung (22) k= 2, so kommt: 


dX, 
da m 


22) 


woraus hervorgeht, daß X, gleich x gesetzt werden kann. In ent- 
sprechender Weise erhält man die Werte: 


rm Sa: —1 
ei, u, Ne . 


Setzt man andererseits in der zweiten Gleichung (22) k=1, so kommt: 
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Die gesuchte Schar von Transformationen besitzt daher die Form: [504 


q, 29,...,2°9, P, 22+[Ky+f(a)]g. 
Nun aber ist: 
PP +tn)-r + trmeH+ + v,2’)q, 


also wird: 


d 
u tnat +90, 





so daß f(x) = Rx”+! gesetzt werden kann. . Wir werden zeigen, daß 
die Konstante R im allgemeinen ohne Beschränkung gleich Null ge- 
setzt werden kann. 
Wir setzen: 
Geyrlatı, den, 
woraus: 
| öy=ödy+L(r+l)aög, da’= dr; 
also kommt: 
gg, zg=ag,..„ag=arg, 
p=p+Lle+leg, 
zp+(Ky+ RetYg=ap+(Ky+[R+L(r+1—- K)lat!\g. 
Ist K verschieden von r + 1, so kann die Konstante Z derart gewählt 


werden, daß die Größe: R+L(r +1— K) gleich Null wird. Die ge- 
suchte Schar besitzt also die eine der beiden folgenden Formen: 








q q 
xq xq 
a”q , x’q 
p m 
zp+ Kyq zp + ir +1)y+ Ra’ti]e * 




















Ist im letzten Falle die Konstante R von Null verschieden, so kann 
sie ohne Beschränkung gleich 1 gesetzt werden. 


46. Es bleibt übrig, alle Scharen der Form: 
X9..,X,9 99 Pt MI 2P + nd 


zu bestimmen. 
Es bestehen 2r Relationen von der Form: 


on AX, 

X, 27 AR dr es Su, + 6% 
im AK y 
Be RE PD, .‘\,-+ 

X, ey RE Z4iL, + d,y, 


5* 
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woraus: 
dX - 9 ä 
X, =Y ( an: = 04 X,) +3 + he), 1505 
d X, 1 d 9 
A,na = Y (2 777 + Iq4,,X;) +3 Pre). 
i 


Nun aber finden wir durch Bildung der beiden Ausdrücke: (ya,p+nmd) 
(yq, xp +79) zwei Gleichungen der Form: 


2 
ee 


Y Se _.ın 0. dy. 


Setzen wir in ihnen die soeben gefundenen Werte von n, und n, ein, 
so ergibt sich, daß alle c, und d, gleich Null sind; und ebenso, daB > 
und ö gleich Null sind. 

Es bestehen daher 2r + 3 Gleichungen von der Form: 


0 PD ZInK0) 
(Kg, pP + 9) = 4,84, 
wo P+mD-IrXa 
vo, Pt) - ZI8:X0, 
P+mG DPD Ptmaty + ZIuRg. 


In der letzten Gleichung kann man überdies immer durch Einführung 
von: n, + Ay als neuem n, erreichen, daß A verschwindet. Hiernach 
steh&h die infinitesimalen Transformationen: X, PM pP +09 
in derselben gegenseitigen Beziehung wie in der vorangehenden Nummer. 
Und wir erkennen daher wie damals, daß wir ohne Beschränkung 
setzen können: 


(30 PHFNMND) = Cı Kult + %3-1%-19; 
(X,9, 2P +9) = dad rt‘ + d,, 2 Kr: 


Setzen wir überdies X, = 1, so kommt: 


on 
eh N - f(x), 


und durch Bildung des Ausdrucks: (yg, p + n,g9) ergibt sich, daß f(x) 
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ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. In entsprechender 
Weise ergibt sich, daß: 

| H -K, m Ky+ Fa) [506 
ist. Dabei kann K und F (2) ohne Beschränkung gleich Null gesetzt 
werden. Endlich erkennt man wie in der vorangehenden Nummer, daß: 


2er (Gap — yr-1 
0 ea.) Ne 


» 


gesetzt werden kann. Die gesuchte Schar hat daher die Form: 


989... 09, Y9, P, ©p. 
Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz: 


Satz 23. Wenn die infinitesimalen Transformationen: 


ME SRG DENU 22 erg 


paarweise in der bekannten beziehung stehen, so können dieselben eine 
der folgenden Formen erhalten: 


















































q 
p q > 
y’q = 
p pP r 
p 
ap+q ze 
| xp + Kygq 
q 
q ns 
xq 
wg 
”q yq 
= p 
zp+le+l)y+@tg nn 




















4%. Es ist nun hinterher leicht, zu verifizieren, daß eine 
jede unter diesen Scharen eine Gruppe endlicher Transfor- 
mationen liefert. 

Die vierte Schar gibt zum Beispiel die Gruppe: 


[4 v 
y ayıtatgct--+a,,,%, T=as+qa,,: 


70 I. Theorie der Transformationsgruppen, I. Ann. XVI, 1880 


Die fünfte Schar liefert die Gruppe: 
y- er+Da, + ert+rDagzttiıL A, + ae Gr, m etx 1 A, 


mit den Parametern a,, a, a,, ....., a Die letzte Schar endlich 


liefert die Gruppe: 


r+1° 


y-ay+ta+%z +: +4,07, z=bxi+b, 


mit den Parametern a, a, ..., @,,1, d, b.. 


$ 16. Gruppen, bei denen die Kurven einer Schar: p(x, y) =« [507 
dreigliedrig transformiert werden. 


Wir bestimmen jetzt alle Gruppen, welche die Kurven einer Schar: 
p(x,y) = a dreigliedrig- transformieren. Nach den Entwicklungen des 
letzten Paragraphen sind hierbei sechs verschiedene Fälle zu berück- 
sichtigen, die sich durch die nachstehenden Betrachtungen rasch erledigen. 


48. Alle Gruppen der Form: p, xp, ©’p + ng sind bestimmt durch 


die Gleichungen: 
on 


er 


0x 2 


sodaß wir nur die Gruppe: p, xp, x?p erhalten. 
Alle Gruppen der Form: 


p, pp ty, Pptngd 


sind bestimmt durch die Gleichungen: 


woraus folgt, daß 7 die Form: 2x2y + By? besitzt. Man findet daher 
die drei Transformationen: 


p, zp+yq, ap +(22y+ Byd)g'). 
Alle Gruppen der Form: 
9, 99, Ya, m, am, ap+ng 


sind bestimmt durch die Gleichungen: 


se 
2 
Ya =b,+bd,y+ by, 


welche zeigen, daß gleich Null gesetzt werden kann. 





1) Ist B Z 0, so kann. B ohne wesentliche Beschränkung gleich 1 gesetzt 
werden. 


$ 15, 16; Nr. 4—49. Die Kurven: =. dreigl. transf. 
Alle Gruppen der Form: 


9, 29, &g, ..., %g, 9 2p-+ Kyg, &r ng 
befriedigen die Gleichungen: 


on ‚=: 0n > 
EI ze a zur 2Ky, 


woraus folgt, daß: 
n=Ly+ Mx+!+2Kxy 


gesetzt werden kann. Ferner ist: 
(ep + Kyg, op +n)=ep+ng+ Ehe, 
Me K)-0, L=0. 


woraus: 


Ferner ist: 
(2"g,0’p + ng) = Zo,.g, 


2K=r 
ist. Wenn daher r 20 ist, so erhält man die Schar: 
9, &9, ..., 29, p, 2Zup + ryg, Ap + rayg. 


Ist dagegen r=(), so erhält man die Schar: 


woraus folgt, daß: 


gq,», xp, ap + Mxag, 


il: 


[508 


und da die Hypothese: M= 0 nichts neues liefert, so können wir 
M=]1 setzen. Führen’ wir sodann e’ als neues y ein, so erhalten wir 


die infinitesimalen Transformationen: 


yq, p, xp, ap + xyg, 
die sämtlich lineare Transformationen sind. 
49. Zur Bestimmung aller Scharen der Form: 
9,29, :.., 0,9, pp +[lr+Ydy+rt'je, Ap+ng 
haben wir zunächst die Gleichungen: 


entnet tn, 
= =2(r+D)y+20t'+ Zu, 
woraus: 
n=2(r +1)ay-+ a Ma’*+!+ Ny. 


Substituieren wir diesen Wert in die Bedingungsgleichung: 


(ap tn, Fr td tngdat+ zig, 


so ergibt sich, daß r gleich — 1 sein müßte, was indes absurd ist. 
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50. Endlich suchen wir die allgemeinste Schar der Form: 


9, 29, -:,.@°Q, 99, PD, &p, pP + ng: 
Die Größe n befriedigt drei Gleichungen der Form: 


n 


en 


Er = 200" 0y, 
on De 
ee zZ, + Py, 


= - n= yet r9, 
woraus sich ergibt, daß n = Dy« ist. Und durch Anwendung der [509 
Operation x”q findet man, daß B=r ist. Die gesuchte Schar ist somit: 
05.20,...5220,V0,2, Sp, DD. ı rag. 
Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben den Satz: 


Satz 24. Wenn die infinitesimalen Transformationen: 7,9; :--, 1,4; 
p-+ 99, 2P + 919, @P+ 959 paarweise in der bekannten Beziehung 
stehen, so können sie immer eine der folgenden Formen erhalten: 
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zp xp 7 yq 2, 
a’p xp + (22y+ By?)g op + xyq 
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$ 17. Einige Gruppen, die keine Kurvenschar: (x, y) = «a invariant 
lassen. 

Gruppen in der Ebene, die keine Kurvenschar: p (x, y)= a invariant 
lassen, sind nach den Entwickelungen in $ 11 dadurch charakterisiert, 
daß ihre infinitesimalen Transformationen erster Ordnung entweder die 
Form: 


PP +", Yy-Yy)Pp+,(a-2)g+ Wat; 
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oder die Form: 
(-20)P - Y—-Y)at, (a2) +, y-Y)P + 


besitzen. In diesem Paragraphen bestimmen wir alle derartigen Grup- 
pen, die in der Umgebung des arbiträren Punktes x,,%, nicht allein 
Transformationen erster Ordnung, sondern zugleich Transforma- 
tionen höherer Ordnung besitzen. 

5l. Die gesuchten Gruppen haben jedenfalls drei Transformationen 
erster Ordnung der Form: 


pP - WW t N, ag +, W-WPHt 


außerdem sollen sie Transformationen höherer Ordnung enthalten. [510 
Sei s die Maximalordnung einer solchen Transformation. Wir werden 
zeigen, daß s gleich 2 sein muß. 

Tat: &p + ng eine infinitesimale Transformation s-ter Ordnung, so 
muß jedenfalls die eine der Größen & und n, zum Beispiel &, von s-ter 
Ordnung sein. Wir können daher setzen: 


ip tn = Pr Dal y-ytngdt, 


und dabei sind die Koeffizienten: «,,...., &,, &, nicht sämtlich gleich Null. 
Wir bilden den Ausdruck: 
(e-a)g + ,5p tn = 
= y 230. Maar yo tmgte 
der bekanntlich (Satz 9) eine infinitesimale Transformation s-ter Ord- 


nung der Gruppe darstellt. Aus der gefundenen Transformation: &8P + 7,9 
kann man durch Bildung des Ausdrucks: 


(2194, 8p+mN 


wiederum eine neue infinitesimale Transformation s-ter Ordnung her- 
leiten, und so weiter. Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man 
schließlich eine Transformation s-ter Ordnung: 


(@e-20+,@- 2 y-yRr te )Ptndt 6, 
deren & das Glied: («— x,)* enthält. 


Indem wir nun weiter gehen, setzen wir, um die Formeln ab- 
zukürzen: 


Hd, %=d, 


was darauf hinauskommt, daß wir den Anfangspunkt in einen Punkt 
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allgemeiner Lage verlegen. Sodann bilden wir die infinitesimale Trans- 
formation: 


(ep —yq 2 ..., (x + a yr+ ...)p + 7nd+ ..), 
die die Form: 
(s-De+s—2e —- Da, ey +. )ptngt—=H 


besitzt. Es gibt daher immer eine Transformation s-ter Ordnung, näm- 


lieh H— (s—20-1)@, welche die Form: 
Die erg 


besitzt. In derselben Weise erkennen wir die Existenz einer Transfor- 
mation der Form: 


a A ie 


und so weiter; und schließlich finden wir eine in der Gruppe enthal- 
tene infinitesimale Transformation s-ter Ordnung: 


ZB ENT 


deren & nur ein Glied s-ter Ordnung, nämlich x° enthält. 
In Nummer 26 sahen wir, daß die gesuchte Gruppe immer [511 
zwei unabhängige Transformationen nullter Ordnung: 


DB, 7 Ba 


enthält. Also enthält .sie zugleich die Transformation (s— 1)-ter Ord- 
nung: (P+:--,2°p+nqg-+ :--), welche die Form: 


PD NIE 


besitzt. Sie enthält ferner die Transformation: 


Cd na a a en 


deren Ordnung gleich 2s — 2 ist. Also erkennen wir, daß die Zahl 
25 — 2 jedenfalls nieht größer als s ist, das heißt, daß: 


22 
ist; und wir erhalten somit den Satz: 
Satz 25. Eine Gruppe, die keine Kurvenschar: p(x,y) = a in- 


variant läßt, enthält ın der Umgebung eines Punktes allgemeiner Lage 
keine infinitesimale Transformation, deren Ordnung größer als 2 ist. 
52. Es ist nun nicht schwierig, die Anzahl und Form aller infini- 
tesimalen Transformationen zweiter Ordnung zu bestimmen, sofern 
solche Transformationen, wie wir annehmen, wirklich vorhanden sind. 
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Es gibt, fanden wir, jedenfalls eine Transformation der Form: 
ep +(a®r+Bay+y at =G, 
und also findet man durch Bildung des Ausdrucks (xp — yat-- ‚G) 


die Transformation: 


ep + Bar+ßBay—yy)gat —=K, 
wie auch die Transformation: 

(ea —yy)g+=+K-O)=L. 
Es ist: 
und: 


@ 4,2 2yayyı  )= por 
Ferner ist: (yayg + ,y@®q+.)=—y’X®g+:--, sodaß y gleich 
Null sein muß. Hiermit erhält Z die Form «x?q + ---. Nun ist: 


(eg + :-:, yp+ .) = a(2?p — 2xcyg) SRH 


und: 
gt ,e@®p —2xy)+:)=—Aurg +, 


sodaß « gleich Null ist. Die infinitesimale Transformation @ hat da- 
her die Form: 


G=ıp+Bßaygt+ 
Zur Bestimmung von ß bilden wir die Transformation: 
.We+,)-@—-Dayp+ßyat-- —H, 
wie auch die Transformation: 
(G,H)-B-1)@-Maryp+ B-N2Baygt--, [se 
welche zeigt, daß: 
Be D)@—PA"0, A 1)2Be0 
ist, daß also 8 gleich 1 sein muß. 
Hiermit ist gezeigt, daß die gesuchte Gruppe zwei infinitesimale 
Transformationen zweiter Ordnung der Form: 
ptaygt,ayptyiat 
enthalten muß. Gibt es weitere Transformationen zweiter Ordnung: 
(at+baytey)p+(en+ßaytyy)at=Ur-, 
so muß: 
(ep + xyg, U)=0, (ayp + y’g, U) = 0 


sein. Nun aber ist: 


ayp+yg=- (ap + xy); 
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also ist zugleich: 


(2’p +xyg, U) = Ö, (£, 0) ze 0, 


so daß U eine Funktion der beiden Größen: 2&?’p + xyg und y:x sein 
muß. Und da U eine ganze Funktion zweiter Ordnung von X und y 
ist, so besitzt U die Form: 


 Ala®p + xyg) + Blayp + y’q), 


was -wieder heißt, daß die Gruppe nur die beiden früher gefundenen 
Transformationen zweiter Ordnung enthält. | 

Die Gruppe enthält infolgedessen nachstehende infinitesimale Trans- 
formation erster Ordnung: 


Pre, @aptaygt)—2eptygt 


und außerdem die Transformationen: 
ADS War gr m, 


was darauf hinauskommt, daß sie vier unabhängige Transformationen 
erster Ordnung enthält. So folgt: 


Satz 26. Wenn die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe, 
die keine Kurvenschar: p(x,y) = a invariant läßt, nicht sämtlich von 
nullter und erster Ordnung sind, so haben dieselben die Form: 

Pte ,gte sap te, ypt sagte ,9gte; 
ptaygt,ayptygat.- 

53. Wir werden jetzt die zwischen den acht gefundenen infini- 
tesimalen Transformationen stattfindenden Relationen bestimmen. 

Es ist zunächst klar, daß die neun folgenden Relationen bestehen: 
ptay tt ,ayp+tyat)=d, [513 
pres ptaygt)=Rpteygt, 
pt ,ayptyat+)=0, 

Wet, p tzygt+)=0, 

wet ,ayptyat)=-ayp+t Part, 
(&q +: ,2°p +ayg +. )=0, | 

at ,ayptygt)=ep taygt, 
Wr, aptaygt+)=aptyat-, 
ypt.,.yp+tYPqa + )-0. 


Er 
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Es bestehen ferner Relationen der Form: 


(ep + 
(ep + 


(yg+- 
Dr: 
(yg+-- 


(2g + 


,yg+)= A,(@ptayg+t)+B(ayp+y®a+t-), 
ee et ) 
2,24) gt) + Asl )+B;( ), 
De ea Ir Bil ) 
,yp+)=(yp+:-)+ As( )+B;( iR 
,ypte)=lap—ygt-)+ Al )+ Bil ) 


wo die A, und 5, unbekannte Konstanten sind. 
Um diese Gleichungen zu vereinfachen, setzen wir: 


pt lat) tar teyıt)+hlyp+ at), 
yaız =Wwar ta It Bi » 
ee u It Bst ) 
re a una I+ Bil ) 


und führen sodann diese Größen als infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung ein. Setzen wir der Kürze wegen: 


eptaygt =, 2yptygt—S 
so kommt: | 
(EP +, ydHt-)- (A+%)%+(B,— Pı)S%, 
@pP+.,Xd+)=-@dt)+ A B)dıt (kB Br)85, 
(Yyd+ er gt. )=-— (Ed+.-)+ (A; 0.88 + (B; +2P,)S, 
@p+ ee yp+)=-YP+) + (At 2) + Ba + B)8, 
WI 3 yp+ )=WpP+.)+ (4-9 + (B— a), 
dr ,yp+)-@ pP yet) +ArtrtA- ut) + 


+(B-%- ft B)%- 


Hier können wir immer annehmen, daß die «, und ß, derart gewählt 


‚sind, daß: 


A+o%=0, B-P=09, [514 


B—Pß,=V0, 


A+%,—-=0, | 


B,-v+hı=d, 


4,— 0, =0 
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ist. Und also können wir ohne Beschränkung annehmen, daß Gleichun- 
gen der Form: 

Ge er 

@p+.,2ar.)=-@gt.)r As 

wat .20r.)=- aut )t BB, 

(dp + ,yPp+)=—-WPp+)+ 48, 

wat, ypt)=Wwpt)+ DB; 
(aa + ,yp+)=(ap—ygat)+ASı+ Bd: 
bestehen. 

Wir werden zeigen, daß die noch übrig gebliebenen Größen A,, B, 


sämtlich gleich Null sein müssen. 
Hierzu bilden wir die Jacobische Identität: 


0- (ap + :,ya + )aga +) +lwga+,2g4+: ap +. )+ 
@ ap. 
woraus durch Einsetzung der obenstehenden Werte: 
ra) Wr. 
und schließlich: 
(2a+)+49-@g0+.)+B%=V0, 


sodaß A, und B, gleich Null sind. Dementsprechend finden wir, wenn 
wir die Jacobische Identität auf die drei Größen: @p +---,yq-+: > 
yp+ ::: anwenden, daß A, und D, gleich Null sein müssen. 

Wir bilden die Identität: 


| pr a 3) 5 
woraus: 


AS + Wr ,agt)+t@gt+ re, yp+)—=0, 


sodaß A, gleich Null ist. Dementsprechend erkennen wir, indem wir 
dieselbe Identität auf: zg + ---, yp+:-- und yq + --- anwenden, daß 
auch BD, gleich Null ist. Hiermit ist nachgewiesen, daß alle 
A,, B, gleich Null sind. | 

Jetzt bleibt übrig, die zwischen + --- und g + --- und den übri- 
gen Transformationen bestehenden Relationen auf ihre einfachste Form 
zu bringen. 

Es bestehen zunächst Gleichungen der Form: 


pr ,wptzyg+)=2(@pH+-)+lWa+)+ASı +428,, [815 
wo, alla = (yp+)+B8,+B38,. 
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Wir führen eine Transformation der Form: 


pP+tel@p+.-)rtß@a+t )trWp+ )+iWwg+-) 


als neues: p + --- ein und können dabei immer die Konstanten: «, ß, 
y, ö6 derart wählen, daß die beiden letzten Bedingungsgleichungen die 
einfache Form: 


mr 29H) ) gr), 
a 
erhalten. Dementsprechend ist es möglich, die Transformation: g+:- - 
derart zu wählen, daß: 
+. „aD +2 + )=-zUHr:., 
VB a 2 de nl ne C2 Din a er AL En 


wird. 
Es besteht ferner eine Relation der Form: 
D+ +) Rt) + elap+ + Bp+ + rg +) 
+ 8a +) + us + v8; 
wir bilden die Gleichung: | 
(+2 + let Stern) =, 
woraus: 


(+, Pr) EHI, 
es, + ßS=0, 


oder: 


sodaß &« und ß gleich Null sind. Wenn man andererseits die Jacobische 
Identität auf die Größen: p+---,2p +: und S, anwendet, so er- 
kennt man, daß y und Ö gleich Null sind. Also kommt: 


Pr ar )- pt. rast ad. 


Durch ganz analoge Rechnungen findet man Gleichungen der Form: 


+ .„yp+:..)=- v8, + Vods, 

er un dr 8, + 085, 

P+. „294. )=-l+t.) HS + Ped- 
Indem wir hier eine zweckmäßige Größe der Form: (p+-)+48, +19 
als neues: p +--- einführen, erreichen wir, daß u, und u, verschwinden. 
Indem wir sodann die Jacobische Identität auf: p+-:.,2p+'",, 
yp+:+-, und auf: p+---,yq+:--, 2p +: anwenden, erkennen 
wir, dB, = 1-1, =a,-=0 ist. Also ist: 

Bu, 0 
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Ganz analoge Überlegungen zeigen, daß die infinitesimale [516 
Transformation: 9 +: derart gewählt werden kann, daß: 


Ce ee a ler Ne 
(d+-..,2pP+:.)=V, +. ,yp+)=(p+)+NMS + PS 


wird. Indem wir endlich die Jacobische Identität auf:p +: ,2q +", 
yq + :-- anwenden, erkennen wir, daß ß, = ß,; = und: 


ist; eine analoge Rechnung zeigt, daß: 
(+: ,yp+. )=p+t: 
ıst. | 
Jetzt müssen wir nur noch den Ausdruck: (p +: -,q +: :) be- 
rechnen. Es besteht eine Gleichung der Form: 


Wrandgdt  )SAQT )iBQr: )rCr. ), 
+D@g+ )+Ewp+)+FWwge+ )+68, + HS. 


Wenn man die Jacobische Identität zuerst auf: p+---,9+:--,8,, 
sodann auf: 9P+---,9+::--,8, und endlich auf: p+---,q+:--, 
&p +: anwendet, so erkennt man, daß: | 
(p+..,,q+..)=0 
ıst. 

Die Ergebnisse dieser Nummer lassen sich zu dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 

Satz 27. Die zwischen den acht infinitesimalen Transformationen: 


pp Fzyg ti, ap tydr:-- 


bestehenden Relationen stimmen hinsichtlich ihrer Form genau mit den 
zwischen den acht linearen infinitesimalen Transformationen: 


P, 9, 29, yD, 2q, yq, @®p + xyg, cyp + Y’q 


bestehenden Helationen überein. 

54. Es ist nun äußerst leicht, die gefundenen acht infinitesimalen 
Transformationen durch Einführung von zweckmäßigen unabhängigen 
Variablen x’, y' auf eine einfache kanonische Form zu bringen. Hierzu 
brauchen wir den folgenden Hilfssatz: 

Satz 28. Stehen die drei infinitesimalen Transformationen: A, (f), 


A,(f) und A,(f), wo: 
A(fM)=5P+n4 
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ist, paarweise in der Beziehung: (A,A,) = 0, und sind dabei: A,(f) = 0 
und: A,(f) =) unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen, so 
besteht eine Gleichung der Form: A,(f)=cA,(f) +%4A,(f), wobei 


€, und c, Konstanten sind. 


Um diesen Satz zu beweisen, bringen wir die A,(f) durch Ein- 
führung zweckmäßiger Variablen x’ und y’ auf die Form: 


4, (f) -=p, 4, (f) BR g, A; (f) Dr; Ep: ns m: [517 
dabei ist: 
Ele, In a 
Ra ee. DE, 


sodaß wirklich: 
- 4(f)=ar tod =aA(f)+RA,(f) 


Die in den vorangehenden Nummern dieses Paragraphen betrach- 
teten infinitesimalen Transformationen: 9+---, 9 +:-:, stehen in der 
Beziehung: (p+:--',q+::')=0, und dabei sind die linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen: 


ist. 


offenbar unabhängig, da sie bei der Substitution: «= 0, y= 0 beziehungs- 


weise in: 2=() und g= (0 übergehen. Daher können wir immer solche 
Variable x’ und y’ wählen, daß p+--- und g+--- die Form: 


Rn a 
erhalten. Zur Bestimmung der Größe: 
24. =Ep+tngd 
 ın den neuen Variabeln benutzen wir die Relationen: 
VE a a ee 
oder die äquivalenten: 


(et) 0, (eat): 


Setzen wir hier: 
rg - irrt ng, 
Gere), beiten) =td, 
woraus (Satz 28) folgt, daß &p’+n'g’ die Form: c,p’ + c,g’ besitzt. 
Also ist: 


so kommt: 


29+: = ad +aP +6q4 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 6 
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Durch ganz analoge Rechnungen findet man, daß: 


ap+ ap td + dd, 

yp+::=yp+teap+t699 

yga+t=yietrhethe); 
eptrayat ep teygd+gPp + gg, 
ayp+Yyat-=-eypyt+ty’dtrkhp tkg 


ist. Und dabei ist es nicht notwendig, die Konstanten c, d, e, f, g, k 
näher zu bestimmen. Denn es ist bekannt, daß die infinitesimalen 
Transformationen: p, 9, 29, xp, yp, yq, ep + xyg, zyp+ y’q eben 
die infinitesimalen Transformationen der allgemeinen lineargebrochenen 
Gruppe sind. ; 

Hiermit erhalten wir den folgenden fundamentalen Satz: [518. 

Satz 29. Wenn eine Gruppe keine Kurvenschar: p(x, y) = a in- 
voriant läßt und wenn sie dabei in der Umgebung eines Punktes all- 
gemeiner Lage nicht allein infinitesimale Transformationen nullter und 
erster Ordnung, sondern zugleich Transformationen höherer Ordnung ent- 
hält, so geht sie durch Einführung von zweckmäßigen Variabeln in die 
allgemeine lineargebrochene Gruppe der Ebene über. 


$ 18. Bestimmung aller Gruppen, die keine Kurvenschar: Yy(X,y)=«@ 
invariant lassen. 


Es bleibt jetzt nur noch übrig, alle Gruppen, deren infinitesimale 
Transformationen entweder die Form: 


pi. ol on ae 
oder die Form: 
| P+--.,g+--, 29 +.-,yp4+- ,p—ya+t--- 
besitzen, zu bestimmen. Diese Gruppen haben entweder sechs 


oder fünf Parameter. 


55. Zur Abkürzung der Formeln setzen wir: 


ee ee 
Dt 


und fassen dabei zum Beispiel das Symbol X P nicht etwa als das Pro- 
dukt zweier Größen X und P, sondern als ein irreduktibles Sym- 
bol auf. Es handelt sich zunächst darum, die zwischen diesen sechs 
infinitesimalen Transformationen bestehenden Relationen auf ihre ein- 


fachste Form zu bringen. 
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Zwischen den vier infinitesimalen Transformationen erster Ordnung 
bestehen offenbar die folgenden Relationen: 


Be ee) 
| SOAXT DZ 2 AD SE SION 
RORXPIIVerIL ar 2 9-2 Fo XerrOV—-0. 


Um die Formeln zu vereinfachen, bezeichnen wir die Größe 
XP+YRQ mit U, und die drei Größen XQ, YP und XP -—- YQ mit 
dem gemeinsamen Symbole 7. Es bestehen dann Relationen der Form: 

(P,XQ)= Q+zı,T, +17, 
(P,XP-YQ)= P+ZuT,+uU, 
(P,, Y„P- ZvT,+vÜ, 
(9, XQ) = Zu1,+0U, 
(9 AP- YQ)-—- Q+ZBT,+BU, 
(9, YP)= P+2y,T,+PUV. 


Wir führen nun Transformationen von der Form: Q) +80, P+6U [519 
als neue: g-+--- und 9 +--- ein. In dieser Weise erkennen wir, daß 
iA und y ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden können. Wir 
bilden ferner die Gleichung: | 

(PAR, XQXP—- YO) —-2(XQ,P)-(P,XQO)+2T=0, 
woraus: 


AP YO) +(PXQ+r2T=0, 
sodaß 8 gleich Null ist. Dementsprechend ist zugleich u gleich Null. 
Bilden wir endlich die Gleichung: | 
(P,R,XP- YQYP)—-2(YP,P)A+2T=(, 
so kommt eine Gleichung der Form: 
s(P,YPA+ZT=0, 
sodaß v gleich Null ist. Dementsprechend ist auch « gleich Null. 
In den beiden Gleichungen: | 
(9, XQ) = „XQ+9,(XP-YQ)+aYP, 
(,XP- YQ)=--Q@+AXQ+B(XP-YQ)+BYE 
können nunmehr die «, und ß,, wie jetzt gezeigt werden soll, ohne Be- 
schränkung gleich Null gesetzt werden. 


Zu diesem Zwecke führen wir, indem wir mit A, B, C unbekannte 
Konstanten bezeichnen, die Größe: 


"Q+4XQ0+B(XP—-YQ)+CYP 
rs 6* 
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als neues: g-+--- ein. Hierdurch können wir erreichen, daß: 
we) 
werden. Sodann bilden wir die Identität: 
(9, ZI XP—- YQ)—-2(XQ,Q)+(XP-TYQ,OXQ)-0, 
oder ausgeführt: | 
5,YP—- 28, XQ+ß(XP- YQ)=0, | 
woraus hervorgeht, daß «,, ß, und ß, gleich Null sind. Also kommt: 
BAN-VG X IQ) 


Fernere Konstantenbestimmungen erhalten wir auf folgende Weise. 
Es besteht eine Relation der Form: 


9, 7ZP-P+a,X% +0(XP—- YQ)+wYP, 


und dabei ist es erlaubt, die rechte Seite dieser Gleichung als neues P 
einzuführen. Also wird: 


Wir bilden ferner die Identität: 
(9, „PD XQ)+(FQ—-XP,Q)=0, 


woraus folgt, daß: 


ist. Ebenso bilden wir die Identität: 
(WIDER Yy9)r2r7BR VW, rYD-) [520 


und erhalten so die Gleichung: 
BXP Yosr 
Um in der Gleichung: 
(P,YP)=b,XQ+b,(XP—- YQ)+0,YP 
die Konstanten zu berechnen, bilden wir die Identität: 
@YDxpeyo :avrep ed) 
und erkennen hierdurch, daß: 


(P,YP)=0 


ist. 
Es besteht endlich eine Gleichung der Form: 


(P,XP+YQ)=P+«.XQ0 +0(XP-YQ)+,YP+c(XP+YVB®), 
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und wenn wir die Identität: 
(P,RXP+YWVXP— YQ)-(P,XP+YQ)=-0 
bilden, erkennen wir, daß: 
(P,XP+ YQ)=P 
ist. Dementsprechend ist: 
XP IV)=Q. 

Jetzt bleibt nur noch übrig, den Ausdruck: 
(P,Q)=aP+ßQ+yXQ+8YP+e(XP—-YQ)+Y9(XP+YoQ) 
zu berechnen. Die Identitäten: 

(B,QXP- YQ)=0, 
(P,QXP)— (PQ)=0 


ist. Hiermit ist nachgewiesen, daß die sechs infinitesimalen 
Transformationen: P, 9, XQ.,YP, XP, YQ paarweise in der- 
selben Beziehung wie die linearen infinitesimalen Trans- 
formationen: p, 9, 29, yP, <P, yq stehen. 

56. Da P und @ in der Beziehung: (P, Q)= 0 stehen und dabei 
in der Umgebung des Anfangspunktes unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen nullter Ordnung sind, so können wir immer (Satz 28) die 
Variabeln x und %y derart wählen, daß: 


P=»,0=4q 


wird. Hierdurch erhalten die übrigen Transformationen (siehe Num- 
mer 54) die Form: 


zeigen, daß: 


XP=ap+aP+ Pig, 
AQd=24+@p + Pßg, 
YP=yp+@p+Bß9; 
YYo=ya+tap+Bıg, 
und es ist also der folgende Satz erwiesen: [521 


Satz 30. Enthält eine Gruppe, die keine Kurvenschar: p (x, y) = a 
invariant läßt, sechs Parameter, so kann sie durch Einführung zweck- 
mäßiger Variabeln die lineare Form: 


“=as+by+c, Y-axz+Pßy+Y 
erhalten. 
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57. Es ist jetzt leicht, alle Gruppen, deren infinitesimale Trans- 
formationen die Form: 


pt =P, +0, 
24+:=XQ, ap yg+ = XP-YQ, yp+.--=YP 


besitzen, zu bestimmen. 
Die drei Transformationen erster Ordnung erfüllen die Gleichungen: 


(XQ, YD=-XP-YQ, 
(XQ, xP- YQQ=-2XQ, (YP,XP- YQ)=2YP. 


Bezeichnen wir XQ, XP — YO, YP mit dem gemeinsamen Symbole 7", 
so bestehen sechs Relationen der Form: 


(P,XQ- Q+24T,, 
(P,XP-YQ=- P+ZuT, 
(2 rP, 2» T, 
(9, XQ) = Za,T,, 
(9, P-IQ)=-- 0+2Z6T,, 
9,7P)=- PrzZyuD, 


und zwar können wir (Nummer 55) ohne Beschränkung annehmen, daß 
diese Gleichungen die noch einfachere Form: 


(P,XQ)= 9, (B.XP- YQ)-P,(B,YD=0, 


besitzen. 
Es ist: 


(P,Q)=«P+ßQ@+yXQ+5(XP-YQ)+eYP, 
und dabei zeigen die Identitäten: 
daß die Konstanten sämtlich gleich Null sind, und daß daher: 


ist. So folgt: 


Satz 31. Eine Gruppe mit fünf Parametern, die keine Kurven- 
schar: p (x, y) = a invariant läßt, erhält durch Einführung zweckmäßiger 
Variabeln x und y die Form: 


z=arx+by+ta, Y=cy+dzs+Bß (ace-ba=1). [522 
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Indem wir die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen zusammen- 
fassen, erhalten wir das folgende Theorem: 


Satz 32. Läßt eine Gruppe in der Ebene keine Kurvenschar: 
p(xX, y) = a invariant, so enthält sie entweder acht oder sechs oder fünf 
Parameter. Durch Einführung von zweckmäßigen Variabeln geht sie in 
‚eine lineare Gruppe über, und zwar entweder in die allgemeine lineare 
‚oder in eine sechsgliedrige oder endlich in eine fünfgliedrige Untergruppe 
der allgemeinen linearen Gruppe.') 


$ 19. Aufzählung aller Gruppen in der Ebene. 


Alle Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene ordnen sich 
naturgemäß in fünf Klassen, nämlich 1. solche, die keine Schar: p(z, y) = a 
invarlant lassen, 2. solche, die eine und nur eine Schar: = invariant 
lassen, 3. solche, die zwei und nur zwei Scharen: 9=.« invariant lassen, 
4. solche, die einfach unendlich viele Scharen invariant lassen, 5. solche, 
die 00” Scharen invariant lassen. 


58. Wenn eine Schar: g=a eine infinitesimale Transformation, 
‚etwa die Translation q, gestattet, so sind zwei Fälle denkbar. Ent- 
weder gestattet jede Kurve der Schar die Transformation g, oder auch 
q vertauscht die Kurven der Schar unter sich. Im ersten Falle be- 
steht die Schar aus den Geraden: x = Üonst.; im zweiten Falle hat 
sie die Gleichungsform: 


y+fl&)=% = Const., 


wobei A eine arbiträre Konstante bezeichnet. 
Gestattet eine Schar die beiden Transformationen: q und X(x)g, 
so hat sie jedenfalls eine der Formen: 


y+fla)=A; x = Üonst,, 
und da der Ausdruck: 


X (a) Er yrrf@) = X“) 


keine Funktion von y+ f(x) ist, so erkennen wir, daß x = Const. 
die einzige Schar ist, die die beiden Transformationen q [523 
und Xg gestattet. 





1) Dieser Satz dehnt sich auf n Dimensionen aus. In meiner nächsten Ab- 
handlung über Transformationsgruppen hoffe ich einen strengen Beweis dieser 
Verallgemeinerung geben zu können. 
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Gestattet eine Schar die beiden Transformationen: q und yq, so hat 
sie ebenso die eine der Formen: 


y+f@a)=4; v4, 


und da die Größe y nur, wenn f(x) = Const. ist, eine Funktion von 
y-+f(«) ist, so erkennen wir, daß: «= Const. und y== Öonst. die 
einzigen Scharen sind, die die beiden Transformationen: g und 
yq gestatten. 

Gestattet eine Schar die Transformationen: q und p, so hat sie 
wiederum entweder die Form: x = Const., oder die Form: y + f(x) = 4. 
Und da im letzten Falle die Größe f’(x) keine Funktion von y + f(x) 
sein kann, ausgenommen, wenn sie eine Konstante ist, so schließen 
wir, daß die Schar: ay+bx=4 mit dem arbiträren Parameter 
a:b die allgemeinste ist, welche die Transformationen p undg 
gestattet. 

59. Indem wir nunmehr diese Überlegungen auf alle früher be- 
stimmten Gruppen anwenden, erhalten wir die folgende erschöpfende 
Klassifikation aller Gruppen der Ebene. 


A) Gruppen, die keine Schar: p(z,y) = «a invariant lassen: 
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Diese Gruppen sind sämtlich lineare Gruppen. 


B) Gruppen, die nur eine Schar invariant lassen: 





















































q q q q q p 
X,q X,q X,q X,q xq zp +yq 
X,q X,g X,q X,gq ag 

yq p+eyq yq p 
p zp+ Kyq 




















8 19; Nr. 58, 59. 





q 
xq 
ag 
p 





Pr + Hy Hr tt]g 














zap+tryg 
ap +rzyg 








Es wird vorausgesetzt, daß die Zahl r größer als Null ist. 








Aufzählung aller Gruppen der Ebene 
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der Gruppe 7 kann r zugleich Null sein. 


Nur ın 


C) Gruppen, die zwei und nur zwei Scharen invariant 
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Die letzte Gruppe ist eine neue Form der früher gefundenen Gruppe: 
p, pp +yq, @p+(2xy-+ y’)gq. In der vorletzten Gruppe darf die 
Konstante K nicht gleich 1 sein. Alle hierher gehörigen Gruppen sind 
Untergruppen der sechsgliedrigen Gruppe: q, yq, y?q, p, xp, x’p, deren 
einfachstes geometrisches Bild, wie hier beiläufig bemerkt sei, der In- 
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begriff aller Punkttransformationen ist, die alle Kreise in Kreise um- 
wandeln. 


D) Gruppen, die einfach unendlich viele Scharen invariant 

















lassen: 
q q [525 
p+teyq p 
xp + yq 











E) Gruppen, die 00” Scharen invariant lassen. 


Eine solche Gruppe enthält nur eine einzige infinitesimale Trans- 
B 


$ 20. Allgemeine Betrachtungen. 


formation, etwa: 


60. Wie schon in der Einleitung gesagt, glaube ich, daß meine Theorie 
der Transformationsgruppen, deren erste Elemente in der vorangehen- 
den Abhandlung entwickelt sind, als eine neue Theorie zu betrachten 
ist, wenn sie gleich mit mehreren mathematischen Disziplinen, insbe- 
sondere mit der Galoischen Substitutionstheorie, mit der Geometrie 
und der modernen Mannigfaltigkeitslehre, mit der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen und endlich auch mit der Invariantentheorie viele 
Berührungspunkte besitzt. | 

Ich werde mir erlauben, meine Auffassung ee zu präzisieren. 
Zu diesem Zwecke bespreche ich hier alle mir bekannten älteren (vor 
1874 publizierten) Untersuchungen, die mit den meinigen mehr oder 
weniger verwandt sind.!) Gleichzeitig mache ich einige allgemeine Be- 
merkungen über die neuen Gedanken, die meinen Untersuchungen zu 
Grunde liegen. 

61. Abel bestimmt in seiner ersten Abhandlung in Crelles Journal 
die allgemeinste symmetrische Funktion F(x, y), die eine Relation von 
der Form: 


F(F@, 9,2) = Fa, Fi, 2) 


erfüllt. Dieses Problem ist ein spezieller Fall des einfachsten Problems 
in meiner Theorie. Denn die Aufgabe, die allgemeinste eingliedrige 





1) Da meine Kenntnis der mathematischen Literatur nur unvollkommen ist, 
muß ich befürchten, daß die Zitate des Textes unvollständig sind. Ich werde 
jede etwaige Berichtigung, die ich für meine späteren Publikationen über Trans- 
formationsgruppen verwerten könnte, mit Dank empfangen. 
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Gruppe einer einfäch ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu bestimmen, 
kommt darauf hinaus, die Funktionalgleichung: 


F(Fi, a,b) = F(x, p(a, b)) 


mit den unbekannten Funktionen F und p in allgemeinster Weise zu 
befriedigen. 

62. Mit der Substitutionstheorie!) ist meine Transformationstheorie 
genau verwandt. Die Analogie wie auch der Unterschied zwischen 
beiden Disziplinen beruht einerseits darauf, daß die Substitutionstheorie 
sich auf diskrete Mannigfaltigkeiten, die Transformationstheorie dagegen 
auf kontinuierliche Mannigfaltigkeiten bezieht, andererseits darauf, [526 
daß je zwei Operationen einer Substitutionsgruppe immer endlich ver- 
schieden sind, während die Operationen einer Transformationsgruppe 
von kontinuierlichen Parametern abhängen.?) 

63. In der Theorie der algebraischen Gleichungen spielt die Substitu- 
tionstheorie bekanntlich eine fundamentale Rolle. Dementsprechend wird 
die Theorie der Transformationsgruppen eine nicht unwichtige Rolle in 
der Theorie der Differentialgleichungen spielen. Und zwar hat meine 
Theorie Bedeutung nicht allein für solche Differentialgleichungen, die 
eine Transformationsgruppe gestatten, sondern überhaupt für beliebige 
Differentialgleichungen. Dies beruht wesentlich auf den folgenden Be- 
merkungen. 

Die Frage, ob eine vorgelegte Differentialgleichung: @ = 0 (oder ein 
System soleher Gleichungen) durch eine zweckmäßige Punkt- oder Be- 
rührungstransformation auf eine gewisse Form: = 0 gebracht werden 
kann, verlangt zu ihrer Erledigung in jedem einzelnen Falle nur 
solehe Operationen, die man in der Integralrechnung als ausführbar 
zu bezeichnen pflegt. Gestattet sowohl: = 0 wie: F=0 je eine 
Transformationsgruppe, so ist zunächst notwendig, daß die eine Gruppe 
in die andere Gruppe übergeführt werden kann. Hat man gefunden einer- 
seits, daß weder: ?—=0 noch: @=0 eine Transformationsgruppe gestattet, 
andererseits daß: @ = 0 auf die Form: F= (0 gebracht werden kann, so 
verlangt diese Überführung nur ausführbare Operationen. 

Gestattet eine Differentialgleichung oder ein System solcher Glei- 
chungen eine Transformationsgruppe, so dient dieser Umstand, wie ich 


1) Vgl. Camille Jordans Trait& des substitutions (Galois, Cauchy). 

2) An dieser Stelle habe ich C. Jordans Bestimmung aller Gruppen von 
Bewegungen zu nennen. Er betrachtet zwei Gruppen als äquivalent, wenn die eine 
in die andere durch eine orthogonale Transformation übergeführt werden kann. 
Bei meinen Untersuchungen werden dagegen zwei Gruppen als äqui- 
valent betrachtet, wenn die eine durch eine ganz beliebige analy- 
tische Transformation in die andere übergeführt werden kann. 
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schon gezeigt oder jedenfalls angedeutet habe, entweder zur Bestimmung 
des allgemeinen Integrals oder jedenfalls zur Auffindung gewisser aus- 
gezeichneter Klassen von Integralen.!) 


64. Daß meine Transformationstheorie mit der Invariantentheorie 
verwandt ist, beruht darauf, daß sie sich mit solchen Eigenschaften von 
Differentialgleichungen beschäftigt, die bei beliebigen Punkt- oder Be- 
rührungstransformationen ungeändert bleiben. Ich denke hierbei nicht 
alleinan die Öayley-Sylvestersche Invariantentheorie, sondern zugleich 
an die von Lipschitz und Christoffel angestellten (mir leider fast 
unbekannten) Untersuchungen über die Transformation von Differential- 
ausdrücken. 


65. Die Riemann-Helmholtzschen Untersuchungen über die [527 
Tatsachen, die der Geometrie zugrundeliegen, stehen in direktem Zusam- 
menhange mit der Theorie der Transformationsgruppen. Helmholtzs 
bekannte Note (Göttinger Nachrichten 1868, Nr. 9) beschäftigt sich in mei- 
ner Terminologie eben mit der Bestimmung einer gewissen sechsgliedrigen 
Gruppe eines dreifach ausgedehnten Raumes.?) Die Riemann-Helm- 
holtzschen Untersuchungen beschränken sich auf die metrische Geometrie. 
Die Theorie der Transformationsgruppen gibt unter anderm eine ähnliche 
eingehende Diskussion der projektivischen Geometrie eines n-fach 
ausgedehnten Raumes, wie ich bei einer anderen Gelegenheit näher nach- 
weisen werde. 


66. Die Geometrie beschäftigt sich bekanntlich häufig mit Transfor- 
mationsgruppen, so zum Beispiel mit der allgemeinen linearen Gruppe, mi‘; 
der orthogonalen Gruppe, mit der Gruppe aller konformen Transforma- 
tionen, und so weiter. In meinen ersten geometrischen Arbeiten betrach- 
tete ich einige neue Gruppen. In der Note: „Über die Reziprozitätsver- 
hältnisse des Reyeschen Komplexes“?) beschäftigte ich mich mit ‘der 
Gruppe aller Berührungstransformationen, die eine gewisse partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. O., die mit dem tetraedralen Linienkomplexe genau 
zusammenhängt, invariant lassen. Sodann untersuchte ich zusammen mit 
Klein, der seinerseits sich mit Anwendungen der Substitutionstheorie 
auf die Geometrie beschäftigt hatte, diejenigen Flächen, die durch zwei- 
fach unendlich viele permutable lineare Transformationen invariant blei- 





1) Die Transformationsgruppe einer vorgelegten Differentialgleichung kann 
unendlich viele Parameter enthalten. Andererseits ist [es] wichtig, zu bemerken, daß 
Differentialgleichungen Gruppen von unendlichdeutigen Transformationen ge- 
statten können. 

2) Klein verdanke ich die Kenntnis dieses Umständes wie auch der Note. 

3) Göttinger Nachrichten, Januar 1870 [d. Ausg. Bd. I, Abh. V]. 
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ben.t) Ferner bestimmte ich in einer Arbeit über Komplexe (Math. Ann. 
Bd. V [d. Ausg. Bd. II, Abh. I]) unter anderm eine wichtige neue Gruppe, 
nämlich den Inbegriff aller Berührungstransformationen, bei denen Krüm- 
mungslinien invariante Kurven sind; ich zeigte, daß diese Gruppe durch 
eine merkwürdige Berührungstransformation in die allgemeine projekti- 
vische Gruppe des Raumes umgewandelt werden kann. Endlich entwickelte 
Klein in der Programmschrift: „Vergleichende Betrachtungen über neuere 
geometrische Forschungen“?) die Auffassung, daß sich die Methoden in 
der Mathematik, insbesondere in der Geometrie, in vielfacher Hinsicht 
durch die Transformationsgruppe charakterisieren lassen, welche sie 
adjungieren, das. heißt, durch die Gruppe derjenigen Änderungen, 
welche, im Sinne der jedesmaligen Methode, als unwesentlich betrachtet 
werden. 

67. Bei Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen 1. O. 
bemerkte ich, daß die Formeln, die in dieser Disziplin auftreten, bei An- 
wendung des Begriffs der infinitesimalen Transformation einer be- 
merkenswerten begrifflichen Auffassung zugänglich werden. Ins- [528 
besondere steht das sogenannte Poisson-Jacobische Theorem, wie auch 
die bekannte Jacobische Identität, in genaustem Zusammenhange mit der 
Theorie der Zusammensetzung infinitesimaler Transformationen.°) Durch 
Verfolgung dieser Bemerkung kam ich zu dem überraschenden Resultate, 
daß alle Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit durch Einführung von zweckmäßigen Variabeln auf die lineare 
Form reduziert werden können, wie auch, daß die Bestimmung aller 
Gruppen einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch 
die Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
geleistet werden kann. Diese Entdeckung, deren erste Spuren auf 
Abel und Helmholtz zurückzuführen sind, ist der Ausgangspunkt 
meiner vieljährigen Untersuchungen über Transformationsgruppen ge- 
wesen. 

68. Meine erste Publikation über diesen Gegenstand (Göttinger Nach- 
richten 1874, Nr. 22 [d. Ausg. Bd. V, Abh. I]) enthält nicht allein ein 
Resume aller Resultate der gegenwärtigen Abhandlung, sondern zugleich 
die Bestimmung aller Gruppen von Berührungstransformationen einer 
Ebene, wie auch Andeutungen hinsichtlich der Anwendungen meiner 
Theorie auf Differentialgleichungen. Eine ausführlichere Redaktion mei- 





1) Comptes Rendus 1870, Math. Ann. IV [d. Ausg. Bd. I, Abh. VI, XIV]. 

2) Erlangen, 1872. 

3) Man trifft jetzt zuweilen die Auffassung: die berühmte Jacobische Iden- 
tität habe nur einen untergeordneten Wert. Hierzu möchte ich bemerken, daß 
diese Identität die analytische Grundlage meiner Transformationstheorie bildet. 
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ner wichtigsten Resultate gab ich sodann in fünf Abhandlungen!), die 
in dem norwegischen „Archiv for Mathematik og Naturvidenskab“, Bd. I, 
III und IV [d. Ausg. Bd.V, Abh. II— VI] gedruckt sind. An derselben Stelle 
gedenke ich, einerseits die Theorie eines n-fach ausgedehnten Raumes, 
insbesondere diejenige des gewöhnlichen zu entwickeln, andererseits An- 
wendungen meiner Theorie auf Differentialgleichungen zu machen. Eine 
erste solche Anwendung gab ich bereits in der Abhandlung: „Klassifi- 
kation der Flächen nach der Transformationsgruppe ihrer geodätischen 
Kurven“, Universitätsprogramm, Christiania 1879 [d. Ausg. Bd. I, Abh. 
XXIV]. 

Indem ich schließe, kann ich die folgende Bemerkung nicht zurück- 
halten. Bei meiner Definition des Begriffs Transformationsgruppe for- 
derte ich ausdrücklich, daß die Transformationen der Gruppe sich paar- 
weise als inverse Operationen zusammenordnen lassen sollen. Diese. For- 
derung wird von dem Inbegriffe aller Transformationen, die eine Diffe- 
rentialgleichung invariant lassen, von selbst erfüllt. 


Christiania, Dezember 1879. 





1) In diesen Vorarbeiten haben sich mehrere Ungenauigkeiten in den Be- 
weisen eingeschlichen. Auf einige solche Fehler in den beiden ersten in Christiania. 
gedruckten Arbeiten machte mich Mayer gelegentlich aufmerksam. Wenn man 
ausgedehnte Theorien, die durch gemischte Methoden gefunden sind, bei der Re- 
daktion in die Sprache der reinen Analysis überträgt, so ist es schwer, Unge- 
nauigkeiten in den Beweisen zu vermeiden. 


12 
Uber Differentialinvarianten. [537 
Math. Ann. Bd. XXIV, Heft 4, S. 537—578. Ausgeg. 15. 12. 1884. 


In der nachstehenden kurzgefaßten Abhandlung beschäftige ich 
mich überhaupt mit kontinuierlichen Transformationsgruppen, 
die unendlich viele Parameter enthalten, und skizziere .eine 
allgemeine Invariantentheorie derselben, deren Hauptsatz ich der 
Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania im Jahre 1883 mitge- 
teilt habe [d. Ausg. Bd. III, Abh. XLI, S. 559, Nr. V]. | 

Gleichzeitig erlaube ich mir, einerseits einige ältere Untersuchungen 
über kontinuierliche Gruppen mit einer begrenzten Anzahl von Para- 
metern zu resumieren, andererseits einige teilweise allgemeine, teilweise 
persönliche Bemerkungen über die Beziehungen meiner vieljährigen Ar- 
beiten über Differentialgleichungen zu den Untersuchungen anderer 
Forscher hinzuzufügen. Sind meine Zitate unvollständig, was wohl zu 
befürchten ist, so werde ich jede etwaige Berichtigung in späteren 
Publikationen verwerten. 

Obwohl ich im folgenden sehr häufig meine eigenen älteren Ar- 
beiten zitiere, bemerke ich doch ausdrücklich, daß der Leser, außer der 
allgemeinen Theorie der (linearen) partiellen Differentialgleichungen 
1.0. und dem Begriffe Berührungstransformation nur noch die Ele- 
mente meiner Theorie der Transformationsgruppen (Math. Ann. Bd. XVI 
[hier Abh. I]) zu kennen braucht, um die nachstehende Arbeit verstehen 
zu können. 

Einleitende Bemerkungen. 


1. Schon bei meinen ersten Untersuchungen über Differentialglei- 
chungen, welche bis in die Jahre 1869—72 zurückgehen, war eine kon- 
sequente Anwendung aller Punkttransformationen respektive aller Be- 
rührungstransformationen das zu Grunde liegende Prinzip. 

Ich versuchte, eine allgemeine Transformationstheorie zu 
entwickeln und für die Theorie der Differentialgleichungen zu verwerten. 
Ich fragte einerseits nach den Kriterien, vermöge deren sich ent- 
scheiden läßt, ob gewisse vorgelegte Differentialgleichungen oder andere 
analytische Ausdrücke sich durch zweekmäßige Transformationen auf [538 
gegebene Formen bringen lassen, und versuchte andererseits, wenn die 
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gestellte Aufgabe möglich war, alle Berührungs- oder Punkttransforma- 
tionen zu finden, die eine solche Umformung leisten. In sehr vielen 
von meinen analytischen Arbeiten beschäftigte ich mich mit derartigen 
Problemen. | 

Mein erster Schritt auf diesem Wege war die rationelle Begrün- 
dung des Begriffs Berührungstransformation und der zweite war 
die prinzipielle Einführung des Begriffs infinitesimale Transforma- 
tion. Ich beabsichtigte zunächst die Begründung einer Invarian- 
tentheorie der Berührungstransformationen, das heißt, die Ent- 
wickelung des Studiums solcher Eigenschaften der Differentialgleichungen, 
welche bei allen Berührungstransformationen (oder Punkttransformatio- 
nen) ungeändert bleiben. In diesem Sinne gab ich insbesondere eine 
rationelle Begründung der allgemeinen Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung.') 

Ein weiterer Schritt zur Durchführung meines allgemeinen Pro- 
gramms war die Begründung einer allgemeinen Theorie der 
kontinuierlichen Transformationsgruppen mit einer begrenz- 
ten Anzahl.von Parametern und die allgemeine Verwertung 
dieses Begriffs für die Theorie der Differentialgleichungen. 

Meine Untersuchungen über derartige Gruppen, die endliche kon- 
tinuierliche Gruppen heißen mögen, habe ich in großer Ausdeh- 
nung, wenn auch lange noch nicht vollständig in norwegischen Zeit- 
schriften veröffentlicht (teilweise auch in den Gött. Nachr., Dezbr. 1874, 
in den Math. Ann. Bd. XI, S. 487 und Bd. XVI [d. Ausg. Bd. V, Abh. I; 
Bd. IV, Abh. III, Abschn. II; Bd. VI, Abh. I] und ich hoffe, sie bald in 
ausführlicher Darstellung einem größeren Publikum vorlegen zu können. 

Endlich entwickelte ich neuerdings?) die ersten Prinzipien einer 
allgemeinen Theorie der kontinuierlichen Gruppen mit unend- 
lich vielen Parametern. Es zeigt sich, daß es möglich ist, alle 
derartigen Gruppen, die unendliche kontinuierliche Gruppen 
heißen mögen, durch zweckmäßige analytische Umformungen auf ge- 
wisse einfache kanonische Formen zu bringen. Bei dem allgemeinen 
Studium der Differentialgleichungen werden auch die unendlichen kon- 
tinuierlichen Gruppen eine fundamentale Rolle spielen. 





1) Man sehe die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Christiania 1871, 1872, 1873, 1874 und 1875, wie auch Math. Ann. Bd. VIII (Be- 
gründung einer Invariantentheorie der Berührungstransformationen, 
1874), Bd. IX und Bd. XI; Göttinger Nachrichten von 1872 [d. Ausg. Bd. I, 
Abh. XI, XII; Bd. III, Abh. IL, V—X, XIL XV, XVI; Ba.IV, Abh.I—III; Bd. II, 
Abh. III, IV]. | 

2) Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883, Nr. 12 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIII]. 


Nr. 1,2. Kontinuierl. Gruppen. Differentialinvarianten 97 


2. Sind die Größen 2, ..., %,, 2». -, 2, mit den neuen Variabeln: 
Hy... 8, 2%, +, 2, durch gewisse Transformationsgleichungen, die 
eine Gruppe bilden, verknüpft, und faßt man dabei z,,.. 32 als [539 
Funktionen von %,..., %, und dementsprechend z/,.. ‚2, An Funk- 
tionen von 2. ..,0 is so sind die Differentialquotienten. der z, nach 
den x, gewisse Funktionen von &,,2, und den Differentialguotienten 
der Größen z/, nach den a‘. | 

Unter diesen Voraussetzungen nenne ich eine Funktion: 


d2, 982, 
(a, u. LK, 2» re 2 eg ante 2 ER E25 ) 
m 


eine Differentialinvariante der betreffenden Gruppe, wenn sie 
bei Einführung der akzentuierten Buchstaben ihre Form behält, wenn 
also die Gleichung: | a 
02 0°2, ‚ ‚ 02 0°2; 
Q en ee en N N, 2 an er, 
(2, ‚* ) ke Br ar, ) 


U A ER RE eg 


stattfindet. 

In der vorliegenden Note begründe ich ein allgemeines fundamen- 
tales Theorem, das für spezielle Fälle schon früher aufgestellt worden 
ist. Dasselbe kann folgendermaßen formuliert werden: 

Jede unendliche (wie endliche) kontinuierliche Gruppe 
bestimmt eine unendliche Reihe von Differentialinvarianten, 
die sich als Lösungen vollständiger Systeme definieren lassen. 

Dieser Satz ist für Gruppen mit einer begrenzten Anzahl von Para- 
metern sozusagen unmittelbar evident. Ich habe ihn auch für diesen 
speziellen Fall längst gekannt und schon 1872!) und 1874 sowie bei 
späteren Gelegenheiten, wenn auch nur andeutungsweise, berührt. In 
präziserer Form teilte ich denselben der Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Christiania im Juli 1882 mit [d. Ausg. Bd. V, Abh. VII, S. 236, 
Nr. 3]. | 

Für Gruppen mit unendlich vielen Parametern liegt ie betreffende 
Satz, der als speziellen Fall die von Gauß und seinen Nachfolgern?) 
gegebene Deformationstheorie der Flächen und so weiter umfaßt, etwas 
tiefer. Für einen speziellen Fall, der sich auf die Gruppe aller Be- 
rührungstransformationen oder Punkttransformationen bezog, deutete 





1) Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872: Zur Theorie der Differentialprobleme; 
Gött. Nachr., Dez. 1874 [d. Ausg. Bd. II, Abh. V; Bd. V, Abh. I]. 

2) Ich a hier an die bekannten Untersuchungen, die von Minding, 
Beltrami, Christoffel, Lipschitz und Weingarten herrühren. Meine Theo- 
rien stehen im übrigen selbstverständlicherweise in genauester Beziehung zu der 
von Cayley, Sylvester, Aronhold, Clebsch, Gordan und so weiter begrün- 
deten allgemeinen Invariantentheorie der linearen Transformationen. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 7 
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ich ihn allerdings schon im Jahre 1812 (Gött. Nachr. Nr. 25, 
S. 478—479 [d. Ausg. Bd. III, Abh. IV, S. 19f.]) an. Daß derselbe sich 
auf alle unendlichen kontinuierlichen Gruppen ausdehnt, teilte ich der 
Ges. d. Wiss. zu Christiania im Nov. 1883 ausdrücklich mit [d. Ausg. 
Bd. HE Abh XL1,3. 559 Nr.VI 


$ 1. Funktionen und Gleichungen, die eine kontinuierliche [540 
endliche Gruppe gestatten. 

In diesem ersten Paragraphen resumiere ich einige ältere Unter- 
suchungen über Funktionen von &,, ...., 2,, die eine endliche kontinuier- 
liche Gruppe gestatten. Gleichzeitig erlaube ich mir, ausführlich auf 
die Beziehungen zwischen Kleins und meinen alten Untersuchungen 
auf diesem Gebiete einzugehen. 

3. In den Jahren 1869—70 nahm ich bei nennen 
Untersuchungen über denjenigen Linienkomplex, dessen Gerade ein Te- 
traeder nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden, meinen Aus- 
gangspunkt in der Bemerkung, daß dieses Geradensystem dreifach un- 
endlich viele vertauschbare lineare Transformationen gestattet. Ich 
betrachtete die von Komplexgeraden umhüllten Kurven und studierte 
eine umfassende Kategorie von Berührungstransformationen, welche alle 
solche Kurven in gleichartige überführten. 

Hiermit verband sich die Untersuchung einer merkwürdigen par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Integralflächen der- 
selben sind dadurch charakterisiert, daß in jedem ihrer Punkte die 
Haupttangenten zu den beiden unserem Komplexe angehörigen Tan- 
genten harmonisch liegen. Diese partielle Differentialgleichung 
gestattet eine sehr interessante unendliche Gruppe von Be- 
rührungstransformationen, mit deren Eigenschaften ich mich ein- 
gehend beschäftigte. Ich integrierte nicht allein die besprochene Glei- 
chung zweiter Ordnung, sondern insbesundere auch diejenige par- 
tielle Din ea Ielerenng erster Ordnung, welche ein sin- 
guläres erstes Integral jener Gleichung darstellt. Die hierbei 
benutzte bemerkenswerte neue Methode zeigte sich einer großen Ver- 
allgemeinerung fähig. 

Alle diese Untersuchungen!), die nur äußerst unvollständig publi- 
ziert worden sind, setzte ich sukzessiv meinem damaligen Studiengenossen, 


1) Ein Resume von einigen ıneiner Resultate gab ich im Wintersemester 
1869—70 in einem Seminarvortrage bei Prof. Kummer; andererseits auch in den 
Göttinger Nachr. (Januar 1870). — Man sehe auch Ges. d. Wiss. zu Christiania. 
1872 (Kurzes Resume ...) und Archiv for Math. og Naturv., Christiania 1877, Bd. II 
(Synthetisch-analytische Untersuchungen über Minimalflächen, $ 1). [D, Ausg Bd. TT, 
Abh. V; Bd. II, Abh. I und Bd. I, Abh. XVIL $ 1.] 
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meinem Freunde Felix Klein auseinander, der schon zu dieser Zeit 
Plückers Nachlaß herausgegeben und dabei unter anderm auf inter- 
essante Untersuchungen über gewisse diskontinuierliche projekti- 
vische Gruppen, die in der Liniengeometrie eine wichtige Rolle spielen, 
geführt worden war. 

Klein interessierte sich lebhaft für meine gruppentheoretischen 
Studien, die von seinen eigenen insofern prinzipiell verschieden [541 
waren, als ich kontinuierliche, er dagegen diskontinuierliche Gruppen 
betrachtete. Er munterte mich energisch in meinen Untersuchungen 
auf und nahm auch tätigen Anteil an denselben. Wir publizierten 
einige gemeinsame Noten über diejenigen Kurven in der Ebene und 
im Raume, welche unendlich viele lineare Transformationen gestatten, 
und zugleich über diejenigen Flächen, welche zweifach unendlich viele 
vertauschbare lineare Transformationen zulassen.!) Es war unsere Ab- 
sicht, diese wichtigen, wenn auch speziellen Untersuchungen weiter zu 
verfolgen. Vorläufig wurden jedoch unsere Interessen in andere Rich- 
tungen gezogen. 

Ich entdeckte eine merkwürdige Berührungstransformation, die ge- 
rade Linien in Kugeln umwandelte, und transformierte hierdurch mit 
einem Schlage die Plüekersche Liniengeometrie in eine neue 
Kugelgeometrie. Hierbei ergab sich unter anderm, daß die Gruppe 
aller projektivischen 'Transformationen des Raumes sich in die Gruppe 
aller derjenigen Berührungstransformationen, die Kugeln in Kugeln 
überführen, umwandeln läßt.?) 





1) Sur une certaine famille de courbes et de surfaces par F. Klein et S. Lie, 
Comptes Rendus 1870; Über diejenigen ebenen Kurven und so weiter, Math. Ann. 
Ba. IV (1871). [D. Ausg. Bd. I, Abh. VI und XIV.] 

2) Die im Texte besprochene Gruppe erhielt neuerdings durch Stephanos 
schöne Entdeckungen auf deın Gebiete des Quaternionenkalkuls ein neues und er- 
höhtes Interesse (Math. Ann. Bd. XXI, S. 589). 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, an zwei alte, von mir herrührende 
Bemerkungen zu erinnern. Die im Texte besprochene Gruppe von Kugeltranstor- 
mationen läßt sich auffassen als die Gruppe aller konformen Punkttrans- 
formationen eines vierfach ausgedehnten Raumes (Math. Ann. Bd. V, 
S. 186, Gött. Nachr. 1871, S. 207—208, 200—203 [d. Ausg. Bd. I, Abh. I, Schluß 
von $ 13; Bd. I, Abh. XIII. Die Gruppe aller projektivischen Transformationen 
des Raumes, die eine gewisse Gerade invariant lassen, läßt sich umwandeln in die 
Gruppe aller Berührungstransformationen, welche Kugeln in Kugeln, parallele 
Ebenen in parallele Ebenen überführen (Math. Ann. Bd. V, 8. 186; Gött. Nachr. 
1871, 8. 200). Diese letzte Gruppe, auf die ich speziell die Aufmerksamkeit ge- 
lenkt hatte, ist neuerdings von Laguerre und Stephanos, andererseits auch von 
Darboux studiert worden. Ich hatte ausdrücklich bemerkt, daß alle Flächen mit 
gemeinsamem sphärischen Bilde in ebensolche Flächen übergingen, wie auch, daß das 
neue sphärische Bild durch eine konforme Transformation der Bildkugel hervorging- 

bs: 
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Klein andererseits entwickelte umfassende geometrische und meta- 
physische Ideen, besonders in seiner 1872 erschienenen, tiefgehenden 
Programmschrift: Vergleichende Betrachtungen über neuere geo- 
metrische Forschungen (Erlangen, Deichert), deren fundamentale 
Bedeutung mit jedem Jahre in immer weiteren Kreisen erkannt wird. 

Bei gegenwärtiger Gelegenheit beschränke ich mich darauf, eine 
Stelle (S. 40) aus dieser Abhandlung zu zitieren, in welcher ein von 
uns beiden gestelltes allgemeines Problem mit folgenden Worten be- 
sprochen wird: 

„Bei der Behandlung einer Mannigfaltigkeit unter Zugrunde- [542 


legung einer Gruppe, fragen wir (das heißt Klein und Lie)... zu- 
nächst ... nach den Gebilden, die durch alle Transformationen der 
Gruppe ungeändert bleiben. Aber es gibt Gebilde, welche nicht alle, 
aber einige Transformationen der Gruppe zulassen ....“ 


4. Die allgemeine analytische Erledigung dieser Frage, die insbe- 
sondere für eine synthetische Auffassung gar keine prinzipielle Schwierig- 
keit bietet, liegt in einigen von mir 1874 entwickelten Theorien), die 
hier kurz reproduziert werden sollen. 

Eine infinitesimale Transformation zwischen z,, &,, - . -, & 
diesen Größen die Inkremente: 


DEE Are 0.00) 


erteilt, bezeichne ich mit dem Symbol: 


ade Pa ee en 


W0R 


welche 


n? 


Dieselbe gibt der Funktion Qx,,..., x,) das Inkrement BR. öt. 

Daher gestattet Q die infinitesimale Transformation Bf, 
wenn BQ identisch verschwindet. (Ges. d. Wiss. zu Christiania; 
Nov. 1874: Zur Theorie des Integrabilitätsfaktors S. 244; Verallgemei- 
nerung und neue Verwertung der Jacobischen Multiplikatortheorie 
8.256; Math. Ann. Bd. XI, S. 535 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, S. 177£.; 
Abh. XIV, 8S.188f.; Bd. IV, Abh. III, $ 15, Nr. 38]). 

Eine Gleichung: ®=0 läßt die infinitesimale Transformation 
Dbf zu, wenn die Gleichung eine Folge von: ®=(0 allein ist. : Dem- 
entsprechend gestattet ein Gleichungssystem: 


00.060.000 





1) Man sehe auch Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872: Zur 
Theorie der Differentialprobleme, S. 132 [d. Ausg. Bd. III, Abh. V]. 
2) Es wird im folgenden vorausgesetzt, daß die &, gewöhnliche Potenzreihen 


der x, sind. Ich sehe also von solchen Wertsystemen x, ab, für welche diese For- 
derung nicht erfüllt ist. 
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die infinitesimale Transformation Bf, wenn die Ausdrücke b®, sämt- 
lich vermöge der Relationen: ®&, = Ö verschwinden. 

Für diese Auffassung, die meinen Arbeiten über die allgemeine 
Transformationstheorie zu Grunde liegt, deckt sich die Aufsuchung der 
gemeinsamen Lösungen f, von gegebenen linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen: Bo en 
mit der Bestimmung aller Funktionen, welche die infinitesimalen Trans- 
formationen B,f gestatten. Die allgemeine Erledigung dieses 
letzten Problems liegt daher nach mir geradezu in der Ja- [543 
cobi-Olebschschen Theorie der vollständigen Systeme. 


Bilden also: Bf=0,..., B,f=0 ein vollständiges System und 
sind fu fa», a, ein System von Lösungen derselben, so ist: 


fr fa) 
die allgemeine Form einer Funktion, welche die infinitesimalen Trans- 
formationen D,f gestattet. 
Wenn eine Gleichung: ® = die Gleichungen: B,® = 0 unseres 
vollständigen Systems erfüllt, so hat sie im allgemeinen die Form: 


lt, fr» ee ) a 

Ist dies nicht der Fall, so muß ® bekanntlich eine solche Form be- 
sitzen, daß die Unabhängigkeit der Gleichungen: B,f= 0 durch: ®= 0 
aufgehoben wird. Man findet daher alle derartigen Gleichungen: ® = 0 
durch Determinantenbildung, wobei jedoch zu bemerken ist, daß man 
im allgemeinen nachträglich verifizieren muß, ob die in dieser Weise 
gefundenen Gleichungen wirklich die Relationen: B,f= 0 befriedigen. 
In ähnlicher Weise findet man ebenfalls das allgemeinste Gleichungs- 
system: ®, = 0, welches die Gleichungen: B®,— 0 erfüllt. 

Eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen zwischen ,, 
..., %, mit r Parametern enthält 00”! infinitesimale Transformationen. 
Unter denselben lassen sich immer r, etwa B,f, b,f,..., D,f auswählen, 
aus denen sich die übrigen linear zusammensetzen, so daß also ihr all- 
gemeines Symbol das folgende wird: 


aBf+aBf+t:- +cBf (@, = Const). 
Dabei bestehen die charakteristischen Relationen '):. 
A) BB, 0) — BB, N) = Zu Bif. 





1) Im Archiv for Math. og Naturv. Bd. I, S. 178—181, 1876 [d. Ausg. Bd. V, 
Abh. III, S. 63—65] zeigte ich, daß die Auffindung aller Untergruppen einer vor- 
gelegten Gruppe sich durch algebraische Operationen erledigen läßt, und sich über- 
dies auf die Diskussion einer linearen Gruppe reduziert. 

Ein Beweis meiner alten Formel (A), die auch in dieser Arbeit eine funda- 
mentale Rolle spielt, folgt später, nämlich in $ 3 [S. 114f.]. 
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Jede endliche Transformation der Gruppe wird erzeugt durch unend- 
lichmalige Wiederholung einer gewissen infinitesimalen Transformation 
2c,. B,f der Gruppe. Daher sind diejenigen Funktionen Q oder die- 
jenigen Gleichungen: ®—=(,: welche unsere Gruppe gestatten, wiederum 
definiert durch die Gleichungen: 


BED BED... DE 


r 


die immer ein vollständiges System: 
Bro, Bo a 


bestimmen. Man sehe Gött. Nachr. Dez. 1874; Math. Ann. Bd. XVI, [544 
8. 462; Archiv for Math. og Natur. Bd. I, S. 163—165, 1876; Bd. II, 
S. 118 im Anfange des Jahres 1878. [D. Ausg. Bd. V, Abh. I; Bd. VI, 
Abh. ], S. 23£.; Bd. V, Abh..II, S. 51--53; Abn. IV, 8. 97£.] 

In der zuletzt zitierten Arbeit betrachtete ich eine ganz beliebige 
Kuppe up sr, ana benutzte die zugehörigen Invari- 
anten, also die Lösungen: f,, -.., /„_, des vollständigen Systems: 
Bf=9 Bf=0,..., Bf= bei der Behandlung eines schwierigen 
Problems, das ich in der nachstehenden Arbeit [hier Abh. III, S. 165 ff. ] 
wieder aufnehmen werde.') Man sehe auch meine vierte Abhandlung 
über Transformationsgruppen in meinem Archiv Bd. IH, S. 379, 1878 
[D. Ausg. Bd. V, Abh. V, S. 138]. 

Jede endliche Transformation der Gruppe: D,f,..., B,f wird er- 
halten durch unendlichmalige Wiederholung einer infinitesimalen Trans- 
formation: ,B,f-+ + e,B,f, das heißt, durch Integration der line- 
aren partiellen Differentialgleichung: | 


Bft +0Bf+ 7,0 





1) Ich werde annehmen, daß die Gleichungen: B,f=0,..., B,f=®, die sich 
im allgemeinen auf g<r Gleichungen reduzieren, für diejenigen speziellen Wert- 
systeme, für welche gewisse bekannte Determinanten: ®,, ®,,..., ®, verschwinden, 


sich auf 9— m Gleichungen: B,f=0 reduzieren. Dann ist esjedenfalls sicher, 
daß unsere Gruppe das Gleichungssystem: ®,—=0 invariant läßt (Math. 
Ann. Bd. XVI, S. 474—478; Archiv for Math. og Naturv., 1883, 8. 195 [d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. I, S. 35—40; Bd. V, Abh. X, 8. 245f.]. Gibt es unter den Relatio- 
nen: ®, = 0 weniger als n— q-+ m unabhängige, so gibt es offenbar invariante 
Gleichungssysteme, die außer den Relationen: ®,—= 0 noch gewisse hinzutretende . 
Gleichungen enthalten. 

Wenn daher ein Gleichungssystem unsere Gruppe gestattet, so läßt es sich 
im allgemeinen ausdrücken durch gewisse endliche Relationen zwischen den In- 
varianten f, des Textes. Ist dies nicht möglich, so umfaßt es jedenfalls ein Glei- 
chungssystem: ®,—= 0 von der früher betrachteten Art, wozu unter den angegebe- 
nen Bedingungen noch weitere, leicht definierbare Relationen hinzutreten können. 
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mit den arbiträren Konstanten c,, &, ..., €, (man sehe zum Beispiel 
Math. Ann. Bd. XVI, S. 464 [hier Abh. I, S. 25]). Kennt man da- 
her die endlichen Transformationen einer vorgelegten Gruppe 
B,f, so verlangt die Auffindung der früher besprochenen 
Größen fi, fa, ---, fa, nur sogenannte ausführbare Operatio- 
nen!), deren Durchführung jedoch unter Umständen Schwierigkeiten 
darbieten kann. 


5. Klein und ich hatten, wie schon gesagt, 1870 alle Flächen 
mit 00? vertauschbaren linearen Transformationen in sich bestimmt. 
Im Jahre 1882 beschäftigte sich Poincare (Journal de l’ecole poly- 
technique t. 31), dessen Arbeiten über diskontinuierliche Gruppen [545 
von so glänzendem Erfolge gekrönt worden sind, beiläufig mit der 
Frage nach allen Flächen, die mehrere infinitesimale lineare Trans- 
formationen gestatten, und erledigte dieses Problem unter gewissen be- 
schränkenden Voraussetzungen. 

Einige Monate später gab ich?) eine, wenn ich nicht irre, er- 
schöpfende Bestimmung aller nicht geradlinigen Flächen, die eine lineare 
Gruppe gestatten. Dabei war für mich die Hauptsache die von 
Poincar& nicht berührte Frage nach allen linearen Gruppen, 
deren Transformationen dadurch definiert sind, daß sie eine Fläche 
(oder Kurve) invariant lassen.) In einer späteren Arbeit (Comptes 





1) Der Schluß im Texte beruht darauf, daß die Integration des vollständigen 
Systems: B,f=P0,..., B,f=0 immer geleistet werden kann, sobald jede der 
q Gleichungen: B;f= 0 integriert ist. 

2) Archiv for Math. og Naturv. 1882, S. 179—193 [d. Ausg. Bd. V, Abh. VII, 
8. 224—234]. In einer Schlußnote [a. a. 0. S. 234] fügte ich einige allgemeine 
Bemerkungen über beliebige Gruppen und ihre Differentialinvarianten hinzu. Die- 
selben präzisieren einen im nächsten Paragraphen [S. 105, 2.19—11 v. u., 106, 2.1, 2] 
zitierten Passus aus meiner 1872 publizierten Note: Zur Theorie der Differential- 
probleme. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872, S. 132 [d. Ausg. Bd. III, Abh. V]. 

Hier möge die Bemerkung hinzugefügt werden, daß die Cayleysche Linien- 
fläche 3. O. neben den Flächen zweiten Grades die einzige nicht developpable 
Regelfläche darstellt, die mehr als zwei infinitesimale lineare Transformationen 
zuläßt. Die Cayleysche Regelfläche gestattet außer den beiden von Klein und 
mir entdeckten permutablen infinitesimalen Transformationen noch eine dritte der- 
artige Transformation. Die Fläche zweiten Grades läßt bekanntlich sechs solche 
Transformationen zu. 

3) Bei derselben Gelegenheit machte ich die für Linien- und Kugelgeometrie 
interessante Bemerkung, daß die gerade Linie und die Kugel die einzigen Figuren 
im Raume sind, welche durch Ausführung aller Bewegungen und Ahnlichkeits- 
transformationen &* und nur »* verschiedene Lagen annehmen. Hierin liegt, dab 
die Plückersche Liniengeometrie und meine Kugelgeometrie nach der 
Natur der Sache eine ausgezeichnete Stellung einnehmen. 
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Rendus 1883) hat sich wiederum Poinear& mit ähnlichen Untersuchun- 
gen in einem n-fach ausgedehnten Raume beschäftigt. 

An dieser Stelle gedenke ich noch einiger von Picard skizzierten, 
sehr bemerkenswerten Untersuchungen über gewöhnliche lineare Diffe- 
rentialgleichungen, die sich auf eine Diskussion der Untergruppen in 
der allgemeinen projektivischen Gruppe einer n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit beziehen (Comptes Rendus 1883). 

6. Zur Illustration der vorangehenden allgemeinen Betrachtungen 
werde ich kurz andeuten, in welchem Verhältnis sie zu der alten, von 
Cayley, Sylvester und ihren Nachfolgern begründeten Invarianten- 
theorie stehen. 

In die binäre Form: 

a" +a,_ 1 iyt. - +a2y"'T+taf=F 
führe ich neue Variabeln x,,y, ein durch die lineare Substitution: 
(A) la tmy, yanztpy- 
Dann erhält F die analoge Form: [546 


und dabei sind die neuen Koeffizienten b, gewisse Funktionen von 
l, m, n, p und den a;: 

(B) b,= Ta, a, ..., a; I, m, n, p). 

Die Gleichungen (B) bestimmen eine Gruppe, und wenn eine Funktion 
der a, diese Gruppe gestattet, so ist sie eine absolute Invariante von 
F gegenüber der linearen Gruppe (A). 

Um diese Invarianten zu berechnen, bilde ich also die infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe: b,=TT,, was keine Schwierigkeit 
bietet, und erhalte hierdurch ein zuerst von ÖOayley aufgestelltes voll- 
ständiges System, dessen Lösungen die gesuchten Invarianten sind. 

Bemerkt man, daß die vereinigten Gleichungen (A) und (B) 
wiederum eine Gruppe bilden, und sucht man die bei dieser Gruppe 
invarianten Funktionen von &, y und den a,, so erhält man die Ko- 
varianten der Form F" 

Für diesen speziellen Fall deckt sich also meine Theorie mit der 
Grundlage der alten Invariantentheorie (insbesondere der binären Formen). 


$ 2. Differentialinvarianten der kontinuierlichen, endlichen Gruppen. 


Die allgemeine Betrachtung von Differentialgleichungen, die eine 
kontinuierliche Gruppe gestatten, gehört, soviel ich weiß, mir. 

7. In fast allen meinen Arbeiten aus den Jahren 1871 und 1872 
gab ich Andeutungen über die Verwertung von bekannten infinitesi- 
malen Transformationen, welche gegebene Differentialgleichungen in 
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sich überführen. Ich setzte voraus, daß die bekannten Transforma- 
tionen eine Gruppe bestimmten; und zwar gingen meine ersten Be- 
strebungen darauf hinaus, für den Fall, daß nicht allein die infinitesi- 
malen sondern zugleich die endlichen Transformationen der Gruppe 
bekannt waren‘), durch Einführung zweckmäßiger Koordinaten eine 
Reduktion des Problems zu erreichen. Da ich indes hald bemerkte, 
daß schon die bloße Berücksichtigung der infinitesimalen Transforma- 
tionen eine so große Erniedrigung in der Ordnung der betreffenden 
Integrationen herbeiführte, als mir überhaupt zu erreichen möglich war, 
so beschränkte ich mich in meinen fortgesetzten eingehenden 
Arbeiten auf den Fall, daß nur die infinitesimalen und [547 
nicht zugleich die endlichen Transformationen der Gruppe 
bekannt waren. Es entging aber keineswegs meiner Aufmerksamkeit, 
daß man, wenn auch die endlichen Transformationen gegeben waren, 
durch passende Wahl der Variabeln eine gewisse formelle Vereinfach- 
ung erreichen konnte. Erst 1882 nahm ich die Voraussetzung, daß 
auch die endlichen Transformationen der betreffenden Gruppe gegeben 
waren, wieder auf und zeigte jetzt eingehend, welcher Vorteil sich 
hieraus gewinnen ließ. 

Ein kurzgefaßtes Programm für meine gesamten späteren 
Arbeiten auf diesem Gebiete gab ich in der Note: Zur Theorie der 
Differentialprobleme (Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872 [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. V, 8. 27, Z. 15—5 v. u.]) in den folgenden Worten: . 

„Es ist mir gelungen, meine Arbeiten über partielle Gleichungen 
mit infinitesimalen Transformationen nach verschiedenen Seiten hin zu 
erweitern, insbesondere auch auf das Pfaffsche Problem und simultane 
Systeme gewöhnlicher Gleichungen auszudehnen. Ich betrachte sowohl 
permutable Transformationen als auch solche, die eine Gruppe bilden. 
Es gelingt entweder, eine Zahl Integrale sogleich aufzustellen, oder auch 
das Problem in einfachere zu zerlegen. Vereinfachungen anderer Art treten 
ein, wenn gewisse Differentialgleichungen sich integrieren lassen, welche 
in gewissem Sinne den betreffenden Transformationen zugeordnet sind.?) 





1) Die Voraussetzung, daß nicht allein gewisse infinitesimale sondern zugleich 
die entsprechenden endlichen Transformationen bekannt sind, deckt sich mit der 
Annahme, daß die von den infinitesima'en Transformationen beschriebenen Bahn- 
kurven bekannt sind. 

2) In meiner später eingeführten Terminologie ließe sich der Text präziser 
folgendermaßen redigieren: „Vereinfachungen anderer Art treten ein, wenn die 
den bekannten infinitesimalen Transformationen B,f entsprechenden Gleichungen: 
B,f= sich integrieren lassen, anders ausgesprochen, wenn die endlichen Glei- 
chungen der Gruppe bekannt sind. Dann ist es nämlich möglich, zweckmäßige 
neue Variabeln einzuführen.“ 
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Unter diese Betrachtungen subsumieren sich viele alte wie neue 
Theorien.“ | 

Im Dezember 1874 gab ich in den Göttinger Nachrichten [d. Ausg. 
Bd. V, Abh. I] eine merkwürdige und fundamentale Reduktion aller 
endlichen kontinuierlichen Gruppen von Berührungstransformationen 
einer Ebene auf gewisse kanonische Formen. Ich beschäftigte mich 
gleichzeitig eingehend mit den zu einer jeden Gruppe gehörigen in- 
varianten Differentialgleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung. 
Meine Klassifikation aller dieser Gruppen war auf die Betrachtung der 
invarianten Differentialgleichungen von der niedrigsten Ordnung be- 
gründet. Die Bedeutung dieser Untersuchungen für die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen kündigte ich am Schlusse der zi- 
tierten Note [a. a. 0.8.7, 2.7 v.uw.—8, 2.14] mit den folgenden 
Worten an: 

„Aber besonders möchte ich die Beziehungen hervorheben, in denen 
diese Betrachtungen zur Lehre von den Differentialgleichun- [548 
gen stehen. 

„Hat man eine Differentialgleichung beliebiger Ordnung zwischen 
zwei Variabeln, so kann dieselbe Berührungstransformationen in sich 
selbst zulassen, die dann notwendig eine der aufgezählten Gruppen 
bilden. Es kann darauf eine Klassifikation dieser Gleichungen ge- 
gründet werden, und bei denjenigen Gleichungen, die überhaupt Trans- 
formationer in sich zulassen, ergibt sich daraus eine rationelle Theorie 
ihrer Integration. Eine solche besondere Klasse bilden zum Beispiel 
die linearen Gleichungen zusammen mit allen denjenigen, die durch 
Berührungstransformation auf sie zurückgeführt werden können... 

„Für partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zwischen 
beliebig vielen Variabeln gelten ähnliche Betrachtungen, und es ist 
hiermit eine fruchtbare Untersuchungsrichtung angedeutet. Die Be- 
stimmung der Berührungstransformationen, welche eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung in sich überführen, deckt sich geradezu 
mit deren Integration.“ 

Auch bei vielen anderen Gelegenheiten habe ich stark hervor- 
gehoben, daß meine Theorie der Transformationsgruppen wichtige neue 
Gesichtspunkte für die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen 
liefert. Man sehe zum Beispiel Archiv for Math. og Naturv. Bd. ], 
S. 153 [d. Ausg. Bd. V, Abh. III, 8. 42, Z. 10—6 v. u.], wo ich mich 
folgendermaßen ausdrückte: „Weitere Abhandlungen werden ... im An- 
schlusse an die dargestellten Theorien neue Gesichtspunkte für die all- 
gemeine Theorie der Differentialgleichungen entwickeln“ (1876). Siehe 
ebenfalls S. 19 desselben Bandes; wie auch Math. Ann. Bd. XVI, 3. 441 
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und S. 525—528, und so weiter [d. Ausg. Bd. V, Abh. II, S. 9; Bd. VI, 
Abh. I, S. 1 und S. 90—94]. 

In den Abhandlungen der Gesellschaft ie Wissenschaften zu 
Christiania für den Nov. 1874 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XTIL, XIV] (vgl. auch 
Math. Ann. Bd. XI, S. 487 usf. [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Abschn. II]\ ent- 
wickelte ich eingehend die Grundzüge einer allgemeinen Integrations- 
theorie eines vollständigen Systems: 


AN, ee Af-9 (2, u z.); 


das eine Anzahl bekannter infinitesimaler Transformationen gestattet. 
Ich erlaube mir folgendes aus dem Anfange und dem Schlusse dieser 
Arbeit [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 8.188, Z. 12—17, 20—23, 8. 204, 
7. 8f., 8. 205, Z. T—5 v. u.] zu zitieren: 

„Es gelingt mir, eine rationelle Theorie zu entwickeln, die aller 
Wahrscheinlichkeit nach das Größtmögliche leistet. Bei einer späteren 
Gelegenheit werde ich die Frage, ob es möglich ist, einen noch größeren 
Vorteil aus den bekannten Transformationen zu ziehen, näher präzisieren 
und, wenn nicht erledigen, jedenfalls ihrer Lösung näher bringen. ... 
Eigentlich spielt auch diejenige Theorie der Transformationsgruppen, 
die ich in neuester Zeit andeutungsweise entwickelt habe, eine fun- [549 
damentale Rolle; freilich tritt das in dieser vorläufigen Arbeit nicht 
klar hervor. 


„Für den: Augenblick muß ich mich damit begnügen, die Grund- 
prinzipien darzulegen und einige Fälle durchzuführen. ... Ein be- 
sonderes Interesse bietet die Anwendung dieser Theorien auf Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung zwischen zwei Variabeln, welche gewisse 
infinitesimale Berührungstransformationen gestatten.“ 


8. Die von mir in der erstgenannten Arbeit zwar angekündigte, 
nicht aber durchgeführte Klassifikation beruhte nun eben auf dem 
Satze, daß jede endliche kontinuierliche Gruppe unendlich viele Diffe- 
rentialinvarianten bestimmt, die sich als Lösungen von vollständigen 
Systemen definieren lassen, zusammen mit der Bemerkung, daß diese 
Invarianten berechnet werden können, wenn die endlichen Gleichungen 
der Gruppe bekannt sind. 1874 hatte ich indes keineswegs die zur 
vollständigen Durchführung dieser Klassifikation im einzelnen erforder- 
lichen Rechnungen durchgeführt und noch weniger publiziert.‘) 





1) Siehe meine 1882 und 1883 publizierten Arbeiten über Gleichungen: 


f(z, Y, y; RO, u =0, 
die eine kontinuierliche Gruppe gestatten. (Archiv for Math. og Naturv. BA: N]; 
VII, 1882, 1883) d. Ausg. Bd. V, Abh. IX, X, XI, XIV]. 
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Inzwischen trat Halphen mit einigen schönen, wenn auch auf den 
ersten Anblick speziellen Arbeiten‘) hervor, die zu meinen allgemeinen 
Untersuchungen in genauer Beziehung standen. Er unternahm nämlich 
das Studium der Differentialinvarianten der projektivischen Gruppe der 
Ebene (oder einer »-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit) und beschäf- 
tigte sich gleichzeitig mit der Integrationstheorie gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen, die eine derartige Gruppe gestatten. Dabei machte 
er aufmerksam auf die Beziehungen seiner Untersuchungen zu Kleins 
und meinen alten Arbeiten über Kurven, die unendlich viele lineare 
Transformationen gestatten. Dagegen scheint er meine anderen, viel 
weiter reichenden Arbeiten auf diesem Gebiete nicht gekannt zu haben. 

Es fällt mir selbstverständlich nicht ein, das große Verdienst von 
Halphens ausgezeichneten Untersuchungen in dieser Richtung, oder 
gar das seiner neueren hierher gehörigen, tiefen Arbeiten auf dem Ge- 
biete der linearen Differentialgleichungen zu leugnen. Im Gegenteil, 
ich zolle ihm die größte Anerkennung. Man gestatte mir aber auch, 
geltend zu machen, daß seine älteren hier besprochenen Arbeiten in 
einem nicht unwesentlichen Maße ihren Ursprung in allgemeinen [550 
Ideen nehmen, welche nach meiner Meinung von mir zuerst entwickelt 
worden sind. | | 

9. Ich betrachte eine ganz beliebige endliche kontinuierliche Gruppe 


in den Variabeln: 
Re ER Pa 


Enthalten die betreffenden Transformationsgleichungen: 
[4 
BEP er BRUNS De), 
a) E 
a CR EEE Re 


r wesentliche Parameter, so enthält unsere Gruppe r unabhängige in- 
finitesimale Transformationen, die ich mit dem gemeinsamen Symbole: 


B-xtrrrzär urn wir 


0x 9y ) 1) ow 
bezeichne. Betrachte ich nun etwa u, v, w,.... als gegebene aber ganz 
beliebige Funktionen von x, 9, 2,..., so werden w), v', w', ... gewisse 
Funktionen von x, y', 2’, ..... Setze ich daher überhaupt: 


Pa ee F 


02" 0y" 02... 


Kl Eee Bar F’ 


0" ay"oz?... 








' 
u ER a RE 








1) Comptes Rendus, Bd. 81, S. 1053, 1875; Journal de math&matiques, November 
1876; These, Paris 1878; Sur les invariants differentiels des courbes gauches, 
Journal de l’&cole polytechnique 1880. 
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so bestimmen die Transformationsgleichungen (1) nicht allein die 
Größen: &, y, 2, ..., w, v, w', ..., sondern zugleich die Differential- 
quotienten erster, zweiter, .. ., N-ter Ordnung: 


F Ja F: 
Um,n,Ps:.. 3 Um,n,Pp,... > Wm,n,P,...3 
als Funktionen von: 
LT Y, 2, Be) U, v, W, re nuefg Um,n,Pp,...3 Um,n,Pp,...3 Wm,n,P3...3 RES, 


wobei die Summe: m +n-+p-+ :-- alle möglichen Werte, die N nicht 
übersteigen, anzunehmen hat. 

Dieses Abhängigkeitsverhältnis drückt sich aus durch gewisse 
Relationen: 


2a Unna Da a2 u res 


die nach der Natur der Sache mit (1) zusammen eine Gruppe 
mit den r Parametern a,,..., a, bilden. 

Die Ausdrücke für die infinitesimalen Transformationen dieser 
Gruppe berechnet man folgendermaßen. 


Bei der infinitesimalen Transformation Df erhalten &, 9, 2,..., 
u, vd, w, ... die Inkremente: 
dx = Xöt, öy—= Töt,..., du= Üöt, dov=Völt,.... 
Setzen wir daher: [551 


ou ou ou 


denken uns diese Gleichung variiert und die obenstehenden Werte der 
Größen dx, ...., dw eingeführt, so kommt die Relation: 


du 


r _0u du x ou 2 
ka dir, dl rg t2rt + 


DEU 83 do ou ö ou 
Be aan: 
die sich in die folgenden zerlegt: 


TOM EU OU OWEN NWI2 
std2 de. dada. Oyda.. de da 2 
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Bei der Benutzung dieser von Poisson herrührenden Formeln muß 
man sich erinnern, daB 0, X, %, 2,...v0 , 4, 8..,W0,W... 
abhängen, und daß u, v, w, .... als Funktionen von &, 9, 2,.... auf- 
zufassen sind. 

In entsprechender Weise berechnet man sukzessiv die Inkremente 


aller Größen: 
Un,n,By...3 Um,n,py...3 Wn,n,p,...3 


bei der ınfinitesimalen Transformation Bf. Bezeichnen wir diese In- 
kremente mit: 


ERS . öt, se) . öt, Wo, . öt, ou. 


so ist: 
rg trat Zt HOP 
Ö d 
nr & De ou u Sue 2 Vem, N,P,-. dv [ E 
M,N,P» M,N,Py..» 
+ 3EW, a + a (m + <N 
(m, n, P;...) u s an 5 


der gesuchte Ausdruck für die infinitesimalen Transformationen Bf der 
Gruppe (1), (2). 

Denken wir uns jetzt die Zahl N so groß gewählt, daß. 
die Ausdrücke Bf mehr als r Differentialquotienten von f enthalten, 
und wenden das in Nummer 4 gesagte auf die Gruppe Bf an!), so [552 
erhalten wir unmittelbar den Satz: 


Satz 1. Jede endliche kontinuierliche Gruppe von Transformationen- 
besitzt eine unendliche Reihe von Differentialinvarianten, die als Lösungen 
vollständiger Systeme definiert werden können. 

Kennt man die endlichen Gleichungen der Gruppe, so findet man- 
die Ausdrücke von beliebig vielen Differentialinvarianten durch ausführ- 
bare Operationen. 





1) Ich füge hier die Bemerkung hinzu, daß man, wenn r infinitesimale Trans- 


of 


formationen: 


Br ander welt 


durch die Relationen: 


B,(B.NM)—- BB, NM) = zu, Bf 


verknüpft sind, auf direktem Wege beweisen kann, daß auch die r entsprechen- 
den infinitesimalen Transformationen: B,f, B,f, ..., B,f durch genau dieselben 
Gleichungen: 

B,(B,(N)— Bu (B,(N)= Zei, Bit 


verbunden sind. 
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Jedenfalls werden die bei unserer Gruppe (1), (2) invarianten Systeme 
von Differentialgleichungen nach den früher angegebenen Regeln gefunden. 
In früheren Arbeiten (Archiv for Math. og Naturv. Bd. VIII, 
S. 187, 249, 371 [d. Ausg. Bd. V, Abh. X, XI, XIV]) habe ich den Fall, 


daß die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe die Form: 
of of 
Xu), + Ulm, u); 


besitzen, und daß «u als Funktion von x aufgefaßt wird, erschöpfend 
behandelt. In der letzten dieser drei Abhandlungen habe ich mich ein- 
gehend mit den Differentialinvarianten einer Gruppe beschäftigt, deren 
infinitesimale Transformationen: 


U (u, v) 2 +V (u, v) 


die unabhängigen Variabeln x, y gar nicht, sondern nur die abhängigen 
Variabeln «, v enthalten. Die betreffenden Invarianten sind Funktionen 
von: 
ou ou 0v Ov 
ud ar dy? du’ öy’ 
Differentiiert man .eine solche Invariante nach x oder nach y, so er- 
hält man, wie leicht einzusehen, neue Invarianten. 

Ebenso ist es im allgemeinen Falle, wenn hinlänglich viele Diffe- 
rentialinvarianten berechnet sind, möglich, aus denselben durch Diffe- 
rentiation (genauer durch Bildung des Quotienten zweier Funktional- 
determinanten) neue Invarianten herzuleiten. Die endlichen Glei- [553 
chungen der betreffenden Gruppe brauchen dabei nicht bekannt zu sein, 
doch gehe ich hierauf an dieser Stelle nicht näher ein. 


$ 3. Differentialinvarianten der unendlichen kontinuierlichen Gruppen. 

10. Eine kontinuierliche Schar von Transformationen bildet, sage 
ich, eine unendliche kontinuierliche Gruppe, 

wenn 1. die Sukzession zweier Transformationen der Schar mit 
einer einzigen Transformation der Schar äquivalent ıst, 

wenn 2. jede endliche Transformation der Schar durch unendlich- 
malige Wiederholung einer bestimmten infinitesimalen Transformation 
der Schar erzeugt werden kann, 

wenn 3. die Schar unendlichviele unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen enthält. 

r infinitesimale Transformationen: 


Bf= u + + + (CE m Be. 
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heißen dabei unabhängig, wenn sie keiner linearen Relation von 
der Form: 
Bir &sBr Fr. 08, 0 
mit konstanten Koeffizienten genügen. 
Wir beschränken uns auf den Fall, daß, wenn: 


ö 0 
Baht hgt tn 


das allgemeine Symbol der infinitesimalen Transformationen einer Gruppe 
ist, sich die &, als Funktionen von &,, %, ..., &, aus gewissen par- 


tiellen Differentialgleichungen: 
| DE 
2, &; le Dar nn, ..)— 0 


bestimmen. Diese Gleichungen müssen linear sein. Denn zwei be- 
liebige infinitesimale Transformationen: B,f, B,f einer Gruppe liefern 
mit den arbiträren Konstanten c,, c, multipliziert und addiert eine all- 
gemeinere in der Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation, 
nämlich: «B f+«,Bsf: 

Ich nenne diese linearen partiellen Differentialgleichungen: 


72 


08. 0?8, 
+ gt gt 
s 


die Definitionsgleichungen unserer Gruppe. 

Das einfachste Beispiel einer unendlichen Gruppe ist der In- [554 
begriff aller Punkttransformationen oder Berührungstransformationen 
eines n-fach ausgedehnten Raumes. Betrachtet man den Inbegriff aller 
Punkttransformationen der Mannigfaltigkeit: z,, 23, ..., &,, so reduzieren 
sich die Definitionsgleichungen für die infinitesimalen Transformationen: 
bf=26,f,, dieser Gruppe auf die identische Gleichung: 0 = 0. 

Ein zweites Beispiel ist der Inbegriff aller Berührungstransforma- 
tionen, welche eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung in sich überführen.') 





1) Sind u,, Us; - . ., %, Funktionen von &, 5»: 5 Zr Ps == = Pu, die paar- 
weise Relationen von der Form: (u, %) = fj,(%, - - -, u.) erfüllen, und bezeichnet 
2 eine arbiträre Funktion der u,, so bestimmen alle infinitesimalen Transforma- 
tionen, deren gemeinsames Symbol: Bf= (2, f) ist, eine unendliche Gruppe. Aus 
diesem Grunde habe ich dem Inbegriffe der Größen u, längst den Namen Gruppe 
beigelegt. (Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872, 8.134; 1873, 8.18 u. 59; Math. Ann. 
Bd. VIII, S. 248 und 286 [d. Ausg. Bd. III, Abh. VI, S. 29; VII, S. 34; VIII, 8. 71; 
Bd. IV, Abh.I, 8 9, Nr. 21; $ 21, Nr. 44]). 

Die linearen partiellen Differentialgleichungen: (w,,v)=0, ..., (u,,v)=0 
bilden nach mir ein vollständiges System, dessen Lösungen ®,, .dg, - » -, d%y, _, eine 
neue Gruppe (die Polargruppe) bilden. Fasse ich die (w,, f) als Symbole von 
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Ein drittes Beispiel ist der Inbegriff aller Punkttransformationen, 
die eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung in sich überführen. 

Als ein viertes Beispiel nenne ich endlich den Inbegriff aller 
Punkttransformationen, welche die nichtlineare Gleichung zweiter 
Ordnung: s= €’ in sich transformieren. — 

Mit den soeben genannten (wie auch mit einigen anderen speziellen) 
unendlichen Gruppen habe ich mich längst eingehend beschäftigt. 

Im Jahre 1872 gab ich einige kurze Andeutungen über die Existenz 
von Invarianten einer partiellen Differentialgleichung beliebiger Ord- 
nung gegenüber allen Berührungs- oder Punkttransformationen (Gött. 
Nachr. 1872, Nr. 25, 5. 478—419. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872, 
Zur Theorie der Diffpr., S. 132) [d. Ausg. Bd. III, Abh. IV, S. 19£.; 
Abh. V, S. 27]. Es dauerte indes lange Zeit, bis es mir gelang, eine 
allgemeine Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen zu be- 
gründen (man sehe insbesondere: Abhandlungen der Ges. d. Wiss. zu 
Christiania 1883, Nr. 12 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIII]). Indem ich [555 
im Übrigen auf die soeben zitierte wie auf meine älteren Arbeiten ver- 
weise, beschränke ich mich hier auf nachstehende Bemerkungen, die für 
das Folgende genügen. 

Ich denke mir eine beliebige endliche oder unendliche kontinuier- 
liche Transformationsgruppe der Mannigfaltigkeit: &,,%,, . .., 2, vorge- 


legt. Sind: 


0 7 0 
Bimh He, 


0 2 0 
EL EEE EEE ne 


zwei gegebene infinitesimale Transformationen dieser Gruppe, so ist es 
auf verschiedene Weisen möglich, neue infinitesimale Transformationen, 
die ebenfalls in der Gruppe enthalten sind, zu konstruieren. 


Bei der infinitesimalen Transformation Bf geht das Wertsystem & 
über in das benachbarte Wertsystem: 


x, + Bxe,dt=x,+8,.6t. 





infinitesimalen Transformationen auf, so sind die v, die zugehörigen Invarianten. 
Man kann aber sowohl die «, als auch die v, als Symboie von infinitesimalen 
Transformationen betrachten; alsdann ist jede Transformation der einen Gruppe 
mit jeder Transformation der andern Gruppe vertauschbar. In meinen alten syn- 
thetischen Untersuchungen über derartige Gruppen benutzte ich häufig diese bei- 
den Auffassungen. Evident, aber wichtig ist der Satz: 

Ist die Gruppe u,,..., u, vorgelegt und dabei eine jede der Gleichungen 
U, —= Const. integrabel, so können die v, immer angegeben werden. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 8 
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Dieses seinerseits wird durch Anwendung von Cf in das neue Wert- 
system: 


+ 8.0840, +8. 000: 


übergeführt. Durch sukzessive Anwendung von Bfund Üf geht daher 
das Wertsystem x&,, wenn wir von infinitesimalen Größen zweiter Ord- 
nung absehen, in das Wertsystem: 


2 5.064, .07 


über. Also gehört jede infinitesimale Transformation, welche den Größen 
x, die Inkremente: 


0, =8.004+n,.07 


erteilt, unserer Gruppe an. 
Diesen Satz, den wir schon oben als selbstverständlich erwähnt 
haben, formulieren wir folgendermaßen: 


Satz 2. Enthält eine kontinuierliche Gruppe die beiden infinitesi- 
malen Transformationen: Bf und Cf, so enthält sie ebenfalls die Trans- 
formation: ce, Bf+ &ÜUf mit der arbiträren Konstanten c, : Cz. 


Wir können indes auch anders verfahren. 
Zuerst führen wir das Wertsystem x, durch Anwendung von Df 
nach der neuen Lage: 


=, +060t.8,+40%.BE, 


bei deren Berechnung wir erst von infinitesimalen Größen dritter Ord- 
nung abgesehen haben. Danach bringen wir das Wertsystem x; durch 
Anwendung von Cf in die Lage: 


&Ü=2x,+60t.E +40. BE, [556 
+6ödr.1,+01.0T.08, 
+367°.0n. 


Andererseits nehmen wir wiederum das Wertsystem x, und bringen 
dasselbe zuerst durch Anwendung von Üf in die Lage: 


(@&)=,+0r.,+307.Cn, | 
und dann (x,) durch Anwendung von Bf ın die Lage: 
=, +dr.,+307°.Cn, 
+6t.8,+0dt.ör.BDn, 
++0#. BE, 


Es ist nun klar, daß diejenige infinitesimale Transformation, welche 
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das Wertsystem x nach (x,)” bringt, unserer Gruppe angehört. Da 
aber: 


(0,)" — x = dt. dr(Bn,— 08) 

ist, erhalten wir folgenden Fundamentalsatz, den ich 1872 entdeckt habe: 

Satz 3. Enthält eine kontinuierliche Gruppe die beiden infinitesi- 
malen Transformationen : 

es of er of 
so enthält sie ebenfalls die infinitesimale Transformation: 
| “ 
I(Bn, — 08) 52, 

deren Symbol bekanntlich auf die beiden äqwivalenten Formen: 


BEN) - CBN)=(B, 0) 
gebracht werden kann'). 


Verlangt man insbesondere, daß die beiden infinitesimalen Trans- 
formationen Bf und Of vertauschbar sein sollen, präziser ausgedrückt, 
daß jede durch unendlichmalige Wiederholung von Bf erzeugte [557 
endliche Transformation mit allen durch Wiederholung von Of erzeugten 
endlichen Transformationen vertauschbar sein soll, so ergibt sich zu- 
nächst das identische Verschwinden der Größe (DC) als eine notwen- 
. dige Bedingung. Dieselbe ist überdies hinreichend, weil Bf und Of 
unter dieser Voraussetzung immer durch Einführung neuer Variabeln 
y, entweder auf die Form: 





oder auf die Form: 


gebracht werden können. (Siehe z. B. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872; 
Mein Archiv Bd. III, S. 100-105; Bd. VII, S. 180 [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. I, S. 2, 595; Bd. V, Abh. IV, S. 83—87; Abh. VII, S. 225]). 





1) Aus dem Satze des Textes fließt, wie ich längst bemerkt habe, unter an- 
derm das wichtige Korollar: Gestattet ein System von Differentialgleichungen 
die beiden Transformationen Bf und Cf, so gestattet es ebenfalls die Trans- 
formation: B(C(f)) — C(Bef)). Partikularisiert man diesen Satz noch weiter, indem 
man annimmt, daß unser Gleichungssystem nur aus einer einzigen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordrung besteht, so erhält man das sogenannte 
Poisson-Jacobische Theorem. 

s* 
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Hiermit haben wir also meinen alten Satz: 

Satz 4. Die beiden infinitesimalen Transformationen Bf und Cf 
sind vertauschbar, wenn der Ausdruck (D, C) identisch gleich Null ist. 

Die Methode, welcbe uns die Sätze 2 und 3 geliefert hat, läßt sich, 
wie man ohne Schwierigkeit erkennt, verallgemeinern. Man erhält hier- 
durch neue Methoden zur Konstruktion von beliebig vielen infinitesi- 
malen Transformationen einer jeden Gruppe, die Df und Cf enthält. 
Es läßt sich indes nachweisen (Archiv for Math. og. Naturv. Bd. II, 
S. 100 [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 5. 84]), daß alle Methoden, die man 
in dieser Weise findet, nur auf eine wiederholte Anwendung des 
Satzes 3 hinauskommen. Aus diesem Satze folgt offenbar, daß die 
Ausdrücke ((B, ©), B) und ((B, ©), C) Symbole von infinitesimalen Trans- 
formationen unserer Gruppe darstellen). 

11. Indem wir jetzt dazu übergehen, allgemein die Existenz von 
Differentialinvarianten einer ganz beliebigen unendlichen Gruppe nach- 
zuweisen, werden wir, um das Verständnis der allgemeinen Theorie [558 
möglichst zu erleichtern, mit der detaillierten Diskussion von zwei ein- 
fachen Beispielen beginnen. 

Wir betrachten alle nn Transformationen von der Form: 


Be= Rage +yK ge teX 


und interpretieren dabei X als eine arbiträre Funktion von x, X’ als 
ihren Differentialquotienten. Unter allen hierdurch definierten Trans- 
formationen wählen wir zwei aus: 


Bir öl tyKölteki; 


19x 02’ 
Bf= X,’ +yX; U ut, 





1) Hier mögen noch die folgenden Bemerkungen, die indes in dieser Ab- 
handlung nicht angewandt werden, ihren Platz finden. Es sei eine kontinuierliche 
Schar von infinitesimalen Transformationen Bf vorgelegt, unter denen ich zwei 
beliebige, etwa B,f und B,f, wähle. Gehören dabei die beiden infinitesimalen 
Transformationen: (ßB,, B,) und e, B, +c,B, jedesmal unserer Schar an, so liegt 
es äußerst nahe, zu vermuten, daß es eine kontinuierliche Gruppe gibt, deren in- 
finitesimale Transformationen eben die vorgelegte Schar bilden. 

Enthält die Schar nur eine begrenzte Zahl unabhängiger Transformationen, 
so kann die Richtigkeit dieser Vermutung ohne große Schwierigkeit nachgewiesen 
werden. (Siehe Archiv for Math. og Nat. Bd. II, S. 100 [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 
S. 84, Theorem I])). 

Enthält dagegen unsere Schar unendlich viele unabhängige infinitesimale 
Transformationen, so ist die Entscheidung der gestellten Frage nicht so einfach. 
Allerdings glaube ich, die allgemeine Gültigkeit des betreffenden Satzes nach- 
gewiesen zu haben, und jedenfalls besteht er für infinitesimale Punkttransforma- 
tionen oder Berührungstransformationen einer Ebene. 
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und bilden den Ausdruck: 
(B, B,) = (Xı ne X: Rt an Y (X, X — X x) 


+2(XX2 — X%X]) ar, 
welcher durch die Substitution: 
X,%, —- X%,X, =$@) 
die Form: 
‚ z 
BB)-rje+ elite 
annimmt. 
Es liegt daher nahe, zu vermuten, daß es eine unendliche Gruppe 
gibt, deren infinitesimale Transformationen eben die Schar Bf bilden. 


Um dies am einfachsten zu beweisen, verifiziert man zunächst, daß 
die Transfor mationsgleichungen: 


=F(e), M=yF@, 4-.F(e) 


mit der arbiträren Funktion oo eine unendliche Gruppe bilden. Setzt 
man hiernach: 


F(x)=x2+ X(a)6t, 


so erkennt man, daß diese Gruppe wirklich alle infinitesimalen Trans- 
formationen von der Form: 


u=c+Xd, Y=y+yXdt, 2=8s+2X’öt, 


das heißt alle infinitesimalen Transformationen Bf und keine weiteren 
umfaßt. | 

Es ist leicht zu erkennen, daß diese unendliche Gruppe nicht allein 
Differentialinvarianten, sondern sogar invariante Funktionen von &, 9, 2 
allein bestimmt. Läßt man nämlich in der Gleichung: 


ZXaty. X 40.20 


die Größe X sukzessiv beliebig viele Funktionen von x bezeichnen, [559 
so ist der Inbegriff von allen in dieser Weise erhaltenen Gleichungen 
äquivalent mit den beiden: 

öf nr 2 

ae et zZ 
Diese bilden ein vollständiges a. mit der Lösung y:2; daher ist 
diese Größe eine Invariante unserer unendlichen Gruppe, wie man 
übrigens unmittelbar verifizieren kann. . 

Bei der Bildung von Differentialinvarianten können wir auf ver- 

schiedene Weisen verfahren. Wir können nämlich zu den Größen 
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x, y, 2 beliebig viele weitere a, ß, 9,... hinzufügen, welche bei der 
Gruppe invariant bleiben. Dann steht es uns frei, welche unter allen 
diesen Größen wir als unabhängige und welche wir als abhängige 
Variable betrachten wollen. 


Zunächst seien x, y, z Funktionen einer einzigen bei der Gruppe 
invarianten Größe «. Dann erhalten wir die Transformationsgleichungen: 


(3) =a n=Füa), „=yFlo), 4=3F'(e). 
Setzen wir noch: 


Eee 
FE, FRÜHER, , a 


so drückt sich das Abhängigkeitsverhältnis zwischen den Differential- 
quotienten erster Ordnung folgendermaßen aus: 
(4) A=F()ae; Y=yFla)+yF’(a)c; 1=EF la) +eF(a)o. 
Es liegt in der Natur der Sache und kann auch ohne weiteres 
verifiziert werden, daß die Gleichungen (3) und (4) eine unendliche 
Gruppe bestimmen. Man erkennt durch die Substitution: 
Fie)=x2+ X(a)öt, 
daß ihre infinitesimalen Transformationen die Form: 
öz= Xöt, öy-yX’dt, be=:X di, di = X'röt, 
öy E (yX’ un yX”a')dt, dz e, (2X . 2X’ ct 
besitzen, und folglich mit dem Symbole: 
BENE: ae 
mare Teer 
‚ ‚ raz7ın of ‚ ’ r e of 
+y X’ +yeX )ayre@X +2 X ) a 
bezeichnet werden können. Gibt man X zwei partikuläre Werte X, 
und X, und bezeichnet die beiden entsprechenden infinitesimalen Trans- 
formationen mit Bif und Bsf, so ist es a priori gewiß und kann über- 
dies leicht verifiziert werden, daß auch die infinitesimale Trans- [560 
formation (Bj, B;) die Form b’f besitzt. 
Hieraus folgt ohne weiteres, daß der Inbegriff aller mög- 


lichen Gleichungen von der Form: B’f=0, der sich übrigens 
durch die drei Relationen: 


6 Ö 0 on ‚, öf of EEE 
RR) tete gut En. add y 
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ausdrücken läßt, ein vollständiges System bilden muß. Die 
Lösungen dieses vollständigen Systems: 


yz—ıy _ d (2) 
Don. DeNy 


2 


(5) 7 und: 





sind Invarianten der Gruppe (3), (4) und gleichzeitig Differential- 
invariıanten der Gruppe (3). 

Wünscht man, indem man fortwährend x, y, 2 als Funktionen von 
« betrachtet, noch weitere Differentialinvarianten, und zwar solche 
zweiter Ordnung zu berechnen, so bilde man die Formeln: 


2 F'x" u F’x Se y Sa 2: “ 2y' F’x' 2: YETz ‚a + yE’z „ 
a E + BE Et Ha"? Her" 


2, 


Dieselben bestimmen mit (3), (4) vereinigt eine unendliche Gruppe von 
Transformationen der Größen: 


‚ ’ ‚ [2 „ 
I, Y, 2,%,Y,2,%,Y,2 


Setzt man sodann: F(x) = x + X(x)dt, so findet man den allgemeinen 
Ausdruck für die infinitesimalen Transformationen B”f dieser Gruppe 
und erkennt, daß diese die Form: 


Br- XAf+ XAf-+ X”A’f+ ReArE 


besitzen. Dabei bezeichnen: Af, A’f, A”f, A”f determinierte Größen, 
die von der Form der arbiträren Funktion X vollständig unabhängig 
sind. Also müssen alle möglichen Gleichungen von der Form: B’f=0 
die sich überdies auf die vier Gleichungen: 


Af=0, AT=0, A’f-0, A’f=0 


(24 


reduzieren, ein vollständiges System mit fünf Lösungen bilden. 
Unter diesen Lösungen finden sich drei (siehe (5)) von nullter 
oder erster Ordnung; die beiden übrigen sind die gesuchten Invarianten 
zweiter Ordnung. Es ist klar, daß man in dieser Weise beliebig viele 
Differentialinvarianten finden kann. 
Zu der unendlichen Gruppe: 


(3) a, =-F(«, y=yF, ,=:F 


mit den infinıtesimalen Transformationen: 
bf= XaE+y yX’- Erz [561 


gehören indes, wie wir jetzt in Übereinstimmung mit unseren früheren 
Andeutungen zeigen werden, noch mehrere andere Reihen von Diffe- 
rentialinvarianten. 
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Zum Beispiel können wir die Größen y und z als Funktionen von x 


betrachten, und dementsprechend: 
d r d ‚ 3 
nV =, und so weiter 


setzen. Dann wird: 


’ ’ RR: 1 y 4 er 
Yı= 9: typ, A-eH2g, 


und diese Gleichungen bilden mit (3) vereinigt eine Gruppe, deren in- 
finitesimale Transformationen das a Symbol: 


B’ f= 2 of a Di nr +sx af Fry 2, u Buy" Ne a 


besitzen. Der Inbegriff aller Gleichungen: B’ iz 0 bildet das voll- 
ständige System: 


r_ Bi 








0. 5 
mit den Lösungen: 
ER 1 Meat 
2 ? Y ’ 


welche Differentialinvarianten erster Ordnung darstellen. In entsprechen- 
der Weise fände man Invarianten höherer Ordnung. 

Um eine dritte Reihe Invarıanten unserer Gruppe zu finden, könnte 
man eine bei der Gruppe invariante Größe « einführen und als Funktion 
von &, y, 2 auffassen. Dann erhielte man zwei wesentliche Differential- 
invarianten erster Ordnung, und so weiter. 

Es ist indes wohl zu bemerken, daß gewisse Invarianten gleich- 
zeitig mehreren Reihen angehören können. Zum Beispiel umfaßt unsere 


erste Reihe alle Invarıanten der zweiten. 


12. Alle infinitesimalen Transformationen: 


2 ü 
bf- X (x, y) Z T rs, y) 5 


welche der Relation: 


genügen, erzeugen eine unendliche Gruppe. Ihre Transformationen sind 
dadurch charakterisiert, daß sie alle Flächenräume der Üartesischen 
Ebene x, y invariant lassen '). 





1) Möbius hat sich gelegentlich mit der im Texte besprochenen unend- 
lichen Gruppe beschäftigt (Crelles Journal Bd. XI). 
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Um Differentialinvarianten dieser unendlichen Gruppe zu finden, 
führen wir zwei neue Größen x, y ein, die bei unserer Gruppe [562 
nicht transformiert werden, betrachten x, y als Funktionen von 
x, y und setzen: 


NE a LER ER 
IE N) 04: ”n Pre. De 


Sodann bilden wir, um die Inkremente von x’, x,, Y, Y,,- .. bei der in- 
finitesimalen Transformation Bf zu berechnen, die Gleichungen: 


(dx —- Xde— xdy)=0, Ildy— yar—ydy)=0. 


Dieselben liefern uns, wenn wir zur Abkürzung: 


setzen, die Werte: 
öox = (XK,x + X,y)dt, dx,= (X,x, + X,y)öt, 
öy = (x + F,y)dt, dy,—- (Yıx, + Y,y,)öt. 
Daher können wir sagen, daß die Größen: x, y, x’, x,y, y 


durch eine unendliche Gruppe mit den infinitesimalen Trans- 
formationen: 


ee Te OT a 


+ (Iıx +7); + (Yas, + Y,y)5 =Bf 


transformiert werden. Dabei hat man sich zu erinnern, daß X und 
Y nur der Relation: X,+ Y,=0 unterworfen sind. Gibt es nun Funk- 
tionen von x, y und ihren Differentialquotienten erster Ordnung, welche 
diese Gruppe gestatten, so müssen sie alle Gleichungen von der Form: 
b’f=0, oder was auf dasselbe hinauskommt, sie müssen die fünf 
Gleichungen: 


of ni | ‚of of OL Br 
= Ne Kun EU eh, 
y 2 of x’ of of 
al Size 2 xdy Zu ne 0 
erfüllen. 


Daß diese fünf Gleichungen ein vollständiges System bilden, kann 
direkt in der bekannten Weise verifiziert werden. Es läßt sich übrigens 
auch in der folgenden rationellen Weise einsehen. 

Da X und Y durch die Gleichung: X, + Y,= 0 verknüpft sind, 


so gibt es eine Funktion von x und y, deren Differentialquotienten 
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erster Ordnung bezüglich X und — Y sind. Nehmen wir daher zwei 
beliebige infinitesimale Transformationen Bf, so besitzen dieselben 
jedenfalls die Form: 
_aUor _avar _avar_ovor 
U OO ro 1 Oy0x o0xdy [1563 
Durch direkte Berechnung erhält man die Formel: 


roOn Pa ul) BL O(Uy Vz — UxVy) of 
(B;, B,) 05 92 0X 03’ 








so daß (B,, B,) wirklich in Übereinstimmung mit unserem Satze 3 
die allgemeine Form Bf besitzt. Setzt man sodann im allgemeinen 
Ausdrucke der infinitesimalen Transformation Bf zuerst: X=TU,, 
Y= — U,, darnach: X=V,, Y=.— V;,, so erhält man die beiden 
Ausdrücke B;f, Bsf und verifiziert ohne Schwierigkeit, daß (B\, B:) 
die Form b’f besitzt. Hieraus folgt, daß die fünf Gleichungen (6), 
auf welche sich der Inbegriff aller Gleichungen: B’f= 0 reduziert, ein 
vollständiges System bilden. Die Lösung dieses Gleichungssystems, 
nämlich: 
I=xy—xy 

ist somit die einzige Differentialinvariante erster Ordnung unserer Gruppe. 

Da die unabhängigen Variabeln x, y von unserer Gruppe gar nicht 
transformiert werden, so ist es klar, daß alle Differentialquotienten von 
] nach x und y selbst Invarianten sind, und da diese Differential- 
quotienten der Natur der Sache nach durch keine Relation verknüpft 
sein können, erkennen wir, daß unsere Gruppe (jedenfalls) zwei Diffe- 
rentialinvarianten zweiter Ordnung, drei dritter Ordnung, us über- 
haupt » Invarianten »-ter Ordnung besitzt. 

Daß es soviele Invarianten zweiter, dritter, ..., n-ter Ordnung 
gibt, ließe sich auch durch Aufstellung ihrer Definitionsgleichungen 
erkennen. Die Größen x, y mit ihren vier Differentialquotienten erster 
Ordnung und sechs Differentialquotienten zweiter Ordnung werden 
nämlich durch eine unendliche Gruppe transformiert, deren infinitesi- 
male Transformationen die Form: 


BI-XSEHYS + MAF+ N Af+ YAf+ HAf+ 
Ar XrzA,f+ XyxA,f + XyyA,f+ Yzr4sf + YzyAsf+ YyyAyof 


besitzen. Dabei sind die A,f determinierte Ausdrücke, die von der 
Form der arbiträren Funktionen: X, Y vollständig unabhängig sind. 
Der Inbegriff aller Gleichungen: B"f=0 reduziert sich vermöge der 
Relationen: 


en re) 
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auf die neun Gleichungen: 
ug: Fi 0 SAL AR 0 016-0, A720, Tor 
An Al 0, AfL, Ar), Af=0, 

die ein vollständiges System mit drei Lösungen bilden. Unter den- 
selben ist eine von der ersten Ordnung, nämlich J, während die beiden 
übrigen von der zweiten Ordnung sind. Durch ein analoges Räsonne- 
ment könnten wir die Existenz von drei Invarianten dritter Ordnung 
und so weiter erkennen. 

Unsere unendliche Gruppe bestimmt indes noch andere Reihen 
von Invarianten, wie hier kurz angedeutet werden mag. 

Neben x und y, die bei unserer Gruppe transformiert werden, 
führen wir drei weitere bei der Gruppe invariante Größen x, y, 2 ein 
und betrachten x, y als Funktionen von &, y, 2. Dann werden x, y 
zusammen mit ihren Differentialquotienten durch eine unendliche Gruppe 
transformiert. Man findet drei Invarianten erster Ordnung: 


0x 0y 0203. 02x03 ’0x203. öxdy. 070% 


02dy Oyos’ O80z 02082’ Oydz 0Oz0y’ 
‚acht wesentliche Invariänten zweiter Ordnung, und so weiter. 


13. Jetzt wollen wir versuchen, die allgemeine Existenz von Diffe- 
rentialinvarianten einer jeden unendlichen Gruppe nachzuweisen. 
Wir denken uns die Variabeln: x, Yy,..., 4, ®,... durch eine un- 


endliche Gruppe: 
pP = FF, y%:.,%% .:.); 
y=®dla, Wer oo) 


transformiert. Nehmen wir gewisse weitere bei der Gruppe invariante 
Größen: 2, w, ... an, so können wir offenbar behaupten, 2. auch die 
vereinigten change 


{A) u=F y=-9,..,4=2, WU, 


eine unendliche Gruppe bilden.‘ Die infinitesimalen Transformationen 
dieser neuen nn haben die Form: 


Br=xd 4 vr zilH 4 U vefrwiir. 
Dabei sind die ben Z und W gleich Null, während X, Y,..., U, V,... 


nur von den &,9,...,4,v,... abhängen und als ihre Funktionen durch 
die Definitionsgleichungen der Gruppe: 


(7) 0=-4X+BY+--+LX,+M X, +: 


bestimmt sind. 


Ss 
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Betrachten wir 4, v, w, ... wie in Nummer 9 als Funktionen von 
X%,y, 2,... und setzen wir: 


PR EEE ES ji, 
a" oy" or... 


so werden auch jetzt die Differentialquotienten: 





Er VE RRRE 1565. 


4 
Um,n,Py...3 Um,n,D, ...3 Um, n, 2:3 ... 


durch die Formeln (A) transformiert. 

Es ist zunächst klar, daß die Größen: x, y, 2,...,u,v,w,... und 
die zugehörigen Differentialquotienten erster Ordnung durch eine ge- 
wisse unendliche Gruppe transformiert werden. Man findet die infini- 
tesimalen Transformationen B’f derselben, wenn man in der Formel: 








du of 
Br-Bf+ I mm. 
f ED ot Ol,n, Dress u 
Den h of + “* 
m+n+p+:::=1 öt 0%, N,D, +» 


die Werte der Inkremente: 


uno. 00 ne 
einführt. 

Diese Inkremente, welche nach den Regeln der Variationsrechnung- 
berechnet werden, sind offenbar lineare Funktionen von den Größen 
X,Y,..., U,V,.... und ihren Differentialquotienten erster Ordnung 
Ba a y4r 2 um 

Es ist ferner: klar, daß die Größen: x, y, 2,...,%v, w,... und die 
zugehörigen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung 
durch eine unendliche Gruppe transformiert werden. Die infinitesi- 
malen Transformationen B”f derselben stellen sich dar in der Form: 








gu of 
B Ki RB’ > M,N, P,-- 5 
f re dt On r 
ra 
m+n+Dp+---=2 öt On : 
wo die Inkremente Öuy,n,p,..., --. Sich bei der Berechnung als lineare: 
Funktionen von X, Y,. .,U, V,... und ihren Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung nach &, Y,...,u, vd, ... ergeben. 


In entsprechender Weise kann man die allgemeinen Ausdrücke der 
Größen: B®f, BOf, ..., B@f bilden. Unter allen Umständen sind die 
Bf die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen Gruppe 
zwischen: 2, 9, 2,...,%,v, w,.... und den entsprechenden Differential- 
quotienten erster, zweiter, ..., g-ter Ordnung. | 
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Diese B®f haben die Form: 
0 Ö of 0 
Buof—- x 24 Yo++Unl+ Ver..+ [566 
se Ns X,Af+ N As X,A,fck nz 
+ OF +, Of+ VGL + Of + + 
+ X .Di+''-- 


Die Größen: A,f, O,f, D,f, --. aber sind von der Form der Funktionen: 
X, Y,..., U, V,... vollständig unabhängig. Der angegebene Aus- 
druck von B®f läßt sich vereinfachen. Vermöge der Definitionsglei- 
chungen (7) und der aus ihnen durch Differentiation hervorgehenden 
Relationen können nämlich gewisse von den Größen: 


(a) ee 


aus dem Ausdrucke B®f weggeschafft werden. Und zwar kann man 
im allgemeinen erreichen, daß die Anzahl (v) der in BWf zurück- 
gebliebenen Größen (a) kleiner ausfällt als die Anzahl (u) der Größen 
%,Y% 2%, ---,%®,W,... und der entsprechenden Differentialquotienten 
erster, zweiter, .. ., g-ter Ordnung. 

Daß dies immer möglich ist, beruht darauf, daß man einerseits die 
Zahl q beliebig groß wählen kann, andererseits darauf, daß es in jedem 
einzelnen Falle uns frei steht, wieviele bei der Gruppe invariante Größen 
2, W, ... wir einführen wollen. 

Setzen wir voraus, daß v < u ist, so ist der Inbegriff aller Glei- 
chungen von der Form: BWf= 0 äquivalent mit v linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit u unabhängigen Variabeln. 
Dabei ist es sicher, daß diese » Gleichungen ein vollständiges System 
mit (jedenfalls) u — v Lösungen bilden: in allen Fällen eine einfache 
Konsequenz des Satzes 3. Die besprochenen Lösungen sind nach dem 
vorangehenden Differentialinvarianten g-ter Ordnung unserer Gruppe. 
Hiermit ist also das angekündigte Theorem erwiesen: 


Theorem. Jede unendliche kontinuierliche Gruppe bestimmt eine 
unendliche Reihe von Differentialinvarianten, die als Lösungen von voll- 
ständigen Systemen definiert werden können. 

Gestattet ein System von Differentialgleichungen g-ter Ordnung 
unsere unendliche Gruppe, so läßt sich dasselbe im allgemeinen in der 
Form von endlichen Relationen zwischen den Differentialinvarianten 
q-ter oder niedrigerer Ordnung darstellen. Ist dies nicht der Fall, so 
können diese Differentialgleichungen in jedem einzelnen Falle durch 
einfache Betrachtungen (siehe S. 544 [hier S. 102]) bestimmt werden. 
Hierauf gehe ich indes bei dieser Gelegenheit nicht näher ein; Da- 
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. gegen bemerke ich ausdrücklich, daß man, wenn hinlänglich viele Dif- 
ferentialinvarianten gefunden sind, beliebig viele weitere durch Diffe- 
rentiation berechnen kann. Die neuen Invarianten werden gebildet 
durch Division von Funktionaldeterminanten. 

Wir gehen dazu über, die vorangehende Theorie durch eine [567 
große Anzahl Beispiele zu illustrieren. 

14. Ich betrachte eine beliebige vorgelegte Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: ao 
Führe ich nun statt y und x neue Variabeln y,,x, ein durch die Sub- 
stitutionen: 





(8) Y Fir, Y), TE X(z, Yy), 
so wird: 

SE Y.+ 7 y' 
a ni mern 


und: 
ER A 
r (X, iR Xyy)” 
A,B,C,D,E bezeichnen gewisse Funktienen von xz,y, deren Aus- 
drücke wir nicht hinzuschreiben brauchen. 
| In den neuen Variabeln x,,y, erhält somit die Gleichung: y’— & 
—= (0) die Form: y —®,=0, wo: 
AU DUTY Ey E 
nn Kr Xy)® 


Y 








ist. 

Es ist nun selbstverständlich, daß die Gleichungen (8), (9), (10) 
eine unendliche Gruppe von Transformationen zwischen den Größen 
2%,%,Y,® bestimmen, und zwar denke ich mir hierbei zunächst x, y, y' 
und ® als vier unabhängige Größen. Diese Gruppe besitzt nach 
unserem allgemeinen 'Theoreme mehrere Reihen von unendlich vielen 
Differentialinvarianten. Es liegt indes in der Natur der Sache, dab 
wir jetzt nur solche Invarianten zu berücksichtigen brauchen, welche 
der Annahme entsprechen, daß ® als Funktion von &,y und y' aufge- 
faßt wird. 

Wir berechnen zuerst den Ausdruck für die infinitesimalen Trans- 
formationen Af unserer Gruppe. Setzen wir: 


0 = 2, y)öt, dy EI n(®, y)öt, 


so wird: 
öy rs 
Fr Pie a A Ce 9 ak a? 
IM db ; n 
> ET (n, Ze &,)® er Yo, 55 Ynyy E= 25.) a5 
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und: 


A BA RL 8 of 
br=:,, rn, + rt P 39° 


Nunmehr berechnen wir nach den Regeln der Variationsrech- [568 
nung die Inkremente der Größen: ®,,®,,®,, und setzen: 


80,07 80,07 80, dr 
Eat Ana Puder ra, T aaa TEE Panzer Tr 





y 

Dabei bemerken wir, daß b’f in bezug auf &n und die Diffe- 
rentialquotientem erster, zweiter, dritter Ordnung von &,n linear und 
homogen ist. Ferner ermöglichen es die Definitionsgleichungen (11) 
unserer Gruppe, die Größen & und p aus den Ausdrücken Bf und Bf 
wegzuschaffen. In ganz analoger Weise berechnen wir die Ausdrücke 
B”f,..., B®f und erkennen hierdurch wie früher die allgemeine Existenz 
von Differentialinvarianten unserer Gruppe. 


Jede gewöhnliche Differentialgleichung zweiter One 
y-Pa,y,y)-0 
bestimmt daher beliebig viele Ausdrücke: 
2ay,®, 0,9, 0, da) 


Yy) 


die sich gegenüber allen Punkttransformationen als Invari- 
anten verhalten. 


Wir werden andeuten, wie man Kovarianten der Gleichung: 
=: — Da, Y y)=0 


gegenüber allen Punkttransformationen finden kann. 
Man setzt: 


‚ dy” 0 ‚ 
Bf+F- 5m 0% 

berechnet dy” in gewöhnlicher Weise als ein lineare Funktion von 
&,n und ihren Differentialquotienten erster, zweiter und dritter Ord- 
nung. Darnach ersetzt man in dem gefundenen Ausdrucke die Größe 
y’ durch ®. Alsdann sind die C’f die infinitesimalen Transformationen 
einer unendlichen Gruppe. 

Nunmehr setzt man: 


ao ea 
Di a 








und ersetzt wiederum überall y” durch ®. Dann sind auch die C”f 
die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen Gruppe. Be- 
rechnet man in entsprechender Weise die Ausdrücke: C®f,..., COf 
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und wählt q hinlänglich groß, so bestimmen die Gleichungen: C@f= 0 
ein vollständiges System. Die Lösungen desselben besitzen die Form: 


W094. 9000,9.0,90 0,0, 000) 


und verhalten sich gegenüber allen Punkttransformationen invariant!) 

Es ist klar, daß man in ganz analoger Weise Invarianten oder [569 
Kovarianten der Gleichung: y” — ® = 0 gegenüber einer ganz beliebigen 
unendlichen (oder endlichen) Gruppe von Punkttransformationen be- 
rechnen kann. 

15. Wir betrachten jetzt einen Ausdruck von der Form W(z, y, y') 
und werden zeigen, daß derselbe Invarianten (und Kovarianten) gegen- 
über allen Punkttransformationen besitzt. 

Bei der infinitesimalen Punkttransformation: 


of of 
ACZE)Erausu ICE Er 
erhält y', wie wir wissen, das Inkrement: 


oy (4 ‚ 
Yn+m- by -E 


Daher sind die Ausdrücke: 
ol De cn 
die infinitesimalen Transformationen der unendlichen Gruppe: 


ee 
(12) Yı Y(%, Yy), I, = X(z, DE) en ya Ky 





Führt man nun in W(x,y,Yy') die neuen Variabeln x&,,y,,y, ein, 
so erhält W allerdings eine neue Form W,(z,,y,,%,), Doch be- 
steht die Gleichung: 


Wa,y,y) = W; (a, Yu Yı)» 


und daher muß W als eine bei der Gruppe (12) invariante 
Größe betrachtet werden. 

Dagegen ändern die Differentialquotienten von W nach x,y,y 
bei jeder Transformation (12) nicht allein ihre Form, sondern zugleich 
ihren Zahlenwert. Man berechnet die Inkremente: 


8W,, 6W,, 6W,, 8 Wyn--- 





1) Es mag übrigens bemerkt werden, daß es bei der Berechnung von Ko- 
varianten der Gleichung: y’—®=0 nicht notwendig ist, die Größe y" weg- 
zuschaffen. 
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wie gewöhnlich und erkennt somit die Existenz von Invarianten: 
yes We) 
und von Kovarianten: 


oly, y", y”, Be W,, WW, Wi = ); 


die wie immer als Lösungen von vollständigen Systemen definiert sind. 
16. Ich betrachte wiederum die unendliche Gruppe aller Punkt- 
transformationen: | 
„= Yay), = X y). 
Führe ich in drei Funktionen: f, Fund ® von &,%y die neuen 
Variabeln x,,y, ein, so erhalten sie allerdings neue Formen: f,, F\ und 
&,, während ihre Zahlenwerte ungeändert bleiben, weil ja 


f=h; F=F, P=b, | 570 


ist. Ich betrachte daher f, F und ® als invariante Größen bei unserer 
unendlichen Gruppe. Dagegen werden die Differentialquotienten: f,, f,, 
F,,F,, ®,, ®, transformiert, und man erkennt leicht die Existenz von 
Invarianten von der Form: 


If Pe SR ade ®,, ®,, Se > 


Da auch die Größen y’, y’,... durch unsere Gruppe transformiert 
werden, so existieren ebenfalls invariante Ausdrücke von der Form: 


SIR fy: Bo P,, en Yy, y', e .). 


Bemerkt man, daß die Gleichungen: f = Const., F= Üonst., 
& = Öonst. drei Kurvenscharen bestimmen, und daß diejenige vierte 
Kurvenschar, welche jene drei nach konstantem anharmonischen Ver- 
hältnis schneidet, durch eine Differentialgleichung erster Ordnung be- 
stimmt wird, so findet man ohne Rechnung eine Kovariante Q, die 
nur von den vier Größen: 

a Fa ®% i 

fy’ Fy? ®,’ 
abhängt. 
17. Ist eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter oder höherer 
Ordnung: 
VI Pa, y,Yy,..., Ya) = 


vorgelegt, so besitzt dieselbe Invarianten und Kovarianten nicht allein 
gegenüber allen Punkttransformationen, sondern zugleich gegenüber 
allen Berührungstransformationen. 

Nimmt man zwei oder mehrere Differentialgleichungen, so be- 


sitzen dieselben simultane Invarianten und Kovarianten. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 9 
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Desgleichen bestimmen Ausdrücke von der Form ®(z,y,Yy,..., y) 
Invarianten und Kovarianten. 


18. Führe ich in eine Gleichung von der Form: 
0=-y+Bayy+Bany’+Ry+F 
die neuen Variabeln: 
N Ya, Y),  Yazaz X(z, y) 
ein, so erhalte ich eine neue Gleichung von der analogen Form: 
Ieytda,y)i + day) + My + P. 


Dabei sind die ®, gewisse Funktionen von den F\, und von X, Y mit 
ihren Differentialquotienten: 


Ö, an I, F,, un; LE; Ko 2. > 9r 
und zwar bestimmen die zuletzt geschriebenen Gleichungen zusammen 
mit: y, = Y,:2, = X eine unendliche Gruppe. 

Um die zugehörigen Invarianten zu finden, berechnen wir anachet 
die d6®, folgendermaßen: 

In die Gleichung: [571 
öy +6y(3Fy?+2F,y +) +oFRy?’+0FRy?+6Fy+oFf=0 
tragen wir die Werte: 

ey. - Ey - Ey 

dy" = (N, - ar > 38,y)y = SU Sn (Nyy Er 22,0 7 

ne (29, .; FAN: Fr Nxx 
ein, schaffen y” weg und verlangen, daß die hervorgehende Relation 


in bezug auf y' identisch besteht. Hieraus ergibt sich eine Be- 
stimmung der ÖF',, und wir erkennen die Existenz von Invarianten von 


der Form: 
FF, F,F,F,Fy...) 
19. Führt man in die Gleichung: 
"-Fa,y)-0 

neue Variabeln von der Form: | 
(13) = (a), = eyVd'Ca) + Ta) 
ein, so erhält man, wie man leicht verifiziert, eine neue Gleichung von 
der analogen Form: 

| y -Fa,y)=d, 
und zwar ist F, eine gewisse Funktion von F,®,c und TT: 


(14) F=f(R, 61, 0). 
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Da die Gleichungen (13) eine unendliche Gruppe bestimmen, so 
muß dies ebenfalls von den vereinigten Gleichungen (13) und (14) 
gelten. Folglich hat die Gleichung: y” — F(x, y) = 0 Invarianten von 


der Form: 
SH, F, D, ae: 


20. In eine vorgelegte partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung: 
rel, Yy, 2,9, 9, 5, t) 
führe ich neue Variabeln: 
(15) 20 Em X(z, Y, 2), Be Ya, Y, 2), si ee Zi, Y, 2) 


ein und erhalte hierdurch eine neue Gleichung: 


rn, = Fl, 4,2, Ph 80, &) 
Dabei sind 9,, 9; 51; ı und F, gewisse Funktionen: 
(16) »,=-P, ,=Q, ı=S, t4=T, F=® 


von 9,9,8,t, F wie auch von X, Y,Z und ihren Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung. Da nun die Gleichungen (15), (16) eine 
unendliche Gruppe definieren müssen, bestimmt die Gleichung: r — F=0 
unendlich viele Differentialinvarianten von der Form: 


aD, 1,516, F, Pa FE, 25, F, oh 


| Wünscht man, diese Invarianten zu berechnen, so muß man [572 
zuerst die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe aufstellen. 
Man geht aus von der infinitesimalen nu 


anne ret, 


berechnet die entsprechenden Inkremente von 7,9, r, s, t und setzt so- 
dann überall F' statt r ein. Hernach bestimmt man die Inkremente: 


02, 08.,:.., 08, 
durch Variation der Gleichung: 
al — Far — Fay-—- F,da— F dp - Faq — F,ds — F,d=0 


und fährt sodann in der gewöhnlichen Weise fort. 

Daß partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung Invari- 
anten gegenüber allen Punkttransformationen wie auch gegenüber allen 
Berührungstransformationen bestimmen, kündigte ich schon 1872 an. 

Nimmt man hinlänglich viele Invarianten: J,, Jg, - . ., Jg einer 


vorgelegten Gleichung: r — F= 0 und berechnet dieselben als Funk- 
9* 
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tionen von &, y, 2, P, q, 5, t, so ist es immer möglich, durch Elı- 
mination Relationen von der Form: 
Mile ne 
herzuleiten. ur da a 
Hierauf läßt sich eine naturgemäße Klassifikation aller 


partiellen Differentialgleiehungen: r— F=0 gründen, und 
offenbar dehnt sich diese Bemerkung auf beliebige partielle 
Differentialgleichungen aus (Göttinger Nachr. 1872, S. 419 
[d. Ausg. Bd. IH, Abh. IV, S. 20, 2.3—1 v. u.]). 

Sind mehrere Funktionen von &, 9, 2, P, 9, r, s, t vorgelegt, so 
bestimmen dieselben offenbar simultane Invarianten und Kovarianten 
gegenüber allen Punkt- oder Berührungstransformationen. 

21. Denken wir uns insbesondere algebraische partielle Diffe- 
rentialgleichungen vorgelegt, so vereinfacht sich die Theorie ihrer In- 
varianten. Wir wollen insbesondere eine Gleichung von der Form: 


r+Bs+(0t+D=0 


betrachten. 
Führen wir neue Varıabeln: 


(17) u=-X&Y4e, uch 4 Z 
ein, so erhalten wir eine Gleichung von analoger Form: 
r,. +2Bs +04 +D=°. 
Dabei sind p,, 9%, B}, C,, D, gewisse Funktionen von p, g, B, C, D 
und X, Y, Z mit ıhren Differentialquotienten: 
(18) Dr. , Den. 


Die Gleichungen (17), (18) bestimmen nun offenbar eine unendliche 
Gruppe, deren infinitesimale Transformationen man findet, indem [573 
man dp, ödg, Ör, Öös, öt berechnet und diese Werte in die Gleichung 


ör +Bös+(0öt+sdöB+töC+06D=0 


einführt. Man erkennt hierdurch die Existenz von Invarianten von 
der Form: 


2, BD By, 
Es sei andrerseits vorgelegt eine Monge-Amperesche Gleichung: 
rt—®+Ar+Bs+Ct+D=0. 


Führt man auf dieselbe eine beliebige Berührungstransformation aus, 
so erhält man eine neue Gleichung von der analogen Form: 


ru —-s3+An+2s +04 +D=0. 
Dabei sind A,, B,, C,, D, gewisse Funktionen von A, B, O, D. 





8 3, Nr. 20—23. Beispiele für Diffinv. unendl. Gr. 133 


Hierdurch erhalten wir wiederum eine unendliche Gruppe, die uns 
Differentialinvarianten von der Form: 


2(e, Y, 2,P, g; A, » C, D, 25, A; er 


liefert. 

22. Die äußerst wichtige Aufgabe, alle Invarianten der linearen 
Gleichung: 
(19) MHLANTIHe Hy rRy—0 


gegenüber der unendlichen Gruppe: 

u=bla), =yFl) 
zu finden, ist bekanntlich von Laguerre und noch Eine Sozner von 
Halnnen behandelt worden. 

Man kann gleichzeitig die allgemeinere Frage nach den zugehörigen 
Kovarianten stellen. 

Die genannten Mathematiker haben ebankalle eine Integrations- 
theorie für diejenigen linearen Gleichungen (19) entwickelt, welche in 
eine ebensolche Gleichung mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden können. Diese Theorie subsumiert sich im wesentlichen als 
sehr spezieller Fall unter meine 1874 angekündigte und 1882—83 im 
Detail durchgeführte Integrationstheorie von Gleichungen 


f(®, Y, y, el y) =, 
mit einer kontinuierlichen Gruppe. (Göttinger Nachr. vom Dez. 1874; 
Archiv for Math. og Nat. Bd. VII und VIII, 1882—83 [d. Ausg. Bd. V, 
Abn. 1,1X, X, XI, XIV].) 

Ich hebe übrigens hervor, daß Halphens schöne Untersuchungen 
über lineare Differentialgleichungen (M&emoire sur la reduetion des &qua- 
tions differentielles lineaires aux formes integrables, gekrönte Preis- 
schrift, eingeliefert 1880, veröffentlicht 1883) sich ohne weiteres auf 
solche Gleichungen: 

fen", y)— 0 
ausdehnen, die durch eine unbekannte Punkt- oder Berührungs- [574 
transformation auf eine integrable lineare Gleichung reduktibel sind 
(Ges. d. Wiss. zu Chr. 1883: Untersuchungen über Differentialgleichungen, 
I [d. Ausg. Bd. V, Abh. XII, $S. 311—313]). Ich behalte mir vor, 


hierauf zurückzukommen. 

23. Eine lineare, partielle Differentialgleichung (zweiter Ordnung): 
(20) r+8s+Tt+Pp+0g9+Zz=0 
deren Koeffizienten $, 7T,..., Z nur von z und y abhängen, erhält 
durch eine beliebige Transformation der unendlichen Gruppe: 


(21) 1=2.F(ay, = X2,9) = Y(® Y) 
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die ebenfalls lineare Form: 
,+Ss +14 + Pa +99 +tZ2ı1=0. 


Die neuen Koeffizienten werden als Funktionen der alten durch Glei- 
chungen definiert, die mit (21) vereinigt eine unendliche Gruppe bilden. 
Man berechnet zuerst die Inkremente: 68, 67,..., dZ bei einer in- 
finitesimalen Transformation der besprochenen Gruppe, und findet hier- 
nach beliebig viele Invarianten (und Kovarianten) der Gleichung (20) 
gegenüber unserer Gruppe. 


24. Wir bringen nach Gauß Vorgang das Bogenelement einer 
beliebigen Fläche auf die Form: 


(22) ds? = Edx? +2Fdxdy + Gay”. 
Führen wir nun neue. Variable: 
%, = X(z, Y), ee Y(z, Y) 
ein, so erhält unser Bogenelement die neue Form: 
ds? — E,da? +2 F,da,dy, + G,dy. 

Dabei werden E,, F, und @, als Funktionen von E, F,@,x, y durch 
gewisse Relationen bestimmt, die mit: 2, = X, y, = Y vereinigt eine 
unendliche Gruppe bilden. Wünschen wir die von Gauß und seinen 
Nachfolgern entdeckten Invarianten (und Kovarianten) dieser Gruppe 


nach meinen allgemeinen Regeln zu finden, so variieren wir erst die 
Gleichung (22), indem wir ds als Konstante betrachten: 


ÖE. da? +20 F.dady+dG.dy+ 
+ {2(Edx + Fay)d& + 2(Fadax + Gdy)dn!dt= 0 


und erhalten hierdurch die Relationen: 


U — 268, +2 Fr, 
oF 
zn oBstıt.:ln 20, 
öG 
Darnach bilden wir die Gleichungen: [575 


ö(dE— E,da — E,dy)=0,... 
und finden so die Werte der Inkremente von E,, E,,..., @,. Indem 


y 
wir ın bekannter Weise fortfahren, finden wir offenbar zuerst das 


Gaußsche Krümmungsmaß. 
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Fügen wir zu der soeben betrachteten Gruppe diejenigen Glei- 
chungen, welche y/, y\,... als Funktionen von x, Yy, y', y”,... be- 
stimmen, so erhalten wir invariante Größen, die Differentialquotienten 
von y enthalten. 

Statt y’, y”,... könnte man eine Funktion ® (oder auch mehrere 
Funktionen) von x, y einführen. In den Variabeln x,, y, erhält ® eine 


neue Form: 
a) ty), 


während der entsprechende Zahlenwert ungeändert bleibt. Daher 
setzen wir: Ö6® = (0) und ebenso: 

daB — B,daz —d,dy)=0, 
woraus: 


| 0 
NE Eau: P,8, AR PN. IB ne Er ®,8, gi P,ny- 


Setzen wir diese Werte wie auch die früher bestimmten Werte von 
SE,OF,ö6@G in: 


runter tn 








ein, so erhalten wir die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe. 
Alle Gleichungen von der Form: B’f=0 haben eine gemeinsame 
Lösung, nämlich die von Beltrami eingeführte Invariante: 
E®) — 2F®,0, + G®% 
EG — F*? 2 





und so weiter. | 
Die vorangehenden Betrachtungen können durch die Annahme: 


E=-G6=0, &,= 7,0 


bedeutend vereinfacht werden. 


25. Ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in den 
Variabeln 2, &,,..., x, vorgelegt, so kann man, wie ich in den Göttinger 
Nachr. 1872, S. 479 [d. Ausg. Bd. III, Abh. IV, 8. 19£.] angedeutet habe, 
die Invarianten derselben gegenüber allen Punkttransformationen be- 
stimmen. Darnach könnte man die synthetische Bedeutung der ein- 
fachsten dieser Invarianten aufsuchen. Man könnte zum Beispiel ver- 
suchen, diejenigen invarianten Relationen aufzustellen, welche 
bestehen müssen, wenn unsere Gleichung ein vollständiges Integral 
besitzt, das durch mehrere Relationen zwischen 2, &,, ..., 2, [576 
definiert wird. Ich habe noch nicht Zeit gefunden, diese Fragen, 
mit denen ich mich schon 1872 beiläufig beschäftigte, näher zu dis- 
kutieren. 
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26. In 7 gegebenen Bunktionen P., E,..,#, wona,....o, 
Pi,» ---, P, führen wir neue Variabeln x;, p; vermöge einer arbiträren 
Berührungstransföormation ein, wobei eine Relation von der Form: 


Zpdx = Zpdc+dV 
besteht. 

In den neuen Variabeln erhält jede Größe F, eine neue Form 
F;, während ihr Zahlenwert ungeändert bleibt. Erinnern wir uns 
nun, daß jede infinitesimale Berührungstransformation das Symbol 
(W,f) besitzt, und daß dabei W eine arbiträre Funktion von den 
%,, P, bezeichnet, so stellt man leicht die Definitionsgleichungen aller 
Differentialinvarianten der Größen F', gegenüber allen Berührungstrans- 
formationen auf. Man verifiziert ohne Schwierigkeit den bekannten 
Satz, daß alle Ausdrücke (F;, F,), ((F,, F}), F,), . . . Invarianten sind, 
und erkennt überdies, daß alle Invarianten sich durch Wiederholung 
der Poisson-Jacobischen Operation ausdrücken lassen. (Vgl. hierzu 
Math. Ann. Bd. VIII, S. 270—273, 297—298 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
8 16 und: $ 24, Nr. 51]).') 

In der soeben zitierten Arbeit erledigte ich die Frage, ob r gegebene 
Funktionen F},..., F, von 2,,...,?, durch eine Berührungstransfor- 
mation in r vorgelegte Funktionen Fi, ..., F7 von &1,..., 9) überge- 
führt werden können. Diese Aufgabe ließ sich auf den Fall reduzieren, 
daß die F, unabhängig waren und Relationen von der Form: 


(F,F)= (FF. F,) 


erfüllten. Alsdann bestanden die zur Existenz der verlangten Trans- 
formation erforderlichen und hinreichenden Kriterien darin, daß die Fi 
ebenfalls unabhängig waren und dabei die analogen Relationen 


er ER 
befriedigten. 

Da sich die , bei einer Berührungstransformation als Invarianten 
verhalten, weil die Gleichungen: F, = F}, bestehen, beruhen die soeben 
besprochenen Kriterien darauf, daß gewisse bei den ursprünglichen 
Variabeln bestehende Relationen zwischen Invarianten auch bei den 
neuen Variabeln stattfinden müssen. 





1) Durch Ausführung der im Texte angegebenen Entwickelungen erkennt man 
unter anderem, daß die 4r(r— 1) Größen (F',F,) wenn r hinlänglich groß ist, 
durch gewisse von der Form der Funktionen F, unabhängige endliche 
Relationen verknüpft sind. 
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27. Stellt man überhaupt die Frage, ob gewisse Differentialglei- 
chungen: F,= 0 oder gewisse analytische Ausdrücke ®, durch eine 
Transformation einer vorgelegten kontinuierlichen Gruppe auf gewisse 
gegebene Formen gebracht werden können, so erhält man jedesmal 
leicht als notwendige Kriterien gewisse Differentialrelationen, die gegen- 
über der betreffenden Gruppe einen invarianten Charakter besitzen. 

Fragt man zum Beispiel, wann ein vorgelegter Ausdruck: X dx + Ydy 
die Form eines vollständigen Differentials dU erhalten kann, so ist 
die Antwort bekanntlich, daß hierzu das Bestehen der Gleichung: 
X,— Y,=0 erforderlich und hinreichend ist. Diese Bedingungs- 
gleichung wird durch jede Punkttransformation in ungeänderter Form 
reproduziert. 

Die Theorie des Pfaffschen Problems gibt in ganz ähnlicher 
Weise eine Reihe Kriterien, die gegenüber beliebigen Punkttransfor- 
mationen einen invarianten Charakter besitzen. 

Wünscht man zu entscheiden, ob eine Fläche mit dem Bogen- 
elemente: 


ds?—= Eda?+2Fdxdy + Gdy? 
auf eine andere Fläche mit dem Bogenelemente: 
ds? = E, da? + 2F,da,dy, + G,dy? 


abwickelbar ist, so nımmt man nach den von Minding gegebenen 
Regeln gewisse zugehörige Differentialinvarianten A, B, C, berechnet 
sie für jede der beiden Flächen als Funktionen von x und y, und be- 
stimmt hiernach durch Elimination von x, y die zwischen A, B, C 
bestehenden Relationen. Findet man nur eine solche, etwa: 


A=9(B,0), 


so ist ihre Form das wahre Bild aller Eigenschaften der Fläche, welche 
bei Biegung ungeändert bleiben. Zwei Flächen sind auf einander ab- 
wickelbar, wenn A, B, C für beide Flächen durch dieselbe Relation 
verknüpft sind. A, B, C sind durch mehrere Relationen verknüpft, 
wenn die betreffende Fläche in sich ohne Dehnung verschoben werden 
kann. | 

Sollen m gegebene Funktionen: F\, Fy,..., F,, von A: Zur 
Pi» ---, P„ durch eine Berührungstransformation in: &1, X, - . -, &. oder 
in: 21, »- -, 27. übergeführt werden können, so ist dazu nach meinen alten 
Untersuchungen notwendig und hinreichend, daß die Im(m — 1) Aus- 
drücke (F', F,) sämtlich identisch verschwinden. Dabei ist jede [578 
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Größe (F,, F,) eine Invariante gegenüber allen Berührungstransfor- 
mationen. 

Wünscht man zu entscheiden, ob gewisse Funktionen: F\, 7%, ..., Fr 
VON Luy +: Zn Pr ---,P, durch eine zweckmäßige Berührungstrans- 
formation in gewisse gegebene Funktionen: F|,..., F/ von @/,...,?, 
übergeführt werden können, so bildet man nach meinen früher zitierten 
Untersuchungen eine gewisse Anzahl Invarianten (F\, F}), ..., und be- 
stimmt die zwischen ihnen bestehenden Relationen. Erhält man in 
beiden Fällen identisch dieselben Relationen, so ist die verlangte Trans- 
formation möglich, sonst aber nicht. 

Sind immer F\,..., F, und o+1 beliebige zugehörige Diffe- 
rentialinvarianten durch eine Relation verknüpft, so gestattet ein jedes 
unter den F, 2n —r — og wesentlich verschiedene infinitesimale Trans- 
formationen. Unter diesen Voraussetzungen bestimmen nämlich die £, 
eine Gruppe, deren Polargruppe 2» — r— o unabhängige Funktionen 
enthält.') 

Fragt man, ob eine gegebene Funktion F(x, y, 2,2,9,r,5,) 
durch eine Berührungstransformation auf eine gewisse andere Form 
F(a,y,e,p,g,r,s,t) gebracht werden kann, so bestimmt man die 
Differentialinvarianten J,, J,,.... der Größe F' gegenüber allen Berüh- 
rungstransformationen und berechnet sie als Funktionen von &, %, 2,..„t: 


Hr I,®, Yı +5 2). 
Man findet hierdurch zur Beantwortung der gestellten Frage beliebig 


viele Relationen: 
Tl ee De har. 9 


Erhält man in dieser Weise nie kontradiktorische Gleichungen, so ist 
die verlangte Transformation möglich. 

Gestattet F eine oder mehrere infinitesimale Berührungstransfor- 
mationen in sich, so sind immer acht beliebige Größen J, durch eine 
Relation verknüpft, und so weiter. 

Besonders einfach stellt sich die, zuerst von mir erledigte Frage, 
ob eine gegebene Gleichung: f(x, y,....,r,s,d)=0 auf die Form: s= 0, 
oder auf die Form: r == 0 reduktibel ie | 


Christianıa, 29. Mai 1884. 





1) Siehe hierzu Math. Ann. Bd. VIII, Begründung einer Invariantentheorie 
der Berührungstransformationen, S. 217 und 270 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl. und 
8 16). 


ıll, 


Allgemeine Untersuchungen [71 
über Differentialgleichungen, die eine kontinuierliche, 
Ä endliche Gruppe gestatten. 
Math. Ann. Bd. XXV, Heft 1, S. 71—151. Ausgeg. 22.1. 1885. 


Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
F(®, Yy, 2,P, g) 0, 


deren Integralflächen dadurch charakterisiert sind, daß ihre Haupttan- 
genten des einen Systems ein Tetraeder nach konstantem Doppelver- 
hältnisse schneiden, wurde, wenn ich nicht irre, zuerst von mir (1869) 
integriert. Die hierbei angewandte Methode gründete sich darauf, daß 
die Gleichung: F=0 alle oo? linearen und vertauschbaren Trans- 
formationen gestattet, welche das betreffende Tetraeder invariant lassen. 
Meine Methode leistete gleichzeitig die Integration einer jeden anderen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: ® (z, y, z,2,9)=0 mit 
derselben Gruppe von Transformationen. 

Klein, dem ich damals diese und einige verwandte Integrations- 
theorien in wiederholten Gesprächen auseinandersetzte, machte mir die 
schöne Bemerkung, daß meine Integrationstheorie mit Abels Behand- 
lung derjenigen algebraischen Gleichungen, die seinen Namen tragen, 
eine auffallende Analogie darbietee In unserer gemeinsamen Arbeit 
(Math. Annalen Bd. IV [d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV]): Über solche 
ebene Kurven, die unendlich viele lineare Transformationen 
zulassen, gaben: wir in einem: Schlußparagraphen eine Integrations- 
methode aller Gleichungen: 


047 2) = 0, 
mit einer gegebenen infinitesimalen Transformation: 


ot=Ela,y).di, Yenlı,y).Öt. 


Wir fügten jedoch die spezielle Voraussetzung hinzu, daß die Hilfs- 
gleichung: &.dy—n.dx= 0, welche die Bahnkurven der bekannten 
infinitesimalen. Transformation bestimmte, sich integrieren ließe. 
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Bei meinen Untersuchungen über Linien- und Kugelgeometrie ın 
den Jahren 1870—71 wurden mehrfach ähnliche Integrationsmethoden 
auf spezielle geometrische Probleme mit einigem Erfolge an- [72 
gewandt. ') 

Bald erhielten indes diese Untersuchungen eine ganz andere Trag- 
weite. Ich fand, daß die von Lagrange, Pfaff, Cauchy, Jacobi 
und ihren Nachfolgern begründete Integrationstheorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung sich naturgemäß als eine Trans- 
formationstheorie dieser Gleichungen auffassen ließ. Jede infinitesimale 
Berührungstransformation einer solchen Gleichung (oder eines solchen 
Gleichungssystems) ließ sich auffassen als ein gewisses Integral des be- 
kannten simultanen Systems der Charakteristiken, ja sie war mit einem 
solchen äquivalent. Jede bekannte Gruppe von Transformationen, die 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in sich überführten, 
lieferte, ihren infinitesimalen Transformationen entsprechend, eine ge- 
wisse Anzahl Integrale «,,..., %, des besprochenen simultanen Systems, 
welche paarweise Relationen von der Form: 


(%;, u,) E fix (u, U... u,) | 


1) Die im Texte zitierten speziellen Integrationsmethoden beruhen auf einer 
allgemeinen Theorie, die sich folgendermaßen resumieren läßt: 


Gestattet ein System von partiellen Differentialgleichungen in den Variabeln: 
2%: 5 2%, 9 bekannte infinitesimale Berührungstransformationen: P,,..., Pu 
die paarweise vertauschbar sind und somit die Relationen: (P;, P,) = 0 erfüllen, 
und kennt man dabei ein vollständiges Integral des Involutionssystems: P, = a;, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, kennt man die zugehörigen endlichen 
Transformationen), so ist es, wenn P,,..., P, unabhängige Funktionen sind, mög- 
lich, die Bedingungsgleichung: 


pdz + pda, ee +2n42, = PdX + PaX, rad 


zu befriedigen. Führt man sodann X, X,,..., X, als neue Variabeln ein, so 
verschwinden q Größen X aus den vorgelegten partiellen Differentialgleichungen 
(Ges. d. Wiss. zu Christania 1872 und 1873 [d. Ausg. Bd. III, Abh. I, 8.2 und 
Abh. VII—-IX)). 

Ist zum Beispiel: n=q=2, und sind und Rs Eigehere infinitesimale 
und vertauschbare Punkttransformationen: 


EEE ZEl of of 
a ee 
of of of 
a ee 2 02, FE Fri 1 


so lassen sich, wenn: A,f= 0, A,f = 0 unabhängige Gleichungen sind, X,, X, 
und X als Funktionen von &,, x,, 2 allein wählen. Sie erfüllen die Relationen: 


AR AK AGO AN L A LAND 
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erfüllen. Ich bezeichnete daher eine solche Schar von Integralen als 
eine (homogene) Gruppe.) 

Das Poisson-Jacobische Theorem war für diese Auffassung [73 
ein spezieller Fall des allgemeinen Theorems, daß jede kontinuierliche 
Gruppe, welche die beiden infinitesimalen 'Transformationen D,f und 
B,f enthält, ebenfalls die Transformation: B,(B,(f)) — B,(B, (f)) 
umfaßt. 

Ich beschäftigte mich ferner eingehend mit linearen partiellen 
Differentialgleichungen und entwickelte eine allgemeine rationelle Inte- 
grationstheorie von vollständigen Systemen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen, welche mit der Galoisschen Behandlung ?) der alge- 
braischen Gleichungen viele Berührungspunkte darbot. Die Grundzüge 
dieser Theorie wurden im Nov. 1574 in den Abhandlungen der Ges. 
d. Wiss. zu Christania (siehe auch die Verh. von 1872, S. 132) publiziert 
und ohne wesentliche Änderung in den Math. Ann. Bd. XI, 8. 487 
reproduziert [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV und Abh. V; Bd. IV, Abh. XII, 
Abschn. II]. Es wurde als wahrscheinlich angegeben, daß die ent- 
wickelten Prinzipien in jedem einzelnen Falle den größtmöglichen Vor- 
teil aus den gegebenen Transformationen zu ziehen erlaubten. Gleich- 
zeitig wurden indes fortgesetzte Untersuchungen über diesen Gegen- 
stand angekündigt. Unter anderm wurde hervorgehoben, daß eine 
Weiterentwieklung meiner Theorie der Transformationsgruppen gleich- 
zeitig eine detaillierte Ausführung meiner Integrationstheorie geben 
würde. 

Indem ich jetzt wiederum einen Abschnitt meiner Untersuchungen 
auf diesem Gebiete einem größeren Publikum vorlege, halte ich es für 
zweckmäßig, zuerst in $ 1 meine alte Integrationstheorie in größter 
Kürze zu resumieren. Sodann gebe ich in $ 2 eine Diskussion der 
Tragweite dieser Theorie; das heißt, ich zeige, auf welche Weise man 
in jedem einzelnen Falle a priori ohne Integration, durch algebraische 
Operationen, entscheidet, wieviel meine allgemeinen Prinzipien leisten, 
also wieviele und wie hohe Hilfsgleichungen man integrieren muß, um 
das betreffende Problem zu erledigen. | 





1) Es verhält sich jedoch nicht so, daß die Anzahl der unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen der gegebenen Transformationsgruppe mit der Anzahl 
der unabhängigen Integrale der Schar «,,..., 4, zusammenzufallen braucht. Die 
erste Zahl ist in der Tat unter Umständen größer als die letzte. Man sehe zum 
Beispiel Archiv for Math. og Naturv. Bd. I, S. 184, 1876 [d. Ausg. Bd. V, Abh. III, 
S. 68). 

2) Vgl. Camille Jordans Traite des substitutions et des equations algebri- 
ques (Paris 1870). 
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In den Paragraphen 3—9 gebe ich eine einigermaßen ausführliche 
Darstellung mehrerer Theorien, die ich schon früher in norwegischen 
Zeitschriften, teilweise in gedrängter Form, entwickelt habe. Dieselben 
finden im Laufe dieser Arbeit nützliche Anwendung und besitzen 
außerdem an und für sich eine fundamentale Wichtigkeit. 
Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich wieder zu dem Integrations- 
probleme eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen. Dabei nehme ich zunächst in $ 10 meine ursprüng- 
liche Voraussetzung aus den Jahren 1570—72, daß nicht allein die [74 
infinitesimalen, sondern zugleich die endlichen Transforma- 
tionen einer Gruppe bekannt sind, wieder auf und führe die In- 
varianten einer solchen Gruppe als Variable ein. Daß sich in dieser 
Weise formelle Vereinfachungen erhalten lassen, war mir längst be- 
kannt und hatte ich unter anderm schon im Jahre 1872%), allerdings 
in nicht ganz klarer Form angegeben. Doch sah ich damals den be- 
treffenden Vorteil nur darin, daß bei einigen Hilfsgleichungen auf diese 
Weise gewisse Parameter vermieden würden. 

1882 bemerkte ich, daß sich ein noch größerer Vorteil erreichen 
ließ. Ich fand nämlich, daß irreduktible Hilfsgleichungen erster Ord- 
nung sich auf Riccatische Gleichungen zurückführen lassen, und er- 
kannte auch bei Hilfsgleichungen höherer Ordnung gewisse wesentliche 
Eigentümlichkeiten. So zum Beispiel fand ich, daß die Integration einer 
irreduktiblen Hilfsgleichung zweiter Ordnung immer geleistet werden 
konnte, wenn ein Integral erster Ordnung derselben gefunden war.?) 

Als meine Untersuchungen auf diesem Punkte standen, hielt ich 
am 3. Nov. 1882 in der Societ& math&matique de France einen 
kurzen Vortrag über meine Integrationstheorien von 1874°), um hier- 
durch, wenn möglich, die Aufmerksamkeit auf diese alten Unter- 
suchungen zu lenken. Halphen (damals Präsident der Gesellschaft) 
knüpfte hieran einige Bemerkungen über die Beziehungen zwischen 
seinen Arbeiten über Differentialinvarianten der allgemeinen projek- 
tivischen Gruppe und meinen Untersuchungen über Differential- 





1) Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872: Zur Theorie der Differentialprobleme 
[d. Ausg. Bd. III, Abh. V]. Im Anfange des Jahres 1878 benutzte ich, soviel ich 
mich erinnere, zum erstenmal die Invarianten einer ganz beliebigen endlichen 
Gruppe bei der expliziten Behandlung eines Integrationsproblems (Archiv for 
Math. og Naturv. Bd. III. Theorie der Transformationsgruppen lII, S. 118 [d. Ausg. 
Ba. v, Abh. IV. 8 97): 

2) Man sehe die Abhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania von 1882, 
Nr. 10 und Nr. 21 [d. Ausg. Bd. III: Abh. XXXVI, S. 531—535; XXXVIII, S. 543 
bis 546]. 

3) [Abgedruckt in Bd. V d. Ausg. 8. 669-673] 
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gleichungen, die eine beliebige kontinuierliche Gruppe ge- 
statten. Er erwähnte noch, daß die Integration einer Differential- 
gleichung achter Ordnung zwischen x und y, welche die allgemeine 
projektivische Gruppe der ÜCartesischen x, y-Ebene gestattet, auf die Er- 
ledigung einer linearen Differentialgleichung dritter Ordnung reduziert 
werden kann. Ich antwortete ihm, daß die von mir im Jahre 1874 
entwickelten Prinzipien nach meiner Auffassung in jedem 
einzelnen Falle die Reduktion auf die niedrigsten Hilfs- 
gleichungen leisteten. Es war mir übrigens an und für sich nicht 
neu, daß man durch Einführung von gewissen Invarianten als Variabeln 
_ eine formelle Vereinfachung erreichen könnte. 

Einige Tage später schickte ich der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania eine inhaltreiche, wenn auch kurz gefaßte Note 
(1882, Nr. 22 [d. Ausg. Bd IIl, Abh. XL, S. 551]), die unter anderm [75 
das allgemeine Theorem XI des folgenden Paragraphen 10 enthielt. 
Nach der Publikation dieser Note erschien Halphens 1880 eingelieferte 
und 1881 von der Pariser Akademie gekrönte Preisschrift „Me&moire 
sur la reduction des &quations differentielles lineaires aux formes in- 
'tegrables.“ Dieselbe enthielt, wie ich fand, nicht allein seinen oben 
besprochenen Satz, sondern gleichzeitig auch einige ähnliche Sätze, zu- 
sammen mit vielen anderen wichtigen Theorien. 

Es mag hervorgehoben werden, daß nur ein verhältnismäßig ein- 
facher Fall meines soeben zitierten Theorems XI sich in Halphens 
Arbeit aufgestellt findet. Es ist andererseits wohl zu bemerken, daß 
auch meine Theoreme, welche kanonische Formen für gewisse in 
meiner alten Integrationstheorie auftretende irreduktible 
Hilfsgleichungen liefern, diese Theorie noch nicht zum Abschluß 
bringen. 

Ein tieferes Eindringen in die Theorie der Transformationsgruppen 
wird entsprechende neue Resultate für die Integralrechnung liefern. 
Wie die Theorie der algebraischen Gleichungen nicht mit den Abel- 
Galoisschen allgemeinen Untersuchungen abgeschlossen war, sondern 
nunmehr sukzessive Gleichungen von immer höherem Grade eingehend 
studiert wurden, so müssen ganz ebenso die verschiedenen Hilfsglei- 
chungen (oder simultanen Systeme von Hilfsgleichungen), die in meinen 
Untersuchungen auftreten, sukzessiv in erschöpfender Weise diskutiert 
werden. Ich behalte mir vor, die hiermit angedeutete Untersuchungs- 
richtung wieder aufzunehmen. 

In $ 11 betrachte ich wiederum vollständige Systeme mit be- 
kannten infinitesimalen Transformationen, die eine Gruppe 
bilden, und setze jetzt dabei voraus, daß ihre endlichen Trans- 
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formationen unbekannt sind. Es gelingt mir, dieses Problem auf 
das in dem vorangehenden Paragraphen behandelte Problem zurück- 
zuführen, wobei allerdings gewisse Parameter eingeführt werden. 

Endlich in $ 12 skizziere ich noch eine allgemeine Integrations- 
theorie derjenigen Differentialgleichungen, welche überhaupt eine kon- 
tinuierliche Gruppe von Transformationen bestimmen. 

Es mag noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß die in 
dieser Abhandlung entwickelten Theorien nach vielen Richtungen hin 


weiter verfolgt werden können. 


Um nicht später die fortlaufende Darstellung unterbrechen zu 
müssen, schicke ich schon hier einige Bemerkungen über meine ge- 
wöhnliche Terminologie voraus. 

In allen Untersuchungen über Transformationsgruppen ist, wie ich 
immer hervorhebe, der Satz fundamental, daß die unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen: | 
BB [76 
einer Gruppe paarweise Relationen von der Form: 

(BB) = B(B,N) - BB N) = Zus Bf 

mit konstanten Koeffizienten c,,, erfüllen. (Gött. Nachr. 1874; Math. 
Ann. Bd. XVI, 8; 462 fd; Ausg. Bd. VW, Abb 1: Bd. VE Abh. 1.86 
Nr. 11]. Den umgekehrten Satz, daß r unabhängige infinitesimale 
Transformationen D,f,...., D,f, welche derartige Relationen erfüllen, 
immer eine Gruppe mit » Parametern erzeugen, benutze ich in dieser 
Arbeit ebenfalls gelegentlich, obgleich ich den Beweis desselben (Archiv 
for Math. og Naturv. Bd. IIl, S. 100 [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, S. 83f.]) 
noch nicht in diesen Annalen publiziert habe. 

Dabei muß indes hervorgehoben werden, daß meine jetzigen An- 
wendungen dieses Satzes gewissermaßen als unwesentlich anzusehen 
sind. Man kann nämlich, wenn man es vorzieht, folgende formale De- 
finition aufstellen: 

Definition. Wenn r Ausdrücke B,f, . .., B,f paarweise Relationen 
von der Form: (B,, B,) = &c,,,B,f erfüllen, und es unmöglich ist, r solche 
Konstanten c, zu wählen, daß der Ausdruck Ze, B,f identisch verschwindet, 
so sage ich, daß alle infinitesimalen Transformationen Ze, B,f eine r-gliedrige 
Gruppe bilden. 


Habe ich nun unter den infinitesimalen Transformationen: 
„Bf+ an BIER: 
einer Gruppe einige, zum Beispiel: Bf, Bf, -- -, B,_,, die selbst 
wiederum eine Gruppe bilden, so nenne ich diese neue Gruppe eine 
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Untergruppe der ursprünglichen. Es liegt, wie ich im Archiv 

for Math. og Naturv. Bd. I, 8. 178,.1876 [d. Ausg. Bd. V, Abh. III, 

8. 63£.] näher entwickelt habe, in der Natur der Sache, daß die Be- 

stimmung aller Untergruppen einer vorgelegten Gruppe 

durch eine algebraische Diskussion geleistet werden kann. 
Enthält die Gruppe Bf, ...., D,f eine Untergruppe: 


Gf=d,Bf+:-:-+d.B,f BE ur, 
und bestehen Relationen von der Form: 
(C;, B,) ha ds Gl; 


so sage ich, daß diese Untergruppe sich in der großen Gruppe in- 
variant verhält. Ich sage dementsprechend, daß die O,f eine in- 
variante Untergruppe bilden. 

Durch bloße algebraische Diskussion kann man selbstverständlich 
alle in einer vorgelegten Gruppe enthaltenen invarianten Untergruppen 
bestimmen. (Ges. d. Wiss. zu Christiania: Verallgemeinerung und neue 
Verwertung der Jacobischen Multiplikatortheorie 5. 272 [1874, d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XIV, S. 204, Z. 15—17]). 

Eine Gruppe heißt einfach, wenn sie keine invariante Untergruppe 
enthält. Dagegen heißt sie zusammengesetzt, wenn sie eine oder [77 
mehrere invariante Untergruppen umfaßt. 

Diese Begriffsbildung ist, wie ich im Archiv for Math. og Naturv. 
Ba. III, S. 104, 1878 [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, S. 87] näher nach- 
gewiesen habe, nicht allein analog, sondern vollständig identisch mit 
derjenigen der Substitutionstheorie!) Hierauf brauche ich indes an 
dieser Stelle nicht näher einzugehen (s. $3, Nr. 10). 





1) In der Galoisschen Gleichungstheorie spielen die invarianten Unter- 
gruppen der diskontinuierlichen Gruppen eine fundamentale Rolle. Genau so ist 
es bei meinen Integrationstheorien mit den invarianten Untergruppen der 
kontinuierlichen Gruppen. Um das Verständnis zu erleichtern, vermied ich indes 
lange, explizite mit diesem Begriffe zu operieren. Soviel ich mich erinnere, be- 
nutzte ich den Ausdruck invariante Untergruppe zum erstenmal im Archiv for 
Math. og Naturv. Bd. II, S. 457, 1878 [d. Ausg. Bd. V, Abh.V, 8. 195]. 

Wenn Klein und seine Schüler den Ausdruck ausgezeichnete Unter- 
gruppe, den sie in derselben Bedeutung benutzen, mit meinem Namen in Ver- 
bindung bringen, so beruht das auf einem Mißverständnis. Ich teile die von 
Herrn König (Math. Ann. Bd. XXI, S. 431) ausgesprochene Auffassung, daß der 
Ausdruck „invariant“ besser ist als „ausgezeichnet“. Dagegen möchte ich vor- 
schlagen, eine infinitesimale Transformation dann ausgezeichnet zu nennen, wenn 
sie mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar ist. (S. Math. Ann. 
Bd. VII, S. 252 [1874, d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 11, Nr. 24) 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 10 
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Zwei Gruppen heißen gleichzusammengesetzt (semblable), 
es möglich ist, ihre infinitesimalen Transformationen B,f und B/f in 
solcher Weise zu wählen, daß in den Relationen 


(B, B)=- Z4,B,f, (Bi, Bi) = ZuuBif 
gleich €, Ist. 
Zwei r-gliedrige Gruppen B,f und Bf heißen ähnlich, wenn es 


möglich ist, in den D,f solche neue unabhängige Variabeln einzuführen, 
daß Relationen von der Form: 


b,f = Sc,Bif 


jedesmal ce, . 


mit konstanten Koeffizienten bestehen; anders ausgesprochen, wenn sich 
die eine Gruppe durch Einführung neuer Variabeln in die andere trans- 
formieren läßt. 

Aus der evidenten von mir übrigens längst (vgl. zum Beispiel 
Math. Ann. Bd. VII, S. 234; Bd. IX, S. 247 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
$ 4, Satz 11; Abh. II, Einl.: Vollständige Systeme]) ausdrücklich hervor- 
gehobenen Bemerkung, daß der Ausdruck: (B,, D,) sich bei Ausführung 
einer beliebigen Transformation als Invariante verhält, folgt unmittel- 
bar, daß zwei ähnliche Gruppen von Transformationen immer gleich- 
zusammengesetzt sind. Der umgekehrte Satz gilt nicht. Es stellt sich 
daher die wichtige Frage ein, nach den einfachsten notwendigen und 
hinreichenden Kriterien für die Ähnlichkeit zweier Gruppen. Dieselbe 
ist schon früher von mir behandelt worden und soll im folgenden 
wieder aufgenommen werden. 


$ 1. Resume meiner alten Integrationstheorie eines vollständigen [78 
Systems mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 


1. In diesem Paragraphen gebe ich ein kurzes Resume meiner 
1872 angekündigten und 1874 publizierten Integrationstheorie eines 
vollständigen Systems: A,f=0,...,4,f=0 mit bekannten infini- 
tesimalen Transformationen. Ich reproduziere ohne Beweis die not- 
wendigen Sätze und Entwickelungen aus dem zweiten Abschnitte 
meiner Abhandlung im Bd. XI dieser Annalen |[d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III]. (Man sehe auch Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1874, 
und Archiv for Math. og Naturv. Bd. I, 1876 [d. Ausg. Bd. III, Abh. 
XIII, XIV und Abh. XVII, S. 269—272]). 


A. Definition. Das vollständige System: A,f = 0 @=13,...,r) 
zwischen den Variabeln &,,%,,..., x, gestattet die infinitesimale Trans- 
formation Bf, wenn durch diese Transformation jede Lösung des 
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Systems wiederum in eine solche übergeführt wird, wenn also BTT 
gleichzeitig mit TT eine Lösung des vollständigen Systems darstellt. 

B. Gestattet das vorgelegte vollständige System die infinitesimale 
Transformation Bf, so gestattet es gleichzeitig jede infinitesimale Trans- 
formation von der Form: Bf+ «A,f+:::+ «,4,f, welche Funktionen 
von den x die Größen «, auch bezeichnen mögen.') Zwei infinitesimale 
Transformationen B,f und D,f des vollständigen Systems: A,f— 0 
sind daher nur dann als wesentlich verschieden zu betrachten, wenn 
sie unter einander durch keine lineare Relation: 


aBf+aBf+t2u,4f-0 


mit den beiden Konstanten c,,c, verknüpft sind. 

C. Soll das vollständige System: A,f=0,..,4,f=0 die in- 
finitesimale Transformation Bf gestatten, so ist hierzu notwendig und 
hinreichend, daß r Relationen von der Form: 


4, (Bf) B(A, (f)) er Dr A,f 


stattfinden, in denen die «,, Funktionen der x sind. 

D. Gestattet unser vollständiges System die beiden infinitesimalen 
Transformationen 5, f und b,f, so gestattet es zugleich auch die in- 
finitesimale Transformation, deren Symbol: 

B(BN)- BB N) 
oder (B,, B,) ist. | 

E. Gestattet unser vollständiges System die infinitesimalen Trans- 

formationen BD, f,..., B,f, und bestehen außerdem u lineare Relationen: 


<BBf+ 2A f- 0, 


so lassen dieselben sich immer nach u von den Größen B,f auf- [79 
lösen, da die A,f durch keine lineare Relation verknüpft sein dürfen. 
Erhält man hierdurch die u Gleichungen: 


Bf= VE RR Ber Ber B,Bf+ Zu Af, 


so sind alle Koeffizienten ß,, Lösungen des vollständigen Systems. 


F. Gestattet ein vorgelegtes (n — 1). gliedriges vollständiges System: 
A,f=9,..., 4,_ıf=0 mit n Variabeln &,,...,x, eine bekannte in- 
 finitesimale Transformation Bf, so liefert eine Quadratur die gemein- 
same Lösung der Gleichungen: A,f=d. 





1) In dieser Arbeit bedeuten «, ß, y im allgemeinen variable Größen, a, b, c 
dagegen Konstanten. 
10* 
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Ich setze nun voraus, daß man durch sukzessive Anwendung der 
angegebenen Operationen » Lösungen TT,,...,TT, und g’ infinitesimale 
Transformationen B,f,..., P,f bestimmt hat, aber keine weiteren 
finden kann. Ich verstehe dies so, daß alle weiteren B,,, und alle 
(B,, B,) sich auf die Form: 


k=g’ ven 
zul, .. „T)Bf+ ZuAf 


bringen lassen, während keine lineare Relation zwischen den A,f und 
B,f,..., B,f bestehen darf, und daß überdies alle 5,TT, sich als Funk- 
tionen von TT,,..., TI, darstellen lassen. 

Ist nun die Zahl v der gefundenen Lösungen gleich n — r, so ist 
das Integrationsgeschäft eo ipso erledigt, insofern ein r-gliedriges voll- 
ständiges System zwischen n Variabeln eben nur a — r Lösungen be- 
sitzt. Wir haben daher nur den Fall: 

vr ner 
zu betrachten. 

Wir führen neue unabhängige Variable ein, nämlich TT,,..., TI 
zusammen mit n — v anderen Größen, die &/,...,x,_, heißen mögen. 


” 


Da die TI Lösungen sind, nimmt unser vollständiges System hierdurch 
die Form an: 





MR ie 2, 
: un-vox 


Da, 


während seine infinitesimalen Transformationen sich in gewisse Aus- 
drücke verwandeln: 


Bf-kıget on — + 3B,M), a 


in denen die 5,TT, Funktionen der TT allein sind. 

Da nun jede Lösung des ursprünglichen Systems: A,f=0 durch 
Einführung der neuen Variabeln in eine Lösung des neuen Systems: 
A.f=0 übergeht, so ist mit p zugleich immer auch B,p eine Lösung 
des letzteren Systems. | | 

Verstehen wir unter %,,..., %, beliebige Funktionen von [80 
TT,, .. ., TT,, so gilt dasselbe auch von dem Ausdrucke: 


B’p=v,Bp+:-:+WrBed, 
und somit besitzt jede infinitesimale Transformation D’f die Eigen- 
schaft, das vollständige System: A;f=0 in sich überzuführen. 


2. Ist es nun im besonderen, wie ich von jetzt ab annehmen will, 
möglich, die Multiplikatoren Y, so zu wählen, daß die Differential- 
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quotienten &f:oTT, in B”f nicht mehr vorkommen, so erhalten wir 
hierdurch eine oder mehrere, etwa q” infinitesimale Transformationen: 

er 
deren analytische Ausdrücke keine anderen Differentialquotienten als 
die Gleichungen des transformierten Systems enthalten. Wir nehmen 
im folgenden nur auf diese infinitesimalen Transformationen Bf 
Rücksicht. 

Hiermit ist das vorgelegte Integrationsproblem darauf zurück- 
geführt, das r-gliedrige vollständige System: Af=0 mit n—v=n 
unabhängigen Variabeln &,,...,x, und mit q” bekannten infinitesi- 
malen Transformationen B’f,..., B),f zu integrieren. Jedes (B/’, B/) 


drückt sich folgendermaßen aus: 


A006 
BB IWBT+ IwA f, 

wo die %‘* Funktionen der TT und als solche nunmehr als Konstanten 
aufzufassen sind, da die TI, sowohl in den A;f wie in den B/f nur 
als Konstanten auftreten. | 

Die Zahl » +g” kann nun höchstens gleich »’ sein, da sonst lineare 
Relationen zwischen den A;f und Bf stattfinden würden, was nach 
dem Vorangehenden ausgeschlossen ist. Den Fall, daß r +g’=n ist, 
behandeln wir in der nächstfolgenden Nummer. Den Falr+g’”<n 
reduzieren wir durch Integration auf: r +g9” = m. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir nach den von Mayer und mir 
gegebenen Regeln!) die n — r — q” gemeinsamen Lösungen TT/, TT},... 
des vollständigen Systems: 


AED nA 0, BR De Bet, 


2 


und führen sodann neue unabhängige Variabeln: 


’ ’ „ ” 
Th,..., Ma-r-gr, Bir...) org” [81 


ein, wodurch die Ausdrücke A,f und B/f in A,f und B/’f übergehen 


mögen. Schließlich erhalten wir hierdurch ein vollständiges System: 
47= 0.5, At) 


mit r +qg” unabhängigen Variabeln und mit q” bekannten infinitesi- 





1) Das vollständige System im Texte reduziert sich auf eine einzige gewöhn- 
liche Differentialgleichung (n’ —r — g”)-ter Ordnung. Diese Hilfsgleichung ist 
keiner weiteren Reduktion oder Vereinfachung fähig. 
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malen Transformationen Bj’f,..., Bj"f, zwischen denen keine lineare 
Relation von der Form: 


Su df+InBf=0 


besteht, während jedes (B/”, B/”) sich linear durch die Bf und A, f 


ausdrückt. In diesen Ausdrücken: 


BB) -EABf+ Eu Ar 


% 


sind die c, Konstanten. 

Hiermit ist die angekündigte Reduktion geleistet. 

3. Ehe ich jetzt in der Darstellung meiner alten Integrations- 
theorie weiter gehe, führe ich, um die Sprache ein wenig zu erleichtern, 
eine formelle Vereinfachung ein, die ich übrigens schon 1874 an- 


gedeutet habe. 
Wir wollen annehmen, daß mein g-gliedriges vollständiges System: 


0 0 6 
Alm La 


gewisse infinitesimale Transformationen: 


Bft 4 .. . 
die keine lineare Relation: 
2,A,f+ Zp,Bf-=0 
erfüllen, gestattet. Dann lösen wir zunächst mit Mayer die Gleichungen: 
A,f = nach q von den Differentialquotienten auf: 
Amt ange t + Xun5 n 9 


und bemerken dabei, daß die A,f paarweise in der Beziehung: 
(A;, A,) = 0 stehen. | 


Setzen wir sodann: 


Bf-Bf-uAf— Ar 
of 0 
malt 10 a ae 


so gestattet das vollständige System: A, f= 0 die infinitesimalen Trans- 
formationen B;f, und es bestehen offenbar Relationen von der ein- 
fachen Form: (A,, B/)=0. Setzen wir endlich voraus, daß die [82 
B,f durch die Gleichungen: 


(B,, B,) = ZauBf+ Zum Af 
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verknüpft sind, und daß die c,,, Konstanten sind, so müssen die B/, wie 
man leicht übersieht, die einfacheren Gleichungen: 


B, B)-IouB.f 


iks 


mit den alten Konstanten c,,, erfüllen. Hierdurch ist erreicht 


worden, daß die D;f eine Gruppe bilden.!) 

4. Das in der zweiten Nummer besprochene Integrationsproblem 
nimmt mit Berücksichtigung der Entwickelungen der dritten Nummer 
die folgende einfache Form an: 

Vorgelegt zur Integration ist ein g-gliedriges vollständiges System: 


of of of 
Af=-I9 = dx, a dx, ;, a dx, 214,0 


zwischen » Variabeln &,,...,x%, und mit n — q bekannten infinitesi- 
malen Transformationen: 
of | 
Bf= 04H mer 0x, @=q+1,-.,n), 

die eine Gruppe bilden. Es gibt keinen identisch verschwindenden 
Ausdruck: | 
Zß,B,f+ Ze, Af, 
und also bestehen Relationen von der einfachen Form: 

(A, 4,) us 0, (A, B,) zu 0, CB, B,) — ZcuDf- 


Man muß nun zunächst die Zusammensetzung der Gruppe B,f 
untersuchen, das heißt, man muß ihre Untergruppen und die zwischen 
denselben bestehenden Beziehungen aufstellen. Besitzt die (n — g)- 
gliedrige Gruppe B,,,,. . -, P, eine oder mehrere invariante (n—q — 1)- 
gliedrige Untergruppen, so wählt man eine solche, etwa B,,,,..., [83 
B,_, und bildet das vollständige System: 


Af=0,..., Ar“ V, Baıl 0. Bald, 


das jetzt die infinitesimale Transformation B,f gestattet. Jetzt liefert 
eine Quadratur die einzige Lösung unseres vollständigen Systems. Hier- 





1) Bilden schon die B,f eine Gruppe, deren endliche Transformationen 
überdies bekannt sind, so bilden die B; f allerdings wiederum eine Gruppe, deren 


endliche Transformationen jedoch im allgemeinen unbekannt sind. Dieser Übel- 
stand läßt sich dadurch vermeiden, daß man die gemeinsamen Lösungen: J, ,J5;:.- 
des vollständigen Systems: B,f=0 zunächst berechnet und darnach zusammen 


mit gewissen weiteren Größen als neue Variabeln einführt, endlich aber die 
@leichungen: A,f=0 nach q von den Größen df:0J, auflöst. 
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mit reduziert sich unser Integrationsproblem auf ein einfacheres, da nr 
um eine Einheit erniedrigt wird. 

Enthält unsere (n — g)-gliedrige Gruppe B,,,,---, D, allerdings 
(nr — q — 1)-gliedrige Untergruppen, darunter jedoch keine invariante, 
so wählt man eine solche Untergruppe, etwa B,\,,.-., B„_1, Pildet 
das vollständige System: 


(A) Af=09,...,Af=0, Baf=0,..,Bu,f=0 


und bestimmt seine Lösung @ nach einer von du Bois-Keymond 
herrührenden Bemerkung durch Integration einer Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei Variabeln. Jetzt ist B,p keine Funktion 
von 9 allein, da unser vollständiges System (A) die infinitesimale 
Transformation B,f „nicht gestattet. Aber andererseits ıst D,p eine 
Lösung aller: A,f= 0. In dieser Weise findet man durch mehrmalige 
Ausführung der Operationen B,f gewisse neue Lösungen und reduziert 
somit unser Problem auf ein analoges, für welches die Zahl » 
kleiner ist. a 

Enthält die (n — g)-gliedrige Gruppe B,,,f, -- -, D,f keine 
(n— q— 1)-gliedrige Untergruppe, so nimmt man eine Untergruppe, die 
möglichst viele infinitesimale Transformationen enthält. Ist B,,,,.. > 
B,_. eine solche Untergruppe, so bildet man das vollständige System: 


Ale, BA, Dad N 


und bestimmt seine e Lösungen 9,, $g,...,p, nach einem von Mayer 
und mir herrührenden Satze durch die Integration einer einzigen Glei- 
chung: Af=0 mit &+1 Variabeln. Hernach findet man immer 
durch Differentiation neue Lösungen des vollständigen Systems: A,f=0 
und erhält schließlich eine Reduktion des ursprünglichen Problems auf 
ein niedrigeres, das in entsprechender Weise behandelt wird. 


$2. Diskussion meiner alten Integrationstheorie vollständiger Systeme: 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 


5. Es sei: . 
Af=0, Af=0,..,4f>=0 (2,9, +...) %,) 


ein vorgelegtes vollständiges System mit den Lösungen: 9,, P3, ::-, P,_.: 
Wählen wir nun eine ganz beliebige infinitesimale Transformation Bf 
und bilden die Größen: Bg,,..., Bp,_,, so können wir nach allen [s4 
Gleichungen: A’f=0 fragen, die sowohl von den p, wie von allen 
Größen By, befriedigt werden. 

Die gesuchten Ausdrücke A’f sind jedenfalls lineare Funktionen 
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der A,f multipliziert mit gewissen, von den x abhängenden Größen 
&,, so daß wir: 


Af=,AftaAft+-:-+a,A,f 


setzen können. Zur näheren Bestimmung der «, bilden wir den 
Jacobischen Ausdruck: 


A(BN)—-BAN)-DF, 


der bekanntlich nur Differentialquotienten erster Ordnung von f ent- 
hält, und geben hernach der Größe f sukzessiv die Werte: @,, @, ..., @,_ AR 
wobei die linke Seite nach unseren Voraussetzungen jedesmal ver- 
schwindet. Also ist Df gleich einer Summe: | 


BAf+BAf+t +B,Af, 
deren Koeffizienten ß, gewisse Funktionen von den & bezeichnen. Es 
ist andererseits unmittelbar evident, daß jede Gleichung: 
Af-d=-zuA,f, 

welche eine Relation von .der Form: 
(1) ABf—- BAf=BAFf+"-- #P,A;f 
erfüllt, nicht allein von den g,, sondern zugleich von allen by, be- 
friedigt wird. 

Daß alle unabhängigen. Gleichungen: A’f=0, etwa: 

Af=0, Af=0,..,Af=0; 


die nach der soeben gefundenen Regel berechnet werden können, ein 
g-gliedriges vollständiges System bilden, ist an sich evident und kann 
überdies in folgender Weise analytisch verifiziert werden. 

Erfüllen A/\f und A,f Relationen von der Form (1), so zeigt die 
Jacobische Identität: 


((A,, Ay), B) + ((A,, B, A) +.((B, A), 4) = 0, 
daß dies ebenfalls mit (A), A,) der Fall ist. Da aber einerseits (A/, Ay) 
die Form &y,4A,f besitzt, andererseits jeder Ausdruck: 
Af= EynAf, 


der eine Relation von der Form (1) erfüllt, sich als Summe von 
AfA). .-,Ayf multipliziert mit gewissen Funktionen der & aus- 
drückt, so besteht eine Relation: 


(A,4)=-dAf+t+9,A,fı 


welche eben aussagt, daß die: A,f=0 ein vollständiges System bilden. [85 
Dies gibt: - 
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Satz 1. Besitzt das vollständige System: 
AR aa 


die Lösungen: 9@,,::-, Pn_g, 50 findet man alle linearen Differential- 
gleichungen: 
Ap GAtı. Ar, 


die nicht allein von den @,, sondern zugleich von allen Größen Dp, 
erfüllt werden, indem man die «, in allgemeinster Weise als solche Funk- 
tionen der x, berechnet, daß die Gleichung: 


ABf— BAF-BAf+:-+B,A,f 
identisch befriedigt wird. Die Gleichungen: A'’f=0 bilden dann ein 


vollständiges System. 


Dieser Satz läßt sich nach verschiedenen Seiten hin verallgemeinern. 
Eine erste Verallgemeinerung erhält man durch zweimalige (respektive 
mehrmalige) Anwendung desselben in dem folgenden Satze: 


Satz 2. Behält man die Bezeichnungen des vorangehenden Satzes bei, 
so findet man das allgemeinste vollständige System: A’f= 0 mit den Lö- 
sungen: 9%, DY,, PBy,, indem man den allgemeinsten Ausdruck: 


Ar aa 242 

bildet, welcher eine Relation von der Form: 
AB BAF=BAS+ + By Auf 

erfüllt. — In entsprechender Weise bildet man überhaupt das allgemeinste 
vollständige System: A”f=0 mit den Lösungen: 

9, Dp,, BBy, = B’y,, ... B’y,, 
indem man den allgemeinsten Ausdruck: 

Pe Abd: 


bildet, welcher eine Relation von der Form: 


AB) — BAAN (N) = EBEN ARD 


erfüllt. 

Indem man in dieser Weise verfährt, findet man sukzessiv eine 
Reihe vollständiger Systeme: Af=0, Af=0, A’f=0, A"f=0,.... 
Jedes System: A”f—= 0 enthält entweder weniger Gleichungen als das 


o, G-—1 ’ . . . 
vorangehende: A”""f= 0, oder auch ebensoviele; und zwar in diesem 


Falle identisch dieselben Gleichungen wie das System: A ""f=0. 
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Man kommt daher unter allen Umständen, da die Anzahl der unab- 
hängigen Gleichungen eines vollständigen Systems eine positive ganze 
Zahl oder Null sein muß, zuletzt zu einem System: A”f=0, das 


mit dem nächstfolgenden Systeme: AP = 0. und gleich- [86 
zeitig mit allen folgenden Systemen zusammenfällt; hierbei 
ist es selbstverständlich denkbar, daß unser vollständiges System: 


A”F=0 gar keine Gleichung enthält. 


Das besprochene erste System: A”f= 0, welches mit dem Systeme: 
A"+DF=0 zusammenfällt, wird charakterisiert durch Relationen von 


der Form: 


ABA) - BANN) - BAUT + + Bin Aa 


“ 


Es läßt sich, behaupte ich, zugleich definieren als das allgemeinste 
vollständige System: 


ofen Aft: "ri Af G=1,2...,P) 
welches Relationen von der Form: 
CB) Sa B(C,f)) a Ö,1 Orr a a Ö,, Sf 


erfüllt. Diese Relationen zeigen nämlich erstens, daß die Gleichungen: 
C,f=0 nicht allein von den 9,, sondern zugleich von allen By, be- 
friedigt werden, zweitens daß sie von allen BDBy, erfüllt werden und 


endlich überhaupt, daß sie von allen B’y, befriedigt werden. Das gibt: 

Satz 3. Bildet man sukzessiv die im vorangehenden Satze be- 
sprochenen vollständigen Systeme: Af=0, A’f=0,..., so ist das 
erste System: A” f=0, welches mit dem nächstfolgenden Systeme: 


are f= 9 zusammenfällt, gleichzeitig das allgemeinste vollständige 
System von der Form: 


Gf=0 = ZyuaAhfı 
welches Relationen von der Form: 
GBN)- BON) -sıaft +90 
erfüllt. 2 - 
6. Es ist indes möglich, unseren Satz 1 noch weit mehr zu ver- 
allgemeinern, indem man nämlich nicht bloß einen Ausdruck Bf, 
sondern gleichzeitig mehrere solche, etwa: B, f, B;f, . . :, Bf betrachtet. 


Sind in der Tat wiederum @,,...,9,_, die Lösungen des vollständigen 
Systems: A,f=0,...,A4,f=0, so können wir alle Gleichungen: 


ee 
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suchen, welche nicht allein von den 9,, sondern zugleich von allen 


Größen: B,9,, Ba, -, B,9, erfüllt werden. Indem man ganz wie 


bei dem Beweise des Satzes 1 verfährt, erhält man die folgenden Sätze: 
Satz 4. Man findet das allgemeinste vollständige System: 
Af= = 2,A,f, 


das sowohl von den p, wie von allen Größen: D, 9, ., D, 9, erfüllt |87 
wird, indem man den allgemeinsten Ausdruck: 


Af=aAft +9 Af 
aufsucht, der m Relationen von der Form: 
ABA) —- BANN) = Bahft + Bu0A,f= (AB) 
befriedigt. 
Satz 5. Man findet das allgemeinste vollständige System: A'’f= 0 


mit den Lösungen: @,, D;p,, P,;D,p,, Indem man den allgemeinsten Aus- 
druck: M’f= Zu, A,f aufsucht,. ER m Relationen von der Form: 


A’(B,(f)) ER BA) we B.ıA,f+ en, P;yA,f 
befriedigt. In entsprechender Weise bildet man das allgemeinste voll- 
ständige System: A""f= 0 mit den Lösungen: 9,, B;p,, B,P,9,, P;B,P, Pr; 
darnach das vollständige System: A” f= 0, und so weiter. 

Satz 6. Das erste vollstündige System: A”f—= 0, welches mit dem 
nächstfolgenden System: A'*”f=0 a ist gleichzeitig das 
allgemeinste vollständige System: 

OGf=0 =-yıfÄıft:: A @=1,2,...,0), 


welches 6. m Relationen von der Form: 


0,(B,N) ar Be) 2 Ö;r1 GR dt en Olaf 
erfüllt. | 

Wir machen nunmehr folgende Voraussetzungen: erstens, daß die 
q+ m Ausdrücke: A,f,...,4,f, Dif,.- -, D„f durch keine lineare Re- 
lation: &a,A,f + 20,D,f= 0 verknüpft sind, zweitens, daß eine jede 
unter den Größen: - A,), (A,, D,) sich folgendermaßen ausdrückt: 


(4,4,) = „Ah, A,D) = 20,Afr+r 24.D 7, 


und daß be die Koeffizienten a, 
stanten sind. 

Wir betrachten die vereinigten Ausdrücke A,f und D,f als die 
früher mit D,f bezeichneten Größen, und kombinieren die hiermit 


4 ds O5, Samtlich: Kon 
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definierten Ausdrücke B,f mit dem vollständigen System: A,f=0. 
Führt man sodann die Berechnung der Größen: 


Af=Za,A,f 


aus, so erkennt man zunächst, daß die Koeffizienten «, als Kon- 
stanten gewählt werden können; zugleich aber, daß Relationen von 


der Form: 
(A;, A,) 2a: ar A, f» (A, B,) TR A 


mit konstanten Koeffizienten a;,,, €;,, bestehen. Berechnet man [ss 
hernach die Größen: A'’f=2«,A’f, so findet man, daß auch die «, 
als Konstanten gewählt werden können, und daß Relationen von der 
Form: 


A,A)=20,Af, (Au,B)=Zau,Af 


iks 3 


mit konstanten Koeffizienten bestehen, und so weiter. Indem man 
in dieser Weise fortfährt, erkennt man, daB der Satz 6 unter den 
jetzt eingeführten Voraussetzungen fortwährend gültig 
bleibt, wenn wir in ihm die Größen y,, und d,,, Konstanten 
Denen lassen. Nehmen wir noch an, daß die A,f und D,f 
eine Trausformationsgruppe bestimmen, so bilden die Ö,f 
die größte invariante Untergruppe von der Form: Ze, A, f. 


7. Jetzt sei vorgelegt das vollständige System: 
A,f=0, Lf=0,...,4,f=0 
mit den n— g bekannten infinitesimalen Transformationen: 
Dis esbife sat, 


die eine Gruppe bilden mögen. Ich setze dabei vorläufig wie früher 
voraus, daß Relationen von der einfachen Form: 


(4, 4,) =» 0, (A, B,) en 0, (B,, B,) => 20,8, 


bestehen. Ich setze ferner voraus, daß sowohl B, 1, -, Bas: -» Don 
als B,,1,-- -, B, je eine Untergruppe bilden. 
Kenne ich nun die Lösungen: @,, 99, -- -, P„_,, des vollständigen 


Systems: 
Af=9,..,4f=0, By.ıf=0,..,B.f=0, 


so finde ich durch Bildung aller Ausdrücke: B,p,, B,B,p,, und so 
weiter, im allgemeinen neue Lösungen von: A,f= 0. Ferner gestatten 
die vorangehenden Entwiekelungen zu entscheiden, wie viele Lösungen 
durch Wiederholung der angegebenen Operationen gefunden werden 
können. Ist in der Tat B,,,,..-, B, die größte in B,/1,.-., Dy 
enthaltene invariante Das welche sich zugleich in 
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der großen Gruppe B,,,,..., P, invariant verhält, so lehren 
die vorangehenden Entwickelungen, daß durch die an- 
gegebenen Differentiationsoperationen von den Lösungen 
des Systems: A,f=0 alle gefunden werden, welche gleich- 
zeitig das vollständige System: 


Ateal. Af=®, B,.ıf=9,.:.,B,f=V0 
befriedigen. 


Aus den vorangehenden Betrachtungen, die für eine synthetische 
Betrachtung sich einfacher gestalten, kann man übrigens ohne Schwierig- 
keiten erkennen, wie viele Differentiationen man auszuführen braucht, 
um alle Lösungen, die sich überhaupt in dieser Weise finden lassen, 
zu berechnen. Hierauf gehe ich jedoch hier nicht ein. Dagegen 
bemerke ich ausdrücklich, daß die vorangehenden Entwickelungen [89 
im wesentlichen ungeändert bleiben, auch wenn die A,f und 5,f durch 
die allgemeinen Relationen (B) der Nummer 2 verknüpft sind. 

Setzen wir insbesondere voraus, daß die Gruppe: B,,1,:--> 
Byy...,B, einfach ist, und daß dabei die infinitesimalen Transforma- 
tionen BD BD, eine beliebige Untergruppe bilden, so genügt 


Each, 
unter allen Umständen die Integration des vollständigen Systems: 


Af=0,..,4f=0, Buf=),.:,B,f-0 


zur vollständigen Bestimmung aller Lösungen des Gleichungssystems: 
A,f=0 durch bloße Differentiation. Man erhält daher in diesem 
Falle die vorteilhafteste Erledigung unseres Integrationsproblems, in- 
dem man eine Untergruppe: B, | ,,.. ., P,, wählt, die so viele infinitesi- 
male Transformationen wie möglich enthält. 


Ist die Geuppe: Bo, D,.2u Bi, DB, 
können meine allgemeinen Theorien in vielen Fällen in verschiedener 
Weise verwertet werden. Unter allen Umständen genügt indes offenbar 
eine algebraische Diskussion zur Bestimmung der Ordnung der erforder- 
lichen niedrigsten Hilfsgleichungen. 

Man nimmt jedenfalls zuerst eine Untergruppe: B,,,,.- -, B,,, die 
in keiner größeren Untergruppe enthalten ist, integriert das voll- 


ständige System: 


Af=0,..,4f=-0, Buf=0,..„B,f=0: 


DB, zusammengesetzt, so: 


und findet sodann durch Differentiation alle Lösungen des früher be- 
sprochenen Gleichungssystems: 


Af=-d,..,Af-0, Baf=%..„B,f=0. 


Um jetzt weiter zu gehen, können wir eine in der Gruppe: B, 


B 


EI RENY q 
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enthaltene Untergruppe: B, 1, --., By, - - -, Dj, auswählen, die in keiner 
größeren Untergruppe en ist. Wir integrieren das vollständige 
System: 


Af=0,..,Af-0.B,17-0 Bf 0.,.B, 0 


und bestimmen darnach durch Differentiation alle Lösungen des voll- 
ständigen Systems: 


Af=0,.:,Af=0, B,f-0. Bf 0 


Vorausgesetzt wird dabei, daß D,,,f,. SB die größte invariante 
Untergruppe der Gruppe B .‚„D,, darstellt, welche sich auch in 


g+17'° 
der ursprünglichen Gruppe B ., D, invariant verhält, und so weiter. 


RE 
S 3. Jede Gruppe von Transformationen ist. gleichzusammengesetzt [90 
mit einer linearen Gruppe. 


8. Eine Transformation zwischen den Variabeln &,,..., 2, 
Pı,---,?,„ und den entsprechenden akzentuierten Größen x,,p, heißt 
eine homogene Berührungstransformation, wenn die Relation: 


md + +2 pie + + p,de, 


vermöge der 'Transformationsgleichungen identisch besteht. 
Die allgemeinste infinitesimale und homogene Berührungsformation 
wird definiert durch die Formeln: 


oH 
Br 


oH 


.öt, 


in denen FH eine beliebige Funktion von der Form: 





H=9,W(&...2 ER = 
bezeichnet. (Math. Ann. Bd. VIII, S. 239,.240 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 


$6]). Das Symbol einer solchen infinitesimalen Transformation wird 
hiernach: 


oH © ARE 0 oH & oH 09 
Bi ü f en £ 


op, 0x, 8 ee 





OPn 0%, Om OP BIT, 
oder mit Anwendung des Poisson-Jacobischen Klammerausdrucks: 
Bf=-(Hf). 
Sind mehrere infinitesimale Berührungstransformationen, zum Bei- 


spiel: (H,f),..., (H,f) vorgelegt, so sind dieselben unabhängig, wenn 
keine Relation von der Form: 


a(H,N+a(HA,f)+."+c(H,fM)=0 
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mit konstanten Koeffizienten identisch besteht. Da jedoch eine solche 
Relation sich in die 2» Gleichungen: | 


zerlegt, so schließen wir wegen der Homogeneität der H,, daß unsere 
r infinitesimalen Transformationen unabhängig sind, wenn keine Re- 
lation von der Form: 


arg, +: +cH,=0 


mit konstanten Koeffizienten besteht. 

Der allgemeine Satz, daß r unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen B,f,..., D,f eine r-gliedrige Gruppe bilden, wenn Rela- 
tionen von der Form: 


B,(B,B)) — B,(B,f)) = >, Er [91 


_ bestehen, zeigt, daß r infinitesimale Berührungstransformationen: 
(H,,f),---, (Z,, f) eine Gruppe bilden, wenn Relationen von der 
Form: 


BEN), HN) Zeau(Hu N) 


bestehen. Diese lassen sich mit Berücksichtigung der bekannten 
Jacobischen Identität durch die äquivalenten Gleichungen: 


((H,, H)f) u Saul, f) 


ersetzen. Eine jede von diesen letzten Relationen zerlegt sich in die 
2n folgenden Gleichungen: 





Diese aber ziehen sich wiederüm, wenn man sich erinnert, daß (H,, H,) 
hinsichtlich der p homogen von der ersten Ordnung ist, durch Inte- 
gration in die einzige Relation: 


; (4,4) = 26.4, 
zusammen. | 
Bezeichnen wir die infinitesimale Berührungstransformation (H, f) 


kurzweg mit H, so können wir die vorangehenden Entwickelungen 
folgendermaßen resumieren: 

Satz 7. Die infinitesimalen Berührungstransformationen H,,H,,..., HA, 
sind unabhängig, wenn sie durch keine lineare Relation: 


aH,+6H+:. +cH,=0 
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mit konstanten Koeffizienten verknüpft sind. Sie bilden überdies eine 
r-gliedrige Gruppe, wenn sie paarweise Relationen von der Form: 


(H,, H,) 2 BIRD 
befriedigen. | : 

Dieser Satz, den ich aus meiner zweiten Abhandlung über Trans- 
formationsgruppen in meinem Archiv (Bd. I, 8. 183; 1876 [d. Ausg. 
Bd. V, Abh. IH, S. 67£.]) entnehme, dehnt sich offenbar ohne wesent- 
liche Änderung auf nieht homogene Gruppen von Berührungstransfor- 
mationen aus. 

In der zitierten Abhandlung habe ich noch gezeigt, daß die Frage, 
ob eine vorgelegte Gruppe von Berührungstransformationen: H,,H,,..., H, 
durch eine zweckmäßige analytische Umformung in eine andere ge- 


gebene Gruppe: H/,..., H, übergeführt werden kann, sich unmittelbar 


vermöge meiner in den Math. Ann. Bd. VII, S. 297—298 [d. Ausg. 
Ba. IV, Abh. I, $ 24, Nr. 51] entwickelten Theorien erledigen läßt. 


9. Jede diskontinuierliche Gruppe von Substitutionen $,,..., S, 
der Größen 2,, %, ...,%, läßt bekanntlich verschiedene Auffassungen 
zu. Einerseits werden nämlich die Größen x, durch jede Substitution [92 
unter einander permutiert. Andererseits aber werden gleichzeitig auch 
die Substitutionen selbst unter sich permutiert. Bei Ausführung der 


Substitution S, gehen nämlich die Substitutionen: 


Eee 


r 


der Reihe nach über in: 
ER U 
Diese Betrachtungen dehnen sich nun unmittelbar auf kontinuier- 


liche Gruppen aus, wie hier gezeigt werden soll. 
Es seien: | 


und: 


zwei beliebige infinitesimale Transformationen. Führe ich in Bf die 
neuen Variabeln: 


= % + 8,01 


ein, so wird: 


E d R ö \ d 
Bf= >! B(a,+ EN) = >: en +61 >! Bayz' 
1 ht 38 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 11 
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Nun aber ist, wenn von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung ab- 
gesehen wird: 


Ka Da a 


woraus: 


Bf= DIE, 20% ra anorg 


oder: 


Bf= > Ra + 8t[ BON) - CB). 


Wir können daher sagen, daß die infinitesimale Transfor- 
mation Bf sich durch Ausführung der infinitesimalen Trans- 
formation Cf in die unendlich benachbarte Transformation: 


Bf+6t(B, C) umwandelt. 


Man betrachte jetzt alle infinitesimalen Transformationen: 
BftwBf+t'  +wBf=2«Bf 


einer r-gliedrigen Gruppe und führe auf sie die infinitesimale Trans- 
formation B,f aus. Dabei geht jede Transformation Z«,D,f über 
in die unendlich benachbarte Transformation: 


So{B,+0ti(B, B,))}. [93 


Mit Benutzung der Formeln: 


(2) (B,, B,) = Zum Bf 
bekommen wir: 


ZuBf+t12 24 «Bf, 


iks 7 


das heißt: 
PIC +30 Cjri a,)Bif. 


Bringen wir diesen Ausdruck auf die Korn 
= +6de,)B;/f, 
so erhalten wir für die Inkremente d«, die Werte: 


9, di Zee a. 


Durch Ausführung der infinitesimalen Transformation B,f werden 
daher alle infinitesimalen Transformationen &«,D,f unter sich permu- 
tiert, und zwar erhalten die «, die soeben bestimmten Inkremente d«.,- 
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Für diese Auffassung ist es naturgemäß, die infinitesimale Transfor- 
mation B,f mit dem Symbole: 


da; or u) 
er 0, = PIAR: s’ da; 








zu bezeichnen. Es ist dabei an sich s daß die Ausdrücke: 
Bi 


wenn sie unabhängige infinitesimale Transformationen darstellen, eine 
mit der Gruppe B,f, ..., D,f gleichzusammengesetzte Gruppe bilden, 
daß also die Relationen: 


) (Bi, Bi) — Zaı. Bıf 


bestehen müssen. Dies läßt sich im übrigen folgendermaßen direkt 
verifizieren. 


Es ist: 
Ss 18 B,f= 22. 0 @; De 
Bif= 2. C;jko &; er 


also wird: 
‚ g 0 
(Ba, Bı) ae DIPPICH Oro Ojrs Eu) 2 
Wir behaupten, daß dieser Ausdruck die Form: [94 


Dre u, Zant 0% 


erhalten kann, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Summe: 
PA 27 =. C;43Csg0 a 0,0, 
s 


identisch verschwindet. 
Daß dies wirklich eintrifft, verifiziert man unmittelbar, indem man 
die Jacobische Identität: 


((B,, B,) B,) Ze (> B,) B,) 7 (B;, BD, B,) u 0 


bildet und mit Benutzung der Formeln (2) ausführt. Damit ist also 
die Richtigkeit der Formeln (3) nachgewiesen. 

Es bleibt die Frage übrig, ob die r infinitesimalen Transforma- 
tionen B;f unabhängig sind. 

Wir bemerken, daß ein Ausdruck B;f nur in dem speziellen Falle 
identisch each nden kann, wenn alle c,,, gleich Null sind, anders 
ausgesprochen, wenn alle (B,, B,) gleich Null sind. Daraus en 
wir, daß die 5B;f unabhängig sind, ausgenommen, wenn es eine infini- 

11% 
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tesimale Transformation &«,B,f gibt, welche mit allen infinitesimalen 
Transformationen B,f vertauschbar ist. Dies’ gibt zunächst: 

Satz Ss. Bilden Bf, ..-, B,f eine r-gliedrige Gruppe, die keine 
ausgezeichnete (das heißt, keine mit allen Transformationen vertauschbare) 
infinitesimale Transformation enthält, und bestehen die Relationen: 


(BD B,) Beer SenD 


so bilden die linearen infinitesimalen a ; 
Bif=- (on 2) 


wiederum eine r-gliedrige Gruppe, die mit der ee gleichzu- 
sammengesetzt ist.') | 

Satz 9. Ist eine ganz beliebige r-gliedrige Gruppe vorgelegt, so ist es 
immer möglich, eine gleichzusammengesetzte lineare Gruppe aufzu- 
stellen. 

Enthält nämlich die Groppe B,f, ..., B,f gewisse, etwa o aus- [95 
gezeichnete infinitesimale Transformationen, so brauchen wir nur zu 
der linearen (r — o)-gliedrigen Gruppe B;f in den Variabeln «,,..., « 
die weiteren infinitesimalen Trausformationen: 


öf of of 
gr EZ Men. 


r 


hinzuzufügen. Hierdurch erhalten wir wirklich eine mit der Gruppe 


D,f gleichzusammengesetzte, lineare Gruppe in r + o Variabeln: 
&; . . eb) &., . . >) +0" 


10. Es sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe: 
0 
Bi = PIAL® 22. 8) 2. ee 


ferner eine a weitere ınfinıtesimale Transformation: 


0 ö 
Fette tn 


0% nOx, p) 





1) Es mag hier ausdrücklich hervorgehoben werden, daß die Entwickelungen 
des Textes, die ich zum ersten Male in meinem Archiv (Bd. I, 8. 191, 1876 und 
Bd. III, S. 101f., siehe auch Gött. Nachr. 1874 [d. Ausg. Bd. V, Abh. III, 8. 73 f.; 
Abh. IV, S. 84f.; Abh. I]) publiziert habe, darauf hinauskommen, daß ich den In- 
begriff aller infinitesimalen Transformationen einer Gruppe als eine homogene 
projektivische Mannigfaltigkeit, die durch eine lineare Gruppe transfor- 
miert wird, betrachte. Diese Auffassung ist eigentlich in allen meinen Arbeiten 
auf diesem Gebiete fundamental. Sie läßt sich verallgemeinern, indem man auch 
die endlichen Transformationen als Individuen betrachtet. (Siehe Stephanos Ab- 
handlung in den Math. Ann. Bd. XXII, S. 331; 1883). Man kann &c,;,A,f auch als 
Symbol einer endlichen Transformation der Gruppe betrachten. 
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_ endlich mögen r Relationen von der Form bestehen: 


DB, Ja B test: +, B- 
Setze ich nun: 
17 =1,+m6t, 
so bleibt die Gruppe B,f nach dem obenstehenden invariant 
bei Einführung der Variabeln x;, während ihre infinitesi- 
malen Transformationen im allgemeinen unter einander ver- 
tauscht werden. Erinnern wir uns daher, daß durch unendlichmalige 
Wiederholung der infinitesimalen Transformation Cf eine eingliedrige 
Gruppe: | 
U F(&; nr Ds a) 
erzeugt wird, so erkennen wir, daß die Gruppe 5b,f ebenfalls invariant 
bleibt, wenn die Größen y, als unabhängige Variable eingeführt 
werden. Hieraus ergeben sich nun ohne weiteres die beiden folgenden 
Sätze: 

Satz 10. Stehen zwei Gruppen B,f und O,f in solcher gegenseitiger 
Beziehung, daß jedes (B,, C,) sich als Summe der B,f multipliziert mit 
Konstanten ausdrückt, und sind: y,= F,(&, - - +, &, ».-) die endlichen 
Gleichungen der Gruppe O,f, so behält die Gruppe B,f ihre Form, wenn 
die Größen y, als neue Variable eingeführt werden. 

Satz 11. Bilden die infinitesimalen Transformationen B,,..., D,,..., B, 
eine Gruppe mit der Untergruppe B,,..., B, und bestehen dabei q.r 
Relationen von der Form: 


(B,, B,) = ee een CD, G=12..,9; ksl,..,r) 


so läßt jede endliche Transformation der r-gliedrigen Gruppe die q-glied- [96 
rige Untergruppe invariant. 


Vgl. hierzu die dritte Abhandlung über Transformationsgruppen 
in meinem Archive Bd. Ill, S. 104, 1878 [d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 
S. 87]. 


$4. Kriterien für die Ähnlichkeit zweier Transformationsgruppen. 


Die Frage, ob eine vorgelegte Gruppe von Berührungstrans- 
formationen: (4,P),.... (H,f) mit:den Varisbeln &,,...,2.,95... 2, 
durch eine zweckmäßige Berührungstransformation in eine gewisse 
andere Gruppe: (H,f),...,(H,f) in den Variabeln x\,..., #2, Pi, - - -» Pr 
übergeführt werden kann, läßt sich, wie ich in Nummer 8 angegeben 
habe, ziemlich leicht erledigen. 

Viel schwieriger zu beantworten ist die Frage, ob eine gegebene 
Gruppe von Punkttransformationen: B,f,..., B,f mit den Variabeln 
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Yı,---,Y, durch eine Punkttransformation, das heißt durch Ein- 
führung neuer Variabeln: 


= MR, 


in eine andere Gruppe B;f übergeführt werden kann, ob also r Re- 
lationen: 


2 23 Bf 
mit gewissen Konstanten c,, befriedigt werden können. Die von mir 
schon im Anfange des Jahres 1878 (Archiv for Math. Bd. III, S. 116 
[d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 8. 96 ff.]) gegebene Behandlung dieses Pro- 
blems soll in diesem Paragraphen mit einer 1879 [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XXV, 8. 383, Anm.] angegebenen Verbesserung reproduziert 
werden. 


11. Es seien also vorgelegt zwei r-gliedrige gleichzusammen- 
gesetzte Gruppen von Punkttransformationen: 


B ıh Bf; vo, B,f (Yı, Yay ++, Y,); 
Bf, Byf, ..-s Dr Ur Y:, .., Y,)- 


Ich setze voraus, daß die B;f in allgemeinster Weise derart gewählt 
worden sind, daß in den Relationen: 


(D,, B,) u ZSaüuBf, (B;, B,) a ZüuB. 


jedesmal c;,,, gleich c;,, ist. Es handelt sich nun um die einfachsten 
Kriterien, vermöge deren sich entscheiden läßt, ob solche Relationen: 


= F,(Y; Ya, ++ Y,) 


zwischen den y, und den Yy, herstellbar sind, daß jede Größe B,f in 
den Variabeln y, die Form B/f erhält. 
Wir nehmen an, daß Bf, ..., B,f durch keine lineare Relation: 


Zß,D,f=0 verknüpft sind, während dagegen Gleichungen von [97 
der Form: 


B,+* = PıPBıf+ 0.8, (k=1,..,r—n) 


bestehen. Soll dann die verlangte Transformation möglich sein, so 
darf zunächst keine Relation: ß} Di +-:-+B,B; = 0 bestehen, wäh- 
rend dagegen Gleichungen von der Form: 


D.++ = pr Bi u m Prn B 


stattfinden müssen. Die Annahme: B,—= B‘ führt daher auf die Re- 
lationen: 


(Prı ur P,1) 2. .; (Pin Zn Yin)D. =, 
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welche sich in die (r — n)n Gleichungen: 


Pr = Pan 3 Pan — Pin 

zerlegen. Ein notwendiges Kriterium ist daher, daß die soeben ge- 
schriebenen Gleichungen nicht kontradiktorisch sind. Ist dies en 
nicht der Fall, dann behaupte ich, ist die verlangte Transformation 
immer möglich. | 

12. Zunächst soll der allerdings einfache, aber besonders wichtige 
Fal: v=r=n erledigt werden. 

Ich betrachte also zwei n-gliedrige gleichzusammengesetzte 


Gruppen: 
Bih-.-»Bf Wu: Y): 


BhsBf Wood) 


in welchen weder die B,f noch die B,f durch lineare Relationen ver- 
knüpft sind. Die B;f mögen wie oben in allgemeinster Weise so ge- 
wählt sein, daß in den Relationen: 


B,) = Be (B; B,) a0 So 


immer c,,,— €;,, Ist. Alsdann gibt es, behaupte ich, immer eine Trans- 
formation: y, = F,(yı, - - -; Yns us - - -, @,), welche überdies » arbiträre 
Konstanten a, enthält, vermöge deren jede Größe B,f die Form B/f 
annimmt. | 

Um dies in einfacher Weise nachzuweisen, bemerken wir, daß 
wegen C,,,— C;,, die Gleichungen: | 


BIFBI=BI- 92 9.0.59) 


ein vollständiges System mit » Lösungen: Q,,..., 2, bilden. Dabei 
können die Gleichungen: 


lYır ++ Ym Yı; Re, Y,) eh 
nach den y, (wie auch nach den y,) aufgelöst werden, weil sich die 
Gleichungen: B,f+ B;f= 0 nach den Differentialquotienten: 
0 5 SU Lan 
oyı’ Oy’ ’ 0yn 
auflösen lassen. Ich behaupte, daß die in dieser Weise erhaltenen [98 


Relationen: 
Val sY 0) 


als Transformationsgleichungen aufgefaßt, jede Größe D,f auf die Form 
B;f bringen, 
Man führe in der Tat auf: y, — F, die Operationen B, aus, dann 
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verschwinden die hervorgehenden Ausdrücke B,(y. — F;) vermöge der 
Relationen: y,— F,=0. Dies gibt die Gleichungen: 


By — BF, = By, 


und durch Multiplikation mit En und Summation wird: 


By : Eu 232 By 32 
oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
B,f =D 
womit die verlangte Transformation geleistet ist. 

Nenne ich eine n-gliedrige Gruppe: Bf, ..., D,f ın n Variabeln 
Yyy.--, 4, einfach transitiv, wenn keine lineare Relation: Zß,B,f—= 0 
besteht, anders ausgesprochen, wenn jedes Wertsystem %, durch eine 
infinitesimale Transformation der Gruppe, und zwar nur in einer 
Weise, in jedes (benachbarte) Wertsystem y, + Ay, übergeführt wer- 
den kann, so lassen sich die Resultate dieser Nummer folgendermaßen 
zusammenfassen: 


Satz 12. Zwei einfach transitive, gleichzusammengesetzte Gruppen 
B,f und B;f, die gleichviele und zwar n Variabeln y, und y, enthalten, 
sind immer ähnlich. Wünscht man die eine Gruppe in allgemeinster 
Weise in die andere überzuführen, so wählt man zumächst die B/f mög- 
lichst allgemein derart, daß in den Kelationen: 


(B,, B,) Be BAR BER (CB; B.) — >e,.B. 


URS za 


R 


immer Cy, = 6;,, st. Darnach bildet man das vollständige System: 
B,f+ B;f=) und löst dessen Integralgleichungen: 


2 Us 25 Be Urs Ya, = Const 
nach den y, auf. Die hierdurch erhaltenen Relationen sind die allge- 
meinsten (Gleichungen, welche die verlangte Transformation leisten. 


Somit ist unser Transformationsproblem zurückgeführt auf die 
Integration des vollständigen Systems: D,f+ B,f= 0. Setzen wir ins- 
besondere voraus, daß wir die endlichen Transformationen einer jeden 
der beiden Gruppen kennen, so kann, wie wir jetzt zeigen wollen, diese 
Integration immer geleistet werden. 

Die endlichen Transformationen der Gruppe B,f werden ja nach 
unseren früheren Entwickelungen (siehe zum Beispiel Math. Ann. [99 
Bd. XVI, S. 464 [hier Abh. I, $7, Nr. 13, S. 25£.]) bestimmt durch 
die Integration der linearen partiellen Differentialgleichung: 


+ hBf+MBf+-+4,B,f=0 
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mit den arbiträren Parametern A,. Kennen wir daher die endlichen 
Transformationen der Gruppe D,f, so ist es ohne weiteres möglich, 
jede einzelne unter den Gleichungen: B,f=0 zu integrieren. Kennen 
wir nun gleichzeitig die endlichen Transformationen der Gruppe Bif, 
so sind auch die Integralgleichungen einer beliebigen Gleichung: 
B;f= 0 aufstellbar. Hiernach finden wir die Integralgleichungen einer 
jeden einzelnen Gleichung: 


B,f+Bf=V0 


durch Quadraturen, die überdies erspart werden können. Nun aber 
kann die Integration eines vollständigen Systems immer ohne weiteres 
geleistet werden, wenn jede einzelne Gleichung des Systems inte- 
griert ist. 


Kennen wir daher die endlichen Gleichungen der beiden 
im vorangehenden Satze definierten Gruppen D,f und B/f, so 
können diejenigen Transformationsgleichungen, welche die 
eine Gruppe in die andere überführen, immer ohne Integra- 
tionen aufgestellt werden. 


Die vorangehenden Entwickelungen geben insbesondere die allge- 
meinste Transformation, welche eine vorgelegte einfach-transitive Gruppe 
B,f,.:., D,f zwischen » Variabeln in sich überführt. Mit diesem 
speziellen Probleme beschäftigen wir uns eingehend im nächsten Para- 
graphen. 

Ich werde nicht unterlassen, den Satz 12 durch ein schönes Bei- 
spiel aus der Geometrie des Raumes zu illustrieren. 

Alle projektivischen Transformationen des Raumes, die eine doppelt- 
gekrümmte Kurve dritter Ordnung invariant lassen, erzeugen eine ein- 
fach transitive Gruppe, deren drei infinitesimale Transformationen: B, f, 
b,f, B,f derart gewählt werden können, daß die Relationen: 


(B,; B,) Se D,, (B,, B,) a 2B,, (B,, B;) sa B; 


bestehen. Eine gleichzusammengesetzte und ebenfalls einfach transi- 
tive Gruppe bilden alle projektivischen Transformationen des Raumes, 
welche sämtliche Gerade des einen Systems einer Fläche zweiten Grades 
invarlant lassen. Daher sind die beiden besprochenen Gruppen ähn- 
lich; selbstverständlich geschieht die Überführung der einen Gruppe in 
die zweite nicht durch eine projektivische Transformation.!) 





1) Diejenige algebraische Transformation, welche die eine Gruppe in die 
zweite umwandelt, führt alle geraden Linien in Kurven dritter Ordnung über, die 
eine feste Kurve dritter Ordnung zweimal oskulieren. 
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Hierauf gründet sich ein merkwürdiger Zusammenhang zwischen 
der Theorie einer Fläche zweiten Grades und der Theorie einer [100 
Raunmkurve dritter Ordnung. 


13. Wir wenden uns jetzt zur Behandlung des allgemeinen Pro- 
blems. Es seien also: B,f,..., B,f und: B/f,...., D,f zwei gleichzu- 
sammengesetzte Gruppen in den Variabeln y,,...,y, und y\,:...,%.. 
Dabei bestehen einerseits Relationen: 


(B,, B,) En DAR (B, B;) zu De. Br 


welche paarweise dieselbe Form besitzen, andererseits gewisse Glei- 
chungen: 


in vn 


DD: Do: ZB, Dirk = SpuB: Ge 
während weder B,,..., B, noch B/, ..., B/, durch lineare Relationen 
verknüpft sind. 

Soll es nun möglich sein, jeden Ausdruck B,f durch Einführung 
von zweckmäßigen neuen Variabeln auf die Form B;f zu bringen, so 
ist es, sahen wir, zunächst notwendig, daß die Größen y, und y, durch 
die Relationen: p,;—= 9,,, welche somit nicht kontradiktorisch sein dürfen, 
verknüpft sind. Ist die Forderung, daß alle Gleichungen: 9,,= 9}, 
gleichzeitig bestehen können, erfüllt, so ist die verlangte Transfor- 
mation möglich, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Zunächst bilden wir die Gleichungen: 


(B,, B, 4) = (2, 2’9uB,) 2 Bo, BF > 9; (B;, B,). 
28 


Führen wir hier sowohl links als rechts die obenstehenden Werte der 
Größen (D,, B,) ein und erinnern uns dabei, daß B,,..., B, durch 
keine lineare Relation verknüpft sind, so erhalten wir die Größen B;p,, 
ausgedrückt als Funktionen der g,, und der c;,,;: 


(2) B; Piss un (ee ): 


Eine ganz analoge Überlegung gibt die genau ebenso gestalteten Glei- 
chungen: 


(2) B;Y;; g= Hr (Pr re un Gy. - > 


und also ziehen die Relationen: 9,,=9,, die folgenden nach 
sich: 
B;f,; = BP ;- 


Unter den Größen ,, gibt es einige unabhängige, welche y, Par Pu 





$ 4; Nr. 12, 13. Die Bed. hinr. auch im allg. Falle ats, 


heißen mögen; durch diese lassen sich die übrigen ,, etwa folgender- 
maßen ausdrücken: 


(W) pP: = Wi (pi, Par ---» Pu): 


Dementsprechend gibt es genau ebensoviele unabhängige Größen g/;: 
9, P3, :--, Pu, während die übrigen @,, die Form: 


(W)) Pr; ser W,..(9:; 95, .. Pu) [101 


besitzen. 
Die n Gleichungen: 


Bf=0, Bf=V,..,217=V 


bilden ein vollständiges System mit » — n Lösungen, welche ich mit 
&nr+19 In437 °* "7 Upy >, %, bezeichnen werde Unter ihnen gibt es 


eine gewisse Anzahl, etwa » — p, die nur von @,, Pg, -.., 9, abhängen; 
es seien dies: 


%4 = 154391 Par - > Pu) Kar m 
Ebenso hat auch das vollständige System: 
Bf-0, Bf=-9,..,D,f-0 


v—n Lösungen, nämlich x, 
v— p, nämlich x) 


In+1 Ds sa, unler denen 


ee 
pr = fp4r(Pır > +» Pu) 
nur von den @; abhängen. 
Im allgemeinen ist die Zahl u größer als v — p; jedenfalls können 


wir daher u—v+p=m von %,,1,::-,&, unabhängige Funktionen 
der 9, wählen, die wir mit &,, &4, -. ., 2: 


BR 
= ,..p,, Bee 9,) (k=1,2,...,m) 

bezeichnen. Entsprechend setzen wir: 
= (Pi - ++, Pu) nn 
Es läßt sich nun leicht einsehen, daß eine Relation von der Form: 


Da, 0.52 


nicht stattfinden kann. Im entgegengesetzten Fall käme nämlich: 


m) %n+1> LE, z,)= 0 


oTT IT s 
Dana, + Ban + + Bü —= (0 


’ 


und es wäre dabei immer möglich, m solche Werte Br oe der 
Zahl %k anzugeben, daß die entsprechende Determinante: 


(Bi, L, Bi, ver Bi Im) 
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nicht verschwände, weil sonst die Gleichungen: B,f= 0 eine gemein- 
same Lösung von der Form: w(&,, .. +, In» Zpyıy +, %,) besäßen, die 
nicht von &,,..., x, frei wäre. Also würde folgen: 


oT 
EN N. 
und da die Größen z,,,,. - -, 2, als unabhängige Lösungen des voll- 


ständigen Systems: B,f=0 nicht durch eine Relation: TI(&, 1 .-„2,)= 0 
verknüpft sein können, so ist hiermit nachgewiesen, daß zwischen den 
Größen: 2, - - .; Ay Zarıy  - -, %, Keine Relation besteht, 

Wir führen jetzt: 2,,..,2,., 21°. %, zusammen min = 
weiteren beliebigen Funktionen der y,, welche z,,,,, - - -, 2, heißen [102 
mögen, als neue Variabeln statt der y, ein. Entsprechend ersetzen wir 

. 14 ® .. [£ 4 Le ’ ‚ 
die. y., dareh dio. Großen: 2... ee 
[£ (£ 
men mit n— m beliebigen Funktionen &), ,,,.. ., x, der %,. 
In den Variabeln x, erhalten die b,f, da xz,,1,- - -, %&, gemein- 


same Lösungen der Gleichungen: B,f= 0 sind, die Form: 


m? 


m? 


Mm 


| 0 
2 BED 2 252; A 
1 





®) of 
+ Rn Em Yan Ba 
m+1 I 
Entsprechend erhalten die 5, f die analoge Form: 
mM 
= ee X’ % 
‚[ = ; el nt Uns re ey 2) 9 
1 
n 
. 4 [4 G (a 
ER BEE 0 
m+1 J 
Dabei zeigen die Formeln (Q), (2), (W), (W’) einerseits, daß 
DA Km Dur Nom ee un 


"& . 
BULVON Da, alhauen. ee daß X,, und 


X,, ein und Ds Funktionen sind, wenn auch mit verschiedenen 
Argumenten, daß also: 


/ N ’ UL [4 ’ 
ee, EP ee) 


ist. Wir können daher: 


m 
4 &, [4 ’ ’ (4 O7 
Bi >> X, , ey Im In+1 %,) ol a% 
1 % 


Rn 
. % ’ y 2 ‚ ; of 
az Sy @, rn Bm nn Umpanıy Bpn ann, Kr) Dar 


m+i 3 
setzen. 
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Nach diesen Vorbereitungen bilden wir die Ausdrücke: 


en of 
B,f= Di en Day Dpyır + tr 
1 


DE In )at 
m+1 J 





N 
>; ‚ ‚ of 
Tr ’Y,,(&; 0 my Imriv 9 Inı Inn 7) od, dx? 
R; 


m+1 


in denen die Größen 2,,..., 23-2 Im+uı-- ,&, als.Variabeln [103 
auftreten, und erkennen unter Berücksichtigung der Relationen: 


(B,, B,) = >e.B, CB, B) 2 I, B;, 


Bu 2! Pu Di; Bu= Di 9uB: 
1 1 


ohne Schwierigkeit, daß auch die analogen Relationen: 


B B;) =, DB; Bu +% = Sp; B; 


bestehen. Die Gleichungen: 
Bf=0, Bf=0,...B,f-0 


bilden somit ein vollständiges System, das sich sowohl nach: 





DR of of öf 

or,’ eng 0x? ER LE, 0x,’ 
als nach: 

of of of of 

oa,’ u, 0x,’ Den? ERRCEER | dx), 


auflösen läßt. Daher können die n — m zugehörigen Integral- 
gleichungen: 


[£ ’ 
ty. in Bye By Ir U) = 


(£ 
nach X, ,,,- 


was ergibt: 


[4 14 .. 
..,%, (sowie auch nach @,,1, -- -, %,) aufgelöst werden, 


(£ 
„= 
MH+i 


T T 


m) . EB n) . . ww) AB 
(m +1,m +2,...,n). 


un v) Q,, 0, reg), ae) 


Die Ausdrücke B,(z,,,— F',,,) verschwinden jetzt sämtlich ver- 


i m-+i 
.. . F . 
möge der Relationen: &,,,—=F,,,. Daher wird: 
[4 T£ 14 
ELCHE 0 Imı Imrtirt ter Imı Intlıre %,) ka DR. == D,&n+i 
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und: 





ar - DB; a 


n+1 m+1 


Durch Addition von S Xu = ‚ links und rechts kommt noch: 


Da. ED Y,; r -3 >. HD b,8, Fi 


m+1 m+1 





Die linke Seite der letzten Gleichung geht in B/f über, wenn die [104 
Großen m... 0, 2urı, u D, respektive mit 2,4 40,,%..,, 0 sr 
tauscht ee Die rechte Seite derselben Glscheng entsteht, wenn 


in B,f die Größen: 


’ 1) ’ 
I, a, In Tn+i u a, %, = F,, In+1r' Br, T, 


als Variabeln eingeführt werden. Also lehrt uns die letzte Gleichung, 
daß jeder Ausdruck B,f durch Einführung neuer Variabeln x, mit 
Hilfe der Gleichungen: 


’ ’ ’ 

Daher y kn — An Re 
1 £ ’ 
I, = Int 9 ld, = %, 


in den entsprechenden Ausdruck B,;f übergeführt wird. 

Es ist uns also wirklich gelungen, die Gruppe D,f in die 
Gruppe 5jf zu transformieren. 

Die gefundene Transformation enthält eine gewisse Anzahl arbi” 
trärer Funktionen, nämlich &,,1, &,42» ---, %,, welche willkürlich 
wählbare, jedoch von @,, 99, -.., 9, unabhängige Lösungen des voll- 
ständigen Systems: B,f=0 bezeichnen. Sie enthält ferner gewisse 
arbiträre Konstanten, nämlich erstens a,,Q,,...,Q@,_,„, zweitens im all- 
gemeinen gewisse weitere Konstanten, welche davon herrühren, daß man 
die früher besprochenen Relationen: c,,,= €;,, immer auf mehrfache 
Weise herstellen kann. 

Hier mag noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß man durch 
Kombination zweier endlicher Transformationen, von denen die eine 
der Gruppe D,f angehört und somit diese Gruppe in sich transformiert, 
während die zweite die Gruppe B,f in B,f überführt, jedesmal eine 
neue Transformation erhält, welche ebenfalls die Gruppe B,f auf die 
Form B/f transformiert. 

Wir resumieren die wichtigsten erhaltenen Resultate in folgendem 
Satze: 
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Theorem I. Sollen zwei r-gliedrige Gruppen zwischen v Variabeln: 


Dil, b,f Kae Y,), 
BES Be 


vermöge einer Punkttransformation: y, = F,(Yı, - - -,Yy,) ähnlich sein, so 
ist zumächst notwendig, daß beide Gruppen gleichzusammengesestzt sind, 
daß man also die B,f in solcher Weise wählen kann, daß gleichzeitig: 


(B,, B,) = DR B, und: (B,,B,) = >. b 
wird. Ist diese Forderung erfüllt, und bestehen ferner die Relationen: 
B, 4: Pa Pı + 9a ++ PYnB, @=h.ur-n), [106 


während B,, B,, ..., D, nicht durch eine lineare Relation verknüpft 
sind, so müssen analoge Relationen: 


BD, SP, u: P;3 B; ee Pan Bi 


stattfinden, während auch B},..., B, keine lineare Gleichung befriedigen. 
Endlich dürfen die n(r—n) Gleichungen: p,; = 9,,; nicht kontradiktorisch 
sein. Diese notwendigen Kriterien sind gleichzeitig hinreichend. 

14. Der eben ausgesprochene Satz besitzt eine fundamentale Be- 
deutung. Man kann ihn zum Ausgangspunkt für weitergehende Unter- 
suchungen wählen, wie hier an einem bekannten Beispiel erläutert 
werden soll. 

Es sei die Gruppe vorgelegt: B,, B,, B, und es mögen die Rela- 
tionen bestehen: 


(B,,B)=B 19 (B,B)=2B,, (B,, B,) = B 
B=9B +9B. 


Yp, und 9, bezeichnen gewisse Funktionen der Variabeln &,,...,2,; 
B, und 5b, genügen keiner linearen Relation. Es sind nun zwei Fälle 
denkbar: @, und @, sind entweder von einander unabhängig oder sie 
sind durch eine Relation verknüpft. Nehmen wir an, daß p,= &(y,) 
ist, so ist die Funktion & vollständig be Wir erhalten 
Ballen die Gleichungen: 


(B,B)=B ı9ı-Bı + BY: B; +9%B=2B,, 
(B,, B)= B 2Pı - B+B9%:-B-9,B=B=g9,B+9B,, 
aus denen folgt: | 


B9,+9%-=0, B9=2, B9,=29,, BY = 9; 


176 II. Diffgl., die endliche Gruppen gestatten. Ann. XXV, 1885 


oder, wenn wir 9, = 2(y,) einsetzen und D,9,, B,p, wegschaffen: 
— AN =2, 29, = 8. 


Also hat & die Form: | 
A=Yy—4p— Pr. 


Hieraus folgt, wie ich nicht näher auszuführen brauche, daß alle drei- 
gliedrigen Gruppen eines n-fach ausgedehnten Raumes, welche den 
oben gemachten Voraussetzungen genügen, ähnlich sind. 

Für beliebige Gruppen von Punkttransformationen gelten analoge 
Sätze, auf die ich bei einer anderen Gelegenheit zurückzukommen 
gedenke. 

Hier möge noch die folgende Bemerkung ihren Platz finden. Kann 
die vorgelegte Gruppe D,f durch eine allerdings unbekannte Trans- 
formation auf die Form B}f gebracht werden, und sind gleich- [106 
zeitig die endlichen Transformationen unserer beiden Grup- 
pen gegeben, so verlangt die allgemeinste Überführung der 
Gruppe B,f in die Form B/f nur ausführbare Operationen. 

Die Integration einer jeden einzelnen Gleichung: B,f=0 kann näm- 
lich geleistet werden, wenn die beiden Gleichungen: D,f=0 und: 
B/f=0 integriert sind, das heißt, wenn man die endlichen Trans- 
formationen unserer beiden Gruppen kennt. Unter denselben Voraus- 
setzungen können auch die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen: 


B,f=0, wie auch der Gleichungen: b,f= 0 aufgestellt werden. 


15. Wir gehen jetzt dazu über, wenigstens andeutungsweise die 
allgemeinere Frage zu behandeln, ob r gegebene Ausdrücke: D, f, ..., D,f, 
die keine Gruppe bilden, sich durch Einführung von neuen Varia- 
beln in gewisse andere gegebene Ausdrücke: B, f,.. ., D. f transformieren 
lassen. | 

Indem wir uns daran erinnern, daß das Jacobische Symbol: 
B,(B,f)) — B,(B;(f)) sich gegenüber allen Punkttransformationen als 
Invariante verhält, reduzieren wir unser Problem leicht auf den Fall, 
daß Relationen von der Form: 


(B;, B,) = Dia B,, (B,, B,) = Do)uB,, 
1 1 


B,+r = Ba 2 B, 4. = pı Bi rd Se 


bestehen, während weder B,,...,B, noch B,,..., B; durch lineare 


Gleichungen verknüpft sind. Die a,,,, &ys, Pr, P,, hängen dabei be- 
züglich von %,,...,y, und Y,,...,y, ab. 


Soll die verlangte Transformation möglich sein, so dürfen zunächst 
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die Gleichungen: «,,, = &;,, 9; = ,, nicht kontradiktorisch sein. Ist 
diese Forderung erfüllt, so liefern die genannten Gleichungen eine ge- 
wisse Anzahl unabhängiger Relationen zwischen den y, und den 3: 


Da, Y,) = Wan Yy,) (k=1,2,...,9), 


zu denen die weiteren Gleichungen: 
BW,=BW,, B,B,W|=B/B/W,,... 


gefügt werden müssen. Verfährt man in dieser Weise, so findet man 
im allgemeinen zuletzt kontradiktorische Gleichungen. Tritt dieser Um- 
stand niemals ein, wie oft man auch die angegebenen Operationen 
wiederholt, so ist die verlangte Transformation möglich. Es ergibt sich 
das durch Betrachtungen, welche den früher angestellten vollständig 
analog sind. Ich behalte mir vor, die angedeuteten Theorien bei einer 
anderen Gelegenheit genauer auszuführen und gleichzeitig schärfer zu 
begrenzen. 

Die in dieser Nummer skizzierte Theorie steht im übrigen [107 
offenbar in genauester Beziehung zu der Frage nach allen Invarianten 
von g gegebenen Ausdrücken: B,f,..., B,f gegenüber allen Punkttrans- 
formationen. 

Noch allgemeinere Probleme erhält man, wenn man annimmt, 
daß die gegebenen Ausdrücke D,f gewisse arbiträre Bestandteile ent- 
halten. 


$5. Einfach transitive Gruppen, die in reziproker Beziehung stehen. 


In diesem Paragraphen beschäftigen wir uns mit einfach transi- 
tiven Gruppen der Variabeln z,,...,x,, das heißt mit n-gliedrigen 
Gruppen, deren infinitesimale Transformationen: 


ven 


ak d 
Def Su (27, .., %,) je k=-1,...,n) 


keiner linearen Relation von der Form: Zß,b,f=(0 genügen. Neben 
jede derartige Gruppe stellt.sich, werden wir zeigen, eine ganz bestimmte, 
ebenfalls einfach transitive Gruppe, deren Transformationen: 


i=n 


- of 
Gf=2 Mi (Eir => 3 %n) ee a) 
i=1 i 


durch die Relationen (B,, C,) = 0 vollständig definiert sind. Jede Trans- 
formation der einen Gruppe ist demnach mit jeder Transformation der 


anderen vertauschbar. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 12 
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16. In B,f ersetzen wir jedes x, durch x) und erhalten: 


en 


B, PIACH , %,) Er 





Um die allgemeinste Transformation: &,= F,(&,,...,x&,), ver- 
möge deren jeder Ausdruck B,f in B,f übergeführt wird, zu bestim- 
men, bilden wir nach den Entwicklungen des vorangehenden Para- 
graphen das vollständige System: 


B,f+Bf=® (k=1,2,...,n) 
und lösen seine Integralgleichungen: 
2.1052, 12) 
nach den x, auf. Die hervorgehenden Relationen: 
VE N RE 


bilden die allgemeinste Transformation der verlangten Art. 

Geben wir den Parametern a, alle möglichen Werte, so entsteht 
eine Schar Transformationen von der Eigenschaft, daß auch die [108 
Sukzession zweier derartiger Transformationen die Form eines 
jeden B,f invariant läßt und folglich mit einer einzigen Trans- 
formation der Schar äquivalent ist. Alle Transformationen unserer 
Schar bilden somit eine Gruppe Da sie von n wesentlichen konti- 
nuierlichen Parametern a, abhängen, so gibt es unter ihnen gewisse, 
und zwar n unabhängige infinitesimale Transformationen'), welche 
C,f, Csf,-. ., C,f heißen mögen. 

Wr rn zeigen, daß die Gruppe Ü ar einfach transitiv ist, das 
heißt, daß der Ausdruck &y,C, nie identisch verschwindet, welche 
Funktionen der x auch die y, bezeichnen mögen. Man setze in der Tat: 


a Di/f; 


alsdann bestehen nach meinen früheren Untersuchungen (siehe zum 
Beispiel Math. Ann. Bd. XVI, S.461 [hier Abh. I, S. 22]) Relationen 
von der Form: 


D,f - ya, Agy 2.) a,) Gf, 


1) Vgl. hierzu zum Beispiel Math. Ann. Bd. XV], S. 457 [hier Abh. I, S. 18]. 
Daß eine kontinuierliche Schar von Transformationen mit n Parametern, welche 
dadurch definiert ist, daß sie gewisse analytische Gebilde invariant läßt, eine 
Gruppe mit einer identischen Transformation und also mit infinitesimalen 
Transformationen bestimmt, habe ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten 
hervorgehoben. 
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wo die Y,, nur von den Parametern a, abhängen. Bestände nun eine 
‚Gleichung: 2y,0,f=0, so erhielte man eine analoge Gleichung: 
20,D,f=0, so daß die Funktionaldeterminante: 


"= an “) 
6 08... 
gleich Null wäre. Dies ist aber unmöglich, da sich die Gleichungen: 
x2,— F, nach den a, auflösen lassen. Relationen von der Form: 
2y,0,f=0 bestehen daher nicht, und die n-gliedrige Gruppe O,f 
ist also wirklich einfach transitiv. 

Jede infinitesimale Transformation der Gruppe C;f, etwa: 


0 0 
(f= Mt m 


läßt sich auch folgendermaßen schreiben: 
en tin. er, +tdt:n- 


Führen wir in B,f die hierdurch definierten Variabeln x’ ein, [109 
so erhalten wir, ähnlich wie in Nummer 9, die ee 


Bf = 2a .. 2) 2 ja Fr 9 (Bin — O5) 55 , 





“oder die äquivalente: 


B,f= Bif+öt(B,, 0). 


Soll daher jede einzelne infinitesimale Transformation B,f bei Er- 
setzung der Variabeln &, durch ‘die unendlich wenig verschiedenen: 
%,=%,+,6t in B/f übergehen und also ihre Form behalten, so muß 
jedes (B,,C) gleich Null sein. Also ist wirklich jede Transforma- 
tion der Gruppe Ö,f mit einer jeden Transformation der 
Gruppe B,f vertauschbar. 


Wir kennen hiermit » unabhängige infinitesimale Transformationen: 


cf - En, g22 


’ 
0%, 


welche die Forderung: (B,,C)=0 erfüllen, und stellen nunmehr die 
| Frage nach allen infinitesimalen Transformationen: 


of 
Of= zn, 00’ 


welche die n Relationen: (B,, CO) = 0 erfüllen. 
| 12* 
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Zur Bestimmung der n Größen 7, erhalten wir folgende 
n? Gleichungen: 
Bn- 65; u. B,n,= 08 


ni’ 


Aus denselben bestimmen sich sämtliche n? Differentialquotienten der 
7, nach den x, als lineare Funktionen der n,, multipliziert mit gewissen 
Funktionen der x,. Folglich enthalten die endlichen Ausdrücke der 
n, nicht mehr als » arbiträre Konstanten, und es sind die n infini- 
tesimalen Transformationen CG,f der Gruppe: «,=F, durch 
die Relationen: (B,,C,)=0 vollständig bestimmt. 

Denkt man sich auf der anderen Seite die Gruppe O,f als ge- 
geben, so sind die infinitesimalen Transformationen B,f vollständig 
bestimmt durch die Gleichungen: (B,, C,)=0. Es besteht daher ein 
gewisses Reziprozitätsverhältnis zwischen den beiden Gruppen D,f 
und G,f. 

Äußerst bemerkenswert ist dabei, daß diese Gruppen ähnlich sind. 
Um dies zu beweisen, denken wir uns in den Ausdrücken: 


= of . as 
Bf — Zur ya, und: = N de, 


die Größen &,, und n,, nach Potenzen der x entwickelt (wobei voraus- 
gesetzt wird, daß das Wertsystem: x, = 0 kein singuläres ist) und be- 
rücksichtigen dabei nur die Potenzen nullter und erster Ordnung. Die 
D,f können, wie man leicht sieht, derart gewählt werden, daß ihre. 
lee die einfache Form: 


Bf=£! + Da, ® er on, Er +... + [110 


of 
+2, RE 


erhalten. Entsprechend wählen wir die (, 7 auf solche Weise, dab 
ihre Ausdrücke die Form: 


6 0 
ee + 20,8, ar + 2,2 Een nl 


- Be Au -- Kae 
q n 
annehmen. Jetzt liefert die . (B,,C,)= 0 die Relation: 
= (a, T a + (B;; A ar ER = (A,; n= I,,) nn. . 


woraus folgt: 
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Analoge Rechnungen ur 
B,B)= (a a) + bb) du ++ 
+ (1, —1,) I a 
een 
ar or te 
= A a. +6, b,) Be a 
+) + 
Tragen wir diese Werte in die Gleichungen: 
(B,, B,) = 20uB, (0,,C;) = Sy Q, 


ein und setzen dann: x,—= 0, so erhalten wir Bestimmungsgleichungen 


für die Konstanten e, je» &js- Dehließlich finden wir die Formeln: 


(B;, B) y (q,; EN Q,,) Dif+ (b;; we. b,,) Bf+ en (l;; BF L,,) D.f; 
(O,, C,) 2 (a,; = Q,,) GH (b,; ze b,,) B,f EEE (l,,; Fr l,,) Wir, 


welche zeigen, daß unsere beiden Gruppen gleichzusammengesetzt 
sind. Da sie überdies beide einfach transitiv sind, sö müssen sie auch 
ähnlich sein. Also: 


Theorem II. Sind B,f, B,f,..., B,f unabhängige infinitesimale 
Transformationen einer einfach transitwen Gruppe mit den Variabeln 
Bis, 2, So wird durch die Relationen: (B,, O,)=0 eine voll- Tui 
ständig bestimmte, mit der Gruppe B,f ähnliche Gruppe C,f definiert.") 

Ich nenne zuweilen die beiden Gruppen: Bb,f und O,f reziproke 
Transformationsgruppen. 


Enthält die Gruppe B,f ausgezeichnete infinitesimale Transforma- 
tionen (das heißt, Transformationen, welche mit allen B,f vertauschbar 
sind), so gehören diese Transformationen gleichzeitig auch der rezi- 
proken Gruppe an. Die gemeinsamen infinitesimalen Transformationen 
zweier einfach transitiver und reziproker Gruppen sind also zugleich 
die ausgezeichneten Transformationen einer jeden der beiden Gruppen. 

Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen sind einer 
gewissen Verallgemeinerung fähig; man kann nämlich die Beschrän- 





1) Ich teilte der Ges. d. Wiss. zu Christiania diesen Satz im Novbr. 1882 
mit [d. Ausg. Bd. II, Abh. XXXIX, S. 549, Nr. V]. 


182 III. Diffgl., die endliche Gruppen gestatten. Ann. XXV, 1885 


kung, daß die Gruppe D,f einfach transitiv sein soll, fallen lassen. 
Wie sich die Theorie hierdurch modifiziert, werde ich bei einer an- 
deren Gelegenheit näher auseinandersetzen. Ich verweise im übrigen 
auf meine alten, zum Beispiel in den Math. Ann. Bd. VIII [d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I] entwickelten Untersuchungen über Funktionen: 

Up Ur, Yo, Yan-r von Kyeey dns Diver Par 
welche Relationen von der Form: 
vu) far. -,%, WU) = Part 9 Mann), (U 9) = 0 
erfüllen. 

Die projektivische Geometrie des Raumes liefert eine einfache 
Illustration des Theorems Il. Alle projektivischen Transformationen 
des Raumes, die sämtliche Erzeugende des einen Systems einer Fläche 
zweiten Grades invariant lassen, bilden nämlich eine einfach transitive 
Gruppe. Die reziproke Gruppe besteht aus allen projektivischen Trans- 
formationen, welche die Erzeugenden des zweiten. Systems invariant 
lassen. Daß diese beiden Gruppen ähnlich sind, zeigt sich darin, daß 
es eine projektivische Transformation gibt, welche die beiden Systeme 
von Erzeugenden unserer Fläche vertauscht. 

17. Es sei jetzt zur Integration vorgelegt ein g-gliedriges Invo- 
lutionssystem: 


DER SE N, | 
AO. + Kuga A)=0 eur. 
g+1 


Dasselbe gestatte n g bekannte infinitesimale Transformationen: 


Bf > un (4,B)=0 @=e+1..m, [112 


gti 


die eine Transformationsgruppe erzeugen, aber keine Relation: 
2a,4,f+2P,Bf=0 


befriedigen. Es gibt dann, behaupte ich, eine ganz bestimmte 


gruppe oO... 0 | 
= Di je | a 


+1 
welche durch die Relationen: j 


Ä (A,0,) =0 B,C)=V0 
definiert wird. Sk 

Wir bezeichnen mit Y,41,---,4, %—q unabhängige Lösungen des 
vollständigen Systems: A,f=0 und führen 2,, ..., 2, Yarır *: +, In 
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als neue unabhängige Variable ein. Dabei erhalten A,f und B,f 
die Form: : 

MT: ef ‚ of 

Af=aa: Bif= > Yayyı 

g+1 

und zwar kommen in den Koeffizienten Y,,; nur Y,41,-- -,Y, vor, weil 
mit f=y, auch f= B;(y,) eine. Lösung des Involutionssystems ist. Die 
B,f bilden eine einfach transitive Gruppe mit den Variabeln ı % und 
folglich gibt es n — q infinitesimale Transformationen: 


C,f -3 RAR a Er Bearlenm 
g+1 
welche ebenfalls eine transitive Gruppe bilden und den Relationen 
(B;,0,)=0 genügen. Die Form der Ausdrücke C/f zeigt unmittel- 
bar, daß alle (A/, C/) gleich Null sind. Kehren wir. daher zu den 
ursprünglichen Variabeln x, zurück, so ‘erhalten wir n — q infinitesi- 
male Transformationen: 


Gf= a %,) de 


g+1 


welche durch die een (4,C) =0, (B, C,) = 0 vollständig be- 
stimmt sind und keine lineare Relation: RG! f=0 befriedigen. 

Die allgemeinste infinitesimale Transformation von der allgemeineren 
Form: 


Df=5.L tan +, 
Be die Relationen (A,, 2) = (0, (5, D)=0 erfüllt, enthält [113 


nach den Entwickelungen der oranschenden Nudtner n Parameter 
und besitzt daher die Form: 


2a,4f+2c0f, 


wo die a, und c, arbiträre Konstanten bezeichnen. 

Ich werde nun zeigen, daß die Integration des Imvolutions- 
systems: A,f=0 mit den bekannten infinitesimalen Transformationen 
B,f als geleistet gelten kann, wenn es gelingt, die Gruppe C,f zu 
bestimmen. Dies beruht auf einem Satze aus meiner Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welchen ich zunächst 
aufstellen werde. | 

Hilfssatz. Ist: X, =a,,..., X,=a, ein vorgelegtes Involutions- 
system mit den Variabeln &, ..., %y» Pıs - +, P„, und kennt man unter 
den Lösungen des vollständigen Systems: 


(X,0)=0, (%,,0)=0, ..- (5, P)=0 
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eine gewisse Anzahl, etwa: 


(4) RX 


ar 


ER X 


gq’? GE) gg’) 


3 


a Es 

die eine Gruppe bilden, kennt man ferner alle Lösungen des vollständigen 
Systems: 

(5) (X,F)=%,..., Xu,P)=0, Gr DEU ee 
so ist die Integration des vorgelegten Involutionssystems als geleistet zu 


betrachten. 


Benütze ich meine ın = Math. Ann. Bd. VIII [d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I] angewandte Terminologie, so kann der Beweis dieses Sen 
folgendermaßen geführt werden: 

Bilden die Größen (4) eine kanonische Gruppe, so bilden die 
Lösungen F der Gleichungen (5) die zugehörige Polargruppe mit der 
kanonischen Form: 

BE 


und dabei befriedigen alle Größen (4) und (6) die Gleichungen: 
Boy 9 (X, O2) 


Rn er, 1) re. 


Die Integration des Involutionssystems: X, = q4,...,4,—4q, ist so- 
mit nach einem früheren Satze (Math. Ann. Bd. XI, S. 469, Satz 4 
fd. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 1, Nr. 2]) wirklich ausgeführt. (Siehe auch 
Math. Ann. Bd. VIII, S. 281 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 19]). 


Den hiermit aufgestellten Hilfssatz wende ich nun auf das In- 


volutionssystem: 
4, = P; nz X, en eh Fur 6 DE 0 =1,2,..,9) 
an, indem ich die 2» —q bekannten Lösungen 2% ...,D, des voll- 


ständigen Systems (A, ®)—=0 verwerte und Ö,,1,..., 0, als be- [114 
stimmt voraussetze. Ich bemerke noch, daß die n Größen A undeBD. 
ni Funktionen der «,, p, sind, weil die Gleichungen: A,f = 0, 

B,f=0 sich nach p,,..-,?,„ auflösen lassen. Da nun das neue voll- 


ständige System: 
(4, MD) -0..5, A,2)-0 2... 2)... FP)=0 


nur n unabhängige Lösungen besitzt, und wir schon soviele kennen, 
nämlich. A eu... 0.02 2, 0, ot wirklich die Integration des 
ons A,f=V0 “ geleistet zu betrachten. 

Wir resumieren die Ban dieser Nummer in folgen- 


dem Satze: 
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Satz 13. Zur Integration des Involutionssystems : 
DE STR 
Af= 7, mp REF = (0 (k=1,...,9) 


mit den n — q bekannten infinitesimalen Transformationen: 


B,f= >, PERF k=g+1,...,n), 


Ce 


die eine Gruppe bilden und keine Relation von der Form: 
Zu,4f+2ABf=0 


befriedigen, genügt die Bestimmung derjenigen n — q infinitesimalen 
Transformationen: 


Gf= > Nki 0%, (k=g+1,...,n), 


rt 


welche durch die Relationen: (4,,C,) =, (B,, C,) = definiert sind. 
Es ist möglich, das Integrationsproblem des Involutionssystems: 
A,f= 0 noch in anderer Weise zu formulieren. 
In den &,,, die von &,,...,x, abhängen, gebe ich &,,...,x, die 
konstanten Werte a,,...,«, a behenple zunächst, daß die Aundriiekei 
A,f, B,f durch eine allerdinge unbekannte Transformation die Form: 





A,f= . Bi= Dil: 7 gr Yıyaao Yu) De 
g+1 
G=1,.,9; k=g+1,...,n) 

erhalten können. Dies tritt nämlich insbesondere ein, wenn die neuen 
Variabeln %,,1,-: ‚4, diejenigen gemeinsamen Lösungen der: A,f= 0 
bezeichnen, welche bei der Substitution: y=,..,%,=0, in 
%,41 ++, 2, übergehen. 

Zur Integration des Involutionssystems: A,f=0 genügt 
die Reduktion der Größen: A,f, B,f auf die bekannte Form: [115 
A,f, Bf, weil Y,41,---,%,, durch deren Einführung als Variabeln 
diese Reduktion geleistet wird, jedenfalls Lösungen des vollständigen 
Systens: A,f= 0 darstellen. 

Diese letzte Bemerkung besitzt eine fundamentale Wichtigkeit, wie 
in $ 11 nachgewiesen werden soll. 


186 III. Diffgl., die endliche Gruppen gestatten. Ann. XXV, 1885 


$ 6. Partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
mit einer bekannten endlichen Gruppe. 


Meine Integrationstheorie linearer partieller Differentialgleichungen: 
A,f = mit bekannten infinitesimalen Transformationen dehnt sich 
ohne weiteres auf simultane partielle Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung aus, vorausgesetzt, daß in ihren allgemeinsten Integral- 
gleichungen nicht arbiträre Funktionen, sondern nur arbiträre Kon- 
stanten enthalten sind, und daß sie eine bekannte Gruppe von Trans- 
formationen gestatten. 


18. Ich nehme an, daß m Größen x, y, z,... als Funktionen von 
p unabhängigen Variabeln x, y, 2,... durch gewisse partielle Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung: | 


Ox 
La a ee N Ed 


definiert sind. Ferner sollen diese Gleichungen gewisse bekannte in- 
finitesimale 'Transformationen: 


of AR of of 
b,f= mat + +4 +zr 
gestatten, deren Koeffizienten: &,n,..., X,... nur von den m +» 


Größen: X, y, 2,...,X, y,Z,... abhängen. Ich setze ferner voraus, daß 
die allgemeinsten Ausdrücke von x, y, z,... keine arbiträren Funktionen, 
sondern nur arbiträre Konstanten enthalten. 

Unter diesen Voraussetzungen gibt es immer eine ganze Zahl s 
von der Beschaffenheit, daß die Differentialquotienten (s + 1)-ter Ord- 
nung: von. 'X, y, 70.5. nach ©, 9:2... sich‘ als Funkbionen von 
%Y,2,..,%,y,2,... und den Differentialquotienten erster, zweiter, 

., s-ter Ordnung, also von: 


ÖXx 0x 
(L) U, YyRy oe, X, Yy Zu...) Fe 


ausdrücken lassen. Daher ist das Gleichungsystem: 2&, = 0 äquivalent 
mit einem p-gliedrigen vollständigen Systeme in den Variabeln (L). 
Dieses vollständige System gestattet nach unserer Voraussetzung die 
bekannten infinitesimalen Transformationen B,;f, deren analytische 
Ausdrücke in den Variabeln (L) in bekannter Weise (siehe Nummer 9 [116 
meiner Abhandlung im vorangehenden Bande [hier Abh. II, S. 108#f.]) 
berechnet werden. Daher finden meine allgemeinen Theorien hier eine 
direkte Anwendung. 


19. Wir beschäftigen uns mit einem äußerst wichtigen, wenn 
auch anscheinend speziellen Falle etwas näher. Wir setzen nämlich 
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voraus, daß die allgemeinsten, r Integrationskonstanten enthaltenden 


Lösungen x, y, zZ, ... der Gleichungen: Q,=0 aus einem beliebigen 
speziellen Systeme von Lösungen x’, y,z,... durch die (bekannten) 
Substitutionen: | | 


i z=-MR,J,2,:..,.,%9%%:.. 9,9 ..4@%); 
( Bra 


welche eine Transformationsgruppe mit r Parametern a,,...,a, bilden, 
hervorgehen. Da die unabhängigen Variabeln z,9,2,... bei 
dieser Gruppe invariant bleiben, so sind ihre Inkremente &,6t, 
1,9t, &,0t,.... null. Folglich haben die r bekannten infinitesimalen 
Transformationen unserer Gruppe die Form: 
cf of of 
Bi=X,,t tät 

F wobei X, 17,2... vn 462.5, 59 2.0, Abbangen. 

Ehe ich nun weitergehe, erinnere ich an einige alte Untersuchungen 
von A. Mayer und mir, die in einer von P. du Bois-Reymond her- 
rührenden Idee ihren Ursprung nehmen. Sind x, y,z,..., wie früher 
angenommen, als Funktionen von x, y, 2,... durch ein p-gliedriges 
vollständiges System definiert, so ist es möglich, das Integrationsproblem 
darauf zurückzuführen, die Größen x, y, z,... als Funktionen einer 
einzigen unabhängigen: Variablen zu bestimmen. 

Nehmen wir nämlich an, daß unser vollständiges System sich in 
der Umgebung des Wertsystems: 2=0, y=(0, 2=(,... regulär ver- 
hält, so können wir als neue unabhängige Variabeln die Größen: 


Y 2 
ee Be 


einführen. Tun wir dies und setzen: 


dx dx, dx, 
FE a ee A 
d dy Ay 
2000 ee 
dz dz, dz, 
BE a 
. =, 
so ist es immer möglich, die Zahlen g9,%,j,... derart zu wählen, daß 


sich aus den Gleichungen: Q, = 0 keine Relation zwischen den Größen: 


(a a ya Zr. ill 
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herleiten läßt), während x,,,1, Yayı, 2 bestimmte Funktionen 


derselben sind: 


j+17’' 


Oa Ad a ee A A 
Yırı=B(.- NE a 


Diese Gleichungen oder die mit ihnen äquivalente lineare partielle 
Differentialgleichung: 


of of of 2 
Murano, ee 
r 


Hot +B ER Re 


Y 
bestimmen x,y,z,... als Funktionen von x. Ist diese Bestimmung 
durchgeführt, so können die in den gefundenen Ausdrücken für x, y,z, 
eingehenden Integrationskonstanten, welche arbiträre Funktionen von 
&, ß,... darstellen, im allgemeinen in solcher Weise gewählt werden, 
daß wir die allgemeinsten Lösungen der Gleichungen: Q,=0 erhalten. 

Es handelt sich also nur um die Integration von: Af=. 

In den infinitesimalen Transformationen B,f führen wir dazu die 
neuen unabhängigen Variabeln x, «, ß,... ein und suchen dann in ge- 
wöhnlicher Weise den analytischen Ausdruck von B,;f, aufgefaßt als 
Transformation der Größen (G). Treten bei dieser Berechnung solche 
Differentialquotienten wie X, ,,, Yayı 2349 - - - auf, so schaffen wir die- 
selben mit Hilfe der Formeln (8) weg. Die gefundenen infinitesimalen 
Transformationen: | 

of = OX, oX, 


ee une tan)at- 


lassen selbstverständlich die Gleichung: Af=0 invariant, und die 
Ausdrücke (A, B)) verschwinden offenbar. Bemerken wir nun, daß 
die Integration von: Af=0 (+) +(k+V) +5 +1) +:-- Kon- 
stanten einführt, und daß infolgedessen die Ausdrücke der x, y, z, 
genau ebenso viele Konstanten enthalten müssen, so erhalten wir, in- 
dem wir uns erinnern, daß in den Formeln (7) r wesentliche Kon- 
stanten auftreten, die Relation: 


el er 





1) Bestehen eine oder mehrere endliche Relationen zwischen &, «, ß,..., 
X, J, Z, ...., so müssen die Entwickelungen des Textes ein wenig modifiziert werden. 
Man fängt dann mit der Wegschaffung einiger von den Größen x, y,z,... an, 
und fährt sodann weiter fort wie im Texte. 
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Unsere Gleichung: Af=0 mit r +1 Variabeln gestattet da- 
her r bekannte infinitesimale Transformationen B/f. [118 

Es läßt sich weiter nachweisen, daß diese infinitesimalen Trans- 
formationen, die nach unseren früheren Voraussetzungen eine Gruppe 
bilden, keine Relation von der Form: «Af+ Zß,B/f=0 oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, keine Relation von der Form: Zß,B/f = 0 
befriedigen. 

Man bilde in der Tat durch wiederholte Differentiation der Glei- 
chungen (7): 


F: f ’ R 
Xee Mix, y,2,..,009:,.,6,03..,0). YaN,... 
nach x die Werte von: 
ur HT Dr Zn 
ausgedrückt durch: 

[4 14 14 ’ G 14 [4 rg 74 d: } 
KyXyeey X, Yo Yır-- Jar Zu Zypern 2,0. UN: 9,0, PB, ...,d,...,Q,, 
nämlich: 

Fr [4 14 ’ 


Setzt man sodann: 


of oM, of 
et 








| _aMöf , oM, 
il ren oa, 








k ) 


v == v ERBE 2 
: > Fr n y 
0 i J v ( Ü 2, 


so bestehen (Math. Ann. Bd. XVI, S. 460 [hier Abh. I, $ 6, 8. 21£.]) ver- 


möge der Gleichungen (9) identische Relationen von der Form: 
D;f - ya, > a,) B,f. 


Existierte daher eine Relation: 2, B/f=0, so verschwände die Deter- 
minante: 
ze y 0,2000, 


, 
A,dg.... a ed 


r 


also ließen sich die Gleichungen (9) nicht nach den Parametern a, auf- 
lösen. Denken wir uns aber in (9) die Werte der Größen x;,y.,Z.,.- 

als Funktionen von &, «, ß,... eingesetzt, so erhalten wir nach unserer 
ursprünglichen Voraussetzung die allgemeinsten Integralgleichungen von: 
Af=0, und folglich lassen sich die Gleichungen (9) notwendig nach 


den a, auflösen. Es gibt daher keine Relation: 


«Af+2zPB,Bf=0. 
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Daraus folgt: 
Theorem III. Die Integration der Gleichungen: 


0x 
En NZ a), 


deren allgemeinste Lösungen x, y, 2, ... mit r Integrationskon- [119 
stanten sich als Funktionen eines partikulären Lösungssystems x’, y,z,..- 
vermittelst einer bekannten Gruppe mit r Parametern: 


’ ‚ G 
za M EU. ma N, 


ausdrücken, reduziert sich auf die Erledigung einer Gleichung: Af= 
mit r + 1 Variabeln. Von derselben sind r infinitesimale Transforma- 
tionen B{f, welche eine Gruppe bilden, aber keine Relation: 


«Af+2ZPß,Bf=0 


erfüllen, nebst den endlichen Transformationen der Gruppe bekannt. Da- 
her findet meine allgemeine Iniegrationstheorie hier ihre direkte An- 
wendung. 

Dieser Satz läßt sich offenbar dahin erweitern, daß es genügt, die 
infinitesimalen Transformationen B,f zu kennen, während die Formeln (7), 
deren Existenz ällerdings vorausgesetzt wird, nicht bekannt zu sein 
brauchen. Es ist andererseits klar, daß ein analoger Satz besteht, wenn 
die bekannte Gruppe mehr als r Parameter enthält. 

20. Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen finden 
eine äußerst wichtige Anwendung bei der Behandlung des folgenden 
Problems: 


Ich nehme an, daß ein System Differentialgleichungen: 


way, > ,..)-0 


vorgelegt ist, und daß man eine Form: 


ö 
Mena : os 2 ; 
auf welche: w, = 0 durch eine allerdings unbekannte Transformation: 
EU ee Rn a 


reduziert werden kann, schon kennt. Ich setze ferner voraus, daß das 
Gleichungssystem: W,= 0 eine bekannte endliche Transformations- 
gruppe. gestattet. Die Bestimmung von x, y, z,... als Funktionen von 
%,Y,2,... geschieht dann durch Integration eines Gleichungssystems: 


0x 
Q, a u), 


86, 7; Nr. 19—21. Gegeben eine Normalform mit bek. Gr. 191 


das nach der in diesem Paragraphen entwickelten Methode behandelt 
werden kann. 

Sind andererseits ganz beliebige analytische Ausdrücke w, vor- 
gelegt, welche durch eine unbekannte Transformation: 


NIC a 


eine gewisse gegebene Form W, erhalten können, und gestatten diese 
W, eine endliche und bekannte TTransformationsgruppe, so kann [120 
wiederum die Bestimmung der x, y,z,... als Funktionen von «, , 2, 
nach der vorangehenden allgemeinen Theorie geleistet werden. 


$ 7. Bestimmung einer unbekannten kontinuierlichen und endlichen 
Gruppe mit einer bekannten kanonischen Form. 


Die letzten Bemerkungen des vorangehenden Paragraphen führen 
uns zur Erledigung eines wichtigen Problems, das wir jetzt behandeln 
wollen. 


21. Eine kontinuierliche (endliche) Gruppe in den Variabeln x, y, 2, 
mit den infinitesimalen 'Transformationen: 


df- 1:0 
bf= uet4 rar 2 


läßt sich definieren (siehe meine Abhandlung im letzten Bande, Nr. 10 
[hier Abh. II, S. 111ff.]) durch gewisse lineare partielle Differential- 
gleichungen: 


(4) A&+0m+De+. +52 


Fr .—=(, 


welche wir die Definitionsgleichungen der Gruppe B,f nennen. Wir 
nehmen an, daß ein Gleichungssystem (A) zur Integration vorgelegt 
ist, und daß wir eine kanonische Form: 


£ f 


Bf=E+ng+ud+ 


i 0 X 
kennen, auf welche die unbekannte Gruppe 5,f durch eine allerdings 
unbekannte Transformation: : x= X (2,9, 2), y=Y,... reduktibel ist. 

Bilden wir nun die Definitionsgleichungen der kanonischen Gruppe: 


(A) KE+On+DI+ +04. --0, 


so kann die Integration der Gleichungen (A) geleistet werden, indem 
wir die Größen x,y,2,... derart als Funktionen von %,%,2,... be- 
stimmen, daß die beiden Gleichungssysteme (A) und (A) mit einander 
äquivalent werden. Indem wir unser Problem auf diese Weise an- 
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greifen, erhalten wir zur Bestimmung von x,y,2,... als Funktionen 
von %,%,2,... eine gewisse Anzahl partieller Differentialgleichungen: 


0X 
Day a) 0. 


Die Integration derselben kann nach der im vorigen Paragraphen ge- 
gebenen Methode geleistet werden, vorausgesetzt, daß die allgemeinsten 
Ausdrücke der Größen x,y,2,...: 


(10) x= F(,y2...,%,,-..,@,), ee 
nur arbiträre Konstanten und keine arbiträren Funktionen ent- [121 
halten. 

Ist nämlich x’, y, z',... ein partikuläres System Lösungen, so 
drückt sich der Zusammenhang zwischen z,y,z,...undx,y, 


(4 


Z,... durch gewisse Gleichungen: 

(M) zaMı 1.2... Wa ee Nez 

aus. Diese müssen eine Gruppe bilden'), weil sie die allge- 
meinste Transformation darstellen, bei welcher die kanoni- 
sche Gruppe Bf ihre Form behält, und weil überdies die Sukzes- 
sion zweier derartiger Transformationen mit einer einzigen Transforma- 
tion äquivalent ist, welche ebenfalls die Form der Gruppe B,f nicht 
ändert. 

Die Gruppe (M) besteht, haben ‚wir gesagt, aus allen 'Transforma- 
tionen, welche die Form der Gruppe B,f nicht ändern. Es ist außer- 
dem leicht zu erkennen und soll überdies sogleich näher nachgewiesen 
werden, daß die B,f eine in der Gruppe (M) enthaltene, invariante 
Untergruppe bilden. | 

Dabei können indes verschiedene Fälle eintreten. Den Fall, daß 
(M) eine unendliche Gruppe ist, der an und für sich wohl eintreten 
kann, haben wir schon ausgeschlossen, indem wir voraussetzten, daß die 
Gleichungen (10) keine arbiträren Funktionen enthalten. Der Fall, dab 
die Gruppe B,f nicht allein in der Gruppe (M) enthalten ist, sondern 
sogar mit ihr identisch ist, verdient besondere Aufmerksamkeit; der- 
selbe tritt, wie schon hier bemerkt werden mag, unter anderm ein, 
wenn die B,f die allgemeine projektivische Gruppe der Mannigfaltigkeit 
%, Y.%.., bilden, 

Die infinitesimalen 'Transformationen: 


fx +Yg+ned 





02 
1) Erhält die Gruppe B,f sowohl bei dem Übergang von 2,9, 2,... zu 
2,02... als beidem Übergang Von 2.2 zu 3,y 2%... die Form BR 
sol&äßt.der Übergang vonx’,y,2,:.. zu. x, y, 2, ... die kanonische Form 


B,f invarıant. 
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der Gruppe (M) werden, wie leicht einzusehen ist (siehe Nr. 9 [und 10]), 
definiert durch die Relationen: | 


(11) CB; f)) 7 B,(Cf)) = cıBif+ AR 5 c„Bif, 


in denen die c,, unbekannte Konstanten bezeichnen. Nach unserer Vor- 
aussetzung, daß die Gruppe (M) endlich ist, gibt es nur eine begrenzte 
Anzahl von infinitesimalen Transformationen Of, unter denen sich wegen 
der Form der soeben aufgestellten Relationen insbesondere alle B,f 
befinden. Eben diese Relationen sagen ferner aus, daß die Of die all- 
gemeinste Gruppe bilden, in welcher die gegebene Gruppe 
B,f als invariante Untergruppe enthalten ist. 

Ist die Gruppe B;,f vorgelegt, so können wir im allgemeinen [122 
die entsprechende Gruppe Cf angeben; das folgt in der Tat fast un- 
mittelbar aus den allgemeinen Entwickelungen des Paragraphen 4. Um 
dies zu zeigen, setzen wir: 


Bf=k,B, +: +k,B, (Ba, 


wählen die s? Konstanten %,, möglichst allgemein derart, daß in den 
‚-Relationen: 


(B;, B;) = Z&joBs, (B;, B,) = ZüijoBs 
jedes €;,, = 6;,;. Ist, und ersetzen dann in B; überall x, durch =. Wir 
bestimmen hierauf nach den in $ 4 entwickelten Regeln die x; in all- 
gemeinster Weise als solche Funktionen der x, daß jedes B, die Form 
B‘ annimmt. Diese Bestimmung, welche, wenn überhaupt möglich, 
immer durchgeführt werden kann, sobald die endlichen’ Transforma- 
tionen der Gruppe B,f gegeben sind, liefert die allgemeinste Transfor- 
mation von der Form (M), welche die Gruppe B,f invariant läßt. 

Zugefügt werden möge noch die Bemerkung, daß die Gruppe (M) 
immer endlich ist, wenn die Gleichungen: B,f=0 keine gemeinsame 
Lösung besitzen. Diese hinreichende Bedingung ist jedoch nicht not- 
wendig. Wir resumieren die vorangehenden Entwickelungen in folgen- 
dem Satze: 


ij0 


Theorem IV. Kennt man eine kanonische Form B,f einer unbe- 
kannten Gruppe B,f, deren Definitionsgleichungen zur Integration vorgelegt 
sind, so versucht man zuerst, alle infinitesimalen Transformationen Cf 
zu finden, welche Relationen von der Form: 


C(B,N)) Sen B,(Cf)) a B,f aeasT Bf 


erfüllen. Dies gelingt jedenfalls, wenn die endlichen Transformationen 


der Gruppe B,f, wie wir annehmen können, bekannt sind. Die sämt- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 13 
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lichen Cf bilden eine Gruppe, welche entweder endlich oder unendlich ist. 
Bilden sie eine endliche Gruppe mit r Parametern, so verlangt die 
Bestimmung der unbekannten Gruppe D,f die Integration einer Gleichung: 
Af= 0 mit r + 1 Variabeln und r bekannten infinitesimalen Transfor- 
mationen C/f, die eine Gruppe bestimmen und dabei keiner Relation: 


«aAf+23y,0;f= 0 
genügen. 

Handelt es sich überhaupt um die Bestimmung einer unbekannten 
Gruppe B,f, deren Definitionsgleichungen (A) vorgelegt sind, so muß 
man zunächst versuchen, eine kanonische Form B,f dieser Gruppe zu 
finden. Auf die hierzu erforderlichen Rechnungen, welche ich schon [123 
für sehr viele Fälle durchgeführt habe, gehe ich an dieser Stelle nicht 
ein. Ist eine kanonische Gruppe B,f gefunden, so verfährt man nach 
den eben angegebenen Regeln. 

Im vorangehenden wurde der Fall ausdrücklich ausgeschlossen, 
daß die endliche Gruppe B,f als invariante Untergruppe in einer un- 
endlichen Gruppe enthalten ist. Dieser wichtige Fall läßt sich nach 
ähnlichen Prinzipien erledigen; zum Beispiel dadurch, daß man erst mit‘ 
Hilfe ausführbarer Operationen ein mit dem Gleichungssysteme: B,f= 0 
äquivalentes vollständiges System aufstellt und dann dasselbe integriert. 
Hierdurch kommt man auf ein reduziertes Problem aus der im Vorher- 
gehenden erledigten Kategorie. Schließlich muß ein lineares simultanes 
System nach den in der folgenden Nummer 24 angegebenen Regeln 
integriert werden. Hiermit beschäftige ich mich indes an dieser Stelle 
nicht näher. Dagegen verweise ich auf den letzten Paragraphen dieser 
Abhandlung, in dem ich eine allgemein gültige Methode entwickle, welche 
auch den hier ausgeschlossenen Fall vermöge der niedrigsten Hilfs- 
gleichungen erledigt. 

22. Es sei jetzt ein beliebiges System von (partiellen oder totalen) 
Differentialgleichungen, etwa: 

W,(, EN A a ..)=0 
vorgelegt. Wir stellen uns die Frage, ob dieses Gleichungssystem eine 
oder mehrere infinitesimale Transformationen: 


R 2 = 
Braun rnit 


gestattet. Die gedachte Forderung drückt sich, wie ich im Archiv for 
Math. og Naturv. Bd. VIII, S. 384 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, S 372] näher 
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C 


nachgewiesen habe, durch eine Reihe linearer partieller Differential- 
gleichungen: 


A&+0m4+Die+ +4. -0 


aus. Haben dieselben gemeinsame Lösungen, was sich durch ausführ- 
bare Operationen erkennen läßt!), so gestattet unser Gleichungssystem: 
W,=0 wirklich gewisse infinitesimale Transformationen, die jedenfalls 
eine Gruppe bilden. 

Findet man, daß unser Gleichungssystem: W,=(0 eine endliche 
kontinuierliche Gruppe D,f gestattet, so geschieht die Bestimmung der- 
selben nach meinen in diesem Paragraphen gegebenen Theorien. (Siehe 
Archiv for Math. og Naturv. 1883, Klassifikation und Integration von [124 
gewöhnlichen Differentialgleichungen: f(x, y, y', ...., y®) = 0, die eine 
kontinuierliche Gruppe gestatten [d. Ausg. Bd. V, Abh. X, XI, XIV].) 


$8s. Anwendung der entwickelten Theorie auf eine wichtige 
und ausgedehnte Klasse von Differentialgleichungen. 


Zur Illustration der in dieser und in der vorangehenden Abhand- 
lung dargestellten Theorie betrachte ich eine ausgedehnte und wichtige 
Klasse von Differentialgleichungen, die in meinen Untersuchungen über 
Transformationsgruppen eine wesentliche Rolle spielt. 


23. Dub (2. SE E, D (k=1,...,r) 


seien r unabhängige infinitesimale Transformationen, die eine Gruppe 
mit » Variabeln x, und mit r Parametern bilden. Andererseits bedeute 
u eine von den x unabhängige Variable. Ich betrachte überhaupt lineare 
partielle Differentialgleichungen von der Form: 


Af= 24 0.Bf+DU,.Bf+-+0,.B,f-0 


und nehme dabei an, daß die U, nur von u abhängen, während in den 
B,f nach dem Vorangehenden «. gar nicht vorkommt.?) 
Ist nun eine Lösung?): 


Ta, 5... %,, U) 





1) Die zur Entscheidung dieser Frage notwendigen und hinreichenden Kri- 
terien drücken sich durch Relationen aus, welche invariante Differentialrelationen 
des Gleichungssystems: W, = 0 gegenüber allen Transformationen zwischen 
%, Y, 2, ... darstellen. 

2) Der Fall, daß die B,f auch u enthalten, läßt sich auf den im Texte er- 
ledigten zurückführen. 

3) Ganz analoge Theorien lassen sich offenbar entwickeln, wenn gleichzeitig 
mehrere Lösungen TT, gegeben sind. 

1A” 
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von: Af= 0 gegeben, so gelingt es im allgemeinen durch bloße Dif- 
ferentiation neue Lösungen!) zu bestimmen. Um dies in einfacher 
Weise nachzuweisen, werde ich mich auf meine allgemeine Theorie der 


Differentialinvarianten stützen. 
Ich bezeiehne mit ® eine neue Variable, welche eine arbiträre 


Funktion von &,,..., &,, 4 sein möge, setze: 


de 0° 


——6b. — —6®, [125 
- j 2 
0%; a: ik 


und berechne zunächst die Inkremente d®, von ®, bei Ausführung der 
infinitesimalen Transformation: 
Aller 
b,f= Er a re nn ’ 
welche sowohl « als auch ® invariant läßt. Aus den Formeln: 


dd — d,da, —.-—6,d2,—  au=0, 
neo u De 
en r a, ou 72 
gehen, wenn du und d® gleich Null gesetzt werden, die Werte: 
ee Zr Ga ei 
een 
hervor. In entsprechender Weise berechnen wir die Inkremente d®,,,.. 
der Differentialquotienten zweiter, dritter, ..., q-ter Ordnung. Mit Hilfe 
der gefundenen Werte bilden wir den Ausdruck: 


®, 57 90,, of 
en Zign, +8”, dt ts Be 





dann bestimmen die r Gleichungen: 
Bif=9, Bf=0,..., Bf=0 


ein vollständiges System, dessen Lösungen Differentialinvarianten der 


Gruppe B,f sind. 


1) Kennt man einen Ausdruck: 
a 
n or,’ 
welcher die Relationen (B,, B) = 0 und also auch die Gleichung: 
(4,58, ABf BA, 0 


Bbf= zn, Kgyrr, X 


befriedigt, so ist immer gleichzeitig mit TTauch BTT eine Lösung. Dieser 
Umstand tritt insbesondere ein, wenn die Gruppe B,f ausgezeichnete infini- 
tesimale Transformationen enthält. 
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Kennt man die endlichen Gleichungen dieser Gruppe, so 
findet man beliebig viele derartige Invarianten. 
Hat man eine solche Invariante, zum Beispiel: 


ee ee or 


n? 


und ersetzt die arbiträre Funktion ® durch eine Lösung TT(x,,.. ,x,, u) 
von: Af=(, so ist, behaupte ich, auch: 


2, Inn 1%, et ARE 11; u 3, zu 2(TT) 


immer eine Lösung von: Af=0. 

Um dies nachzuweisen, betrachte ich den Ausdruck Af als eine 
infinitesimale Transformation, welche den Größen u, &,,..., %,, ® die 
Inkremente: 


du=dt,ön,= (U, + Ort + U,8,,)81, 60 = 0 


erteilt. Weiter berechnen wir die entsprechenden Inkremente der Größen 
®,, PB, x 
en DER = Urben 
i k 
KR — ® ET Te VOBareRe + ®, en 


und bezeichnen Af, aufgefaßt als infinitesimale Transformation aller [126 
dieser Größen mit A’f. Alsdann wird, wie man sich leicht überzeugt: 


A 4 U -Bi4D,BifyaoHl, Bf. 
Nehmen wir daher eine ganz beliebige Differentialinvariante: 
Ka, .- 3m Pd...) 2(®), 


deren Ausdruck nach dem Vorangehenden die Größe u nicht explizite 


enthält, so ist jedenfalls: 
A(RO)=0. 


In dieser identisch bestehenden Gleichung bezeichnet Q eine Funktion 
der unabhängigen Variabeln x,, ®,, ®,,,..., während 4’f eine in- 
finitesimale Transformation in eben diesen Variabeln und: u darstellt. 

Ich ersetze nun in B/f und A’f überall ® durch TT und bezeichne 
die hervorgehenden Ausdrücke mit B/’f und A”f. Dann wird selbst- 
verständlich: A’Q(TT) = 0, oder ausgeführt: 


(L) I „Ar a 1, AT, Sir, 


und diese Gleichung besteht, wenn die Größen z,, TT,, TT,,,.... als un- 
abhängige Variabeln betrachtet werden. Erinnern wir uns nun, daß 
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TT, TT,, TT,,, ... sämtlich Funktionen von &%,, ...., &,, u bezeichnen, so 
läßt sich die letzte Gleichung in solcher Weise interpretieren, daß sich 
Q(TT) wirklich als eine Lösung von: Af=0 herausstellt. 


Um dies nachzuweisen, differentiieren wir die Identität: 
AN HI UT, 
nach x, und erhalten so die Relation: 


AT,=— ZU, en, 


deren rechte Seite nach einer früheren Formel eben das Inkrement der 
Größe TT, bei der infinitesimalen Transformation A”f darstellt. Wir 
kommen daher auf die Forniel: 


41; = 4 1l.. 
Wiederholte Differentiationen geben die analogen Gleichungen: 
AT, = A’T,, AT,,= AT, 


iqs? 


Da endlich Ax,= 4”, ist, erhalten wir durch Substitution der ge- 
fundenen Werte in (L) die Gleichung: 


> „Aa +2 man: +3yn, AT. + -—0, 


welche wirlich zeigt, daß Q(TT) eine Lösung von: Af = 0 darstellt. [127 
Somit haben wir den folgenden allgemeinen Satz: 

Satz 14. Sind B,f, Bsf, . . :, B,f unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen einer Gruppe mit n Variabeln &,,..., x, und r Parametern; 
ist ferner: 


Af=0=-ZE+U.Bf+--+0,.B,f 


eine gegebene partielle Differentialgleichung, deren Koeffizienten U, nur 
von u und nicht von den x abhängen; ist endlich: 
o® op 0°’ 
2 (a,, In or,’ .ı Ox, ox2’ u ) Fr 2b) 


eine beliebige Differentialinvariante der Gruppe B,f und TI(x,,..., x, %) 
eine Lösung von: Af= 0, so ist Q(TT) ebenfalls eine solche Lösung.*) 





1) Setzt man einerseits voraus, daß die B,f die Form x, p, besitzen, anderer- 
seits, daß die gegebenen Integrale mit einer arbiträren Konstanten alge- 
braisch sind, so stimmen die vorangehenden Entwickelungen dieses Para- 
graphen mit einer von Darboux herrührenden Theorie (Comptes rendus 1880). 
Ich darf im übrigen bemerken, daß die von mir in den Gött. Nach- 
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Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes gewinnt man aus TI 
eine Reihe neuer Lösungen. Gestattet TT, aufgefaßt als Funktion 
der x allein, eine gewisse Anzahl, etwa o und nicht mehr, unabhängige 
infinitesimale Transformationen der Gruppe B,f, und genügen außer- 
dem diese oe Transformationen o' linearen Relationen: ZB, B,f= 0, so 
liefert unser Verfahren sukzessiv alle Lösungen mit Ausnahme der 
oe — oe’ letzten.!) | 

Im vorangehenden dachten wir uns ein Integral: TT= Const. der 
Differentialgleichung: Af= 0 oder des simultanen Systems: 


dx, X 
RER T U,E : Wehen) LS 
du _ kOki ® [ 


vorgelegt und zeigten, welcher Vorteil sich daraus ziehen läßt. Ganz 
analoge Theorien lassen sich entwickeln, wenn ein partikuläres In- 


tegral: 
= Fa, 


oder ein System von partikulären Integralen?): 


BR &., = F 


= FE, (&ı; u X u), u n-1r "7.7 Tgri g+1 


n—-1 


(oder mehrere solche) vorgelegt ist. 

Dasselbe gilt, wenn ein beliebiges System von Differentialglei- 
chungen, welches die infinitesimale Transformation Af zuläßt, gegeben 
ist. Die hiermit angedeuteten Theorien, deren Durchführung gar 
keine Schwierigkeit bietet, gründen sich einerseits auf meine all- 





richten 1871, S. 551—557 [d. Ausg. Bd. I, Abh. XVI] ausgeführten Integra- 
tionen mit den in diesem Paragraphen dargestellten Methoden ver- 
wandt sind. Die übrigen Theorien dieses Paragraphen, die vollständig mein 
Eigentum sind, habe ich im Nov. und Dez. 1882 in Mitteilungen an die Gesell- 
schaft d. Wiss. zu Christiania skizziert [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX, S. 548; 
XL, 8. 551]. 


1) Geht nämlich ein Wertsystem x), ... ., &,, %, in ein zweites Wertsystem 
%y.-,%, U, über durch eine Transformation der Gruppe B,f, welche gleich- 
zeitig die Funktion TT(&,,..., &,, %) invariant läßt, so hat für diese beiden 


Wertsysteme jede Differentialinvariante nach der Einsetzung von TT identische 
Zahlenwerte. Haben andererseits für zwei Wertsysteme x/, u, und x,’ w, sowohl 
TT als auch jede zugehörige Differentialinvariante beide Male identische Zahlen- 
werte, so gibt es unter den Transformationen der Gruppe B,f sicher eine, welche 
das eine Wertsystem .in ‘das zweite überführt und gleichzeitig TT invariant läßt. 

Der im Texte-aufgestellte Satz ergibt sich durch Verbindung der soeben an- 
gestellten Betrachtungen. Ganz analoge Betrachtungen führen zum Ziele, wenn 
gleichzeitig mehrere Lösungen TT,(&,, - : :, 2, %) gegeben sind. 

2) Es fragt sich hier, wie viele wesentlich verschiedene Transformatio- 
nen der Gruppe das vorgelegte Gleichungssystem zuläßt. 
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gemeine Theorie der Differentialinvarianten, andererseits darauf, daB die 
Integration der Gleichung: Af = 0 immer geleistet werden kann, wenn 
hinlänglich viele partikuläre Integralsysteme von der Form: 
x, = F,(u) gegeben sind. 

24. In der vorangehenden Nummer betrachteten wir eine Glei- 
chung: Af=0 von einer gewissen speziellen Form, dachten uns ein 
oder mehrere Integrale des äquivalenten simultanen Systems gegeben, 
und zeigten, daß es im allgemeinen möglich war, durch Differentiation 
gewisse weitere Integrale herzustellen. Hiermit ist die Integration von: 
Af=0 reduziert auf die Erledigung einer neuen Gleichung: A’f= 0 
mit weniger Variabeln. Es ist dabei sehr bemerkenswert, daß diese 
reduzierte Gleichung: A’f= 0 gewisse charakteristische Eigenschaften 
besitzt, die ihre Integration erleichtern. Bei Auseinandersetzung dieser 
neuen Theorie beschränke ich mich hier auf einen besonders wichtigen 
speziellen Fall. | 

Ich nehme an, daß die Df die Form: 

of of 


Pp, = dx,’ Pr % dx, 
besitzen. Unsere Gleichung: Af= 0 hat somit die Form: 
0 =) 
Bu +2 (U: FOLGE NET an =0=-4f, 
B k 


wobei die U,, nur von u abhängen. Vorausgesetzt wird, daß eine Lö- 
sung von: Af=0, etwa Tl(z,,..., x,, u) gegeben ist. 

Ich werde nun zunächst zeigen, daß es möglich ist, für &,,...,&, 
solche neue Variabeln x,,..., x, einzuführen, daß gleichzeitig Af und 
TT eine bemerkenswerte einfache Form annehmen. Darnach stelle ich 
diejenigen Differentialgleichungen auf, welche die allgemeinsten Größen 
X... X, bestimmen, durch deren Einführung Af und TT die be- [129 
sprochene einfache Gestalt erhalten. 

Ich bilde die endlichen Gleichungen unserer Gruppe: 


X, = 2, (u)8,; + Z,(u) 


und denke mir Z,, und Z, so als Funktionen von u gewählt, daß die 
x, Lösungen von: Af=0 sind. Ich füge die weitere Beschränkung hinzu, 
daß x, bei der Substitution: v—= u, in x, übergehen soll. 

Werden die hierdurch definierten Größen x, neben u als neue 
Variabeln eingeführt, so wird zunächst: 


ar- dl 
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Es besteht ferner eine Relation: 


LEN A En 6 A 


welche bei der Substitution: v= u, übergeht in: * 
Ta, m %) = Win, - - -, 2)» 
und es wird also: 
Bin, 2 We Tg; 2308 2). 


Jetzt können wir unser Integrationsproblem folgendermaßen for- 
mulieren: 


Sy... X, sollen in allgemeinster Weise als Funktionen von &,..., & 
derart bestimmt werden, daß die Gleichungen: 


PN % 
N 0°x, 

(N) 08,0%, 

TIKz,, nr Any %,) Es TI, 6 Am u) 





=0), Ax=0, 


bestehen. 


Es ist nun offenbar, daß diese Differentialgleichungen nach der in 
$ 6 entwickelten allgemeinen Methode behandelt werden können. Die 
allgemeinste Lösung x der Gleichungen: 


0°x 
AX= 0, dx,0x, —() 
drückt sich nämlich durch n partikuläre Lösungen y,, Ya, - - -, Y„ fol- 
gendermaßen aus: 


I Urn mo Nr 


wenn die c arbiträre Konstanten bezeichnen. 
Bilden daher z,z,...,z, ein System partikulärer Lö- 


n 


sungen der vereinigten Gleichungen (N), so werden ihre all- 


gemeinsten Lösungen x,,...,x, geliefert durch lineare Aus- 
drücke: 
(P) zz Aa rtrnatr rt 


deren konstante Koeffizienten c der einzigen Beschränkung 
unterworfen sind, daß die Gleichung: 


IN3;, er Xyy Un) En T(z,, nn, Zuy U) 


bestehen soll. Wenn daher TI(x,, ..., x,, %) Keine kontinuierliche 
Gruppe von linearen Transformationen gestattet, so geschieht die [130 
Bestimmung der x, ohne Integration, allein durch ausführbare Operatio- 
nen. Gestattet dagegen TT eine derartige Gruppe mit o Parametern, so 
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verlangt die Auffindung der x, nach der in $ 6 entwickelten Methode 
im allgemeinen noch die Integration einer Gleichung: Af=0O mito-+1 
Variabeln und o infinitesimalen Transformationen. Dieses reduzierte 
Problem wird dann in der gewöhnlichen Weise weiter zerlegt. 

. Die Schlußbemerkungen der vorangehenden Nummer finden offen- 
bar auch hier Anwendung.) 


$ 9. Allgemeine Sätze über [endliche] Kontinuierliche Gruppen 
von Transformationen. 


25. In diesem Paragraphen stelle ich eine Reihe fundamentaler 
Sätze über Transformationsgruppen, teilweise ohne Beweis zusammen. 
Ich beginne mit drei einfachen Hilfssätzen, welche sich auf die allge- 
meine projektivische Gruppe der Mannigfaltigkeit &,,...,x, beziehen, 
das heißt auf diejenige Gruppe zwischen den genannten Variabeln, 
deren n(n + 2) infinitesimale Transformationen auf die drei Formen: 


Dir ED GE Pı + Pat "+ 2.2.) 
reduktibel sind. 

Hilfssatz 1. Die allgemeine projektivisch a Gruppe der Mannig- 
faltigkeit &,,...,&, mit den n(n-+2) infinitesimalen Transformationen 
Pr EP a Ppı ++ up.) ist einfach. 

Hilfssatz 2. Die allgemeine projektivische Gruppe der Mannig- 
faltigkeit &,,...,x, enthält keine Untergruppe mit mehr als n(n +1) 
infinitesimalen Transformationen. Jede Untergruppe, welche gerade 
n(n +1) Transformationen enthält, ist vermöge einer projektivischen 
Transformation entweder mit der Gruppe P,, %,;P, oder mit der Gruppe 
LP; (Pi ++ 2,P,) ähnlich. (Diese beiden Gruppen sind gleich- 
zusammengesetzt, da die eine in die andere durch eine dualistische Trans- 
formation übergeführt werden kann.) 


Hilfssatz 3. Die Gruppe p,, %;p, enthält nur drei invariante 
Untergruppen. Die erste besteht aus den Transformationen p, (allen 
Translationen), die zweite aus den Transformationen: 

Pr» I,Pı a2 ne Tr IP. 
(allen Ähnlichkeitstransformationen), die dritte aus den Transformationen: 
Pr he De 
(allen projektiwischen Transformationen, welche die Volumina des [131 
Cartesischen Raumes x, invariant lassen). 





1) Die Theorien dieser Nummer dehnen sich leicht auf den Fall aus, daß 


statt der Gruppe 9,, %,;p, eine ganz beliebige Gruppe B,f mit bekannten end- 
lichen Transformationen vorgelegt ist. 
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Die Beweise für diese drei mir längst bekannten Sätze, welche ich 
schon bei verschiedenen Gelegenheiten benutzt habe, ergeben sich leicht 
aus den Elementen meiner Theorie der Transformationsgruppen. 


26. Tiefer liegen die folgenden ‚äußerst wichtigen Sätze, unter 
denen die drei ersten sich auf Gruppen von Punkttransformationen, 
die übrigen auf ganz beliebige Gruppen von Berührungstransformationen 
beziehen. 

In den beiden ersten Sätzen denke ich mir die Ausdrücke der 
infinitesimalen Transformationen &8,p, nach den Potenzen der x ent- 
wickelt und spreche wie früher von infinitesimalen Transformationen 
nullter, erster, ... Ordnung. 


Satz 15. Enthält eine Gruppe von Punkttransformationen in den 
Variabeln &,,...%, n infinitesimale Transformationen nullier Ordnung: 


Re RE 1 ee EI 1 le m 


und n? infinitesimale Transformationen erster Ordnung: &,p, +: , 50 
sind zwei Fälle denkbar. Entweder enthält sie infinitesimale Trans- 
formationen zweiter Ordnung und ist dann vermittelst einer Punkt- 
transformation ähnlich mit der allgemeinen projektivischen Gruppe der 
betreffenden Mannigfaltigkeit; oder auch unsere Gruppe enthält keine 
infinitesimalen Transformationen außer den angegebenn n(n+1); 


dann ist sie durch eine Punkttransformation mit der Gruppe: p,, %;P; 
ähnlich. 


Satz 16. Enthält eine Gruppe von Punkttransformationen in den 
Variabeln x,,...,%, n infinitesimale Transformationen nullter Ordnung: 


me es 1 ie ET a le 


und n?— 1 infinitesimale Transformationen erster Ordnung von der Form: 
mtr ed, UM UDTt 


sonst aber keime von der ersten Ordnung, so ist sie durch eine Punkt- 
transformation mit der linearen Gruppe: 

P;, %P, 029, HP UP; 
ähnlich. 

Diese beiden merkwürdigen Sätze publizierte ich, für den Fall 
n=2 in den Gött. Nachr. Dezbr. 1874 [d. Ausg. Bd. V, Abh. I], und 
in voller Allgemeinheit in meinem Archive Bd. III, 1878 [d. Ausg. Bd. V, 
Abh. IV, S.136ff.]. Für den Fall n=2 gab ich, wenn ich nicht irre, 
strenge Beweise derselben in den Math. Ann. Bd. XVI, S. 509 u. ff, 
[hier Abh. I, $ 17,18, S. 72££.]; im allgemeinen Falle läßt sich der 


Beweis in ganz analoger Weise führen. Man kann übrigens noch viele 
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ähnliche Sätze, die sich teilweise auch auf Gruppen von Berührungs- 
transformationen beziehen, aufstellen. 

Aus den vorangehenden Sätzen folgt als Korollar der folgende: [132 

Satz 17. Ist eine Gruppe von Punkttransformationen der Mannig- 
faltigkeit &,, . . ., x, gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen projektivi- 
schen Gruppe dieser Mannigfaltigkeit, so ist sie mit ihr durch eine 
Punkttransformation ähnlich. 

Der Beweis dieses Satzes läßt sich folgendermaßen führen. Unsere 
Gruppe muß » unabhängige infinitesimale Transformationen nullter 
Ordnung enthalten, weil sonst die infinitesimalen Transformationen 
erster und höherer Ordnung eine Untergruppe mit mehr als n(n +1) 
Parametern bilden würden, was nicht möglich ist (Hilfssatz 2). Wir 
haben also n(n +1) infinitesimale Transformationen erster und höherer 
Ordnung, die eine mit der Gruppe p,, %;P, gleichzusammengesetzte 
Untergruppe bilden. Gibt es nun n? infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung, so folgt die Richtigkeit unseres Satzes direkt aus dem 
Satze 15. Gibt es andererseits weniger als n? infinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung, so haben wir jedenfalls mehr als n, etwa 
n + & infinitesimale Transformationen, deren Ordnung größer als 1 ist. 
Wären diese sämtlich von der zweiten Ordnung, so müßten sie paar- 
weise vertauschbar sein und überdies eine invariante Untergruppe bilden, 
was nach dem Hilfssatz 3 unmöglich ist. Unsere Gruppe enthält da- 
her sicher infinitesimale Transformationen dritter Ordnung. Es läßt 
sich aber nachweisen, daB wir so auf einen Widerspruch gefühit 
werden 

Die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung 7, zusammen 
mit den infinitesimalen Transformationen zweiter Ordnung 7, und den- 
jenigen dritter Ordnung 7, und so weiter bilden nämlich offenbar eine 
Gruppe mit den m — 1 invarianten Untergruppen T,, T,, ..., TZ,; 
Terms Las», Z,, und s0 weiter. ‘Berücksichtigen wır nun den 
Hilfssatz 3, so erkennen wir, daß m =53 sein muß, daß also unsere 
Gruppe keine infinitesimale Transformation enthält, deren Ordnung größer 
als 3 ist. Dabei müßten alle (7,, 7,) als Ausdrücke vierter Ordnung 
verschwinden, was mit dem Hilfssatze 3 in Widerspruch steht. 

Unser Satz ist also bewiesen. 

27. Ich gebe jetzt eine andere Reihe fundamentaler Sätze, die 
sich auf beliebige kontinuierliche Gruppen von Berührungstrans- 
formationen beziehen. Die wichtigsten unter ihnen habe ich zuerst 
in den Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania in der Note: Untersuchungen 
über Differentialgleichungen III (Mai 1883) [d. Ausg. Bd. V, Abh. XI, 
S. 313] publiziert. 
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Theorem V. Enthält eine einfache Gruppe G,„ mit n Parametern 
eine Untergruppe @,_, mit n—1 Parametern, so ist n gleich 3, und es 
ist @, gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen projektivischen Gruppe 
einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 


Um diesen Satz zu beweisen, fasse ich, wie ich es zu tun [133 
pflege, die infinitesimalen Transformationen: 4, +---+c,H, unserer 
Gruppe als Individuen!) auf, die bei der Gruppe unter einander ver- 
tauscht werden. Eine (n —1)-gliedrige Untergruppe @,_, mit den 
infinitesimalen Transformationen 4,,..., H,_, bleibt invariant bei Aus- 
führung einer in ihr enthaltenen infinitesimalen Transformation: 


GH ao 


Dagegen muB sie durch Ausführung einer infinitesimalen Transforma- 
tion von der Form: 


Hr ROH GH Fer 


in eine benachbarte (» —1)-gliedrige Untergruppe übergehen, denn 
sonst wäre sie innerhalb @, invariant. Es ist ferner klar, daß die 
Untergruppe @,_, in dieselbe benachbarte G,_, übergeht, welche Werte 
auch die Konstanten ce haben mögen. Bei Ausführung aller endlichen 
T'ransformationen unserer Gruppe geht unsere G@,_, somit in einfach 
unendlich viele G@, , über; der Inbegriff derselben bildet eine ein- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M,, welche von G, in sich trans- 
formiert wird. 

Ich behaupte nun, daß alle diese G,_, nicht gleichzeitig bei ein 
und derselben infinitesimalen Transformation X unserer Gruppe @, in- 
variant bleiben können. Es wäre dann nämlich X in allen @,_, zu- 
gleich enthalten, und es existierte in @, eine invariante Untergruppe, 
nämlich der Inbegriff aller infinitesimalen 'Transformationen, welche 
allen @,_, gemeinsam sind. Das ist ausgeschlossen; es gibt also wirk- 
lich keine infinitesimale Transformation X, welche alle unsere oo! 
G,_, gleichzeitig invariant läßt. Hieraus folgt, daß zwei verschiedene 
infinitesimale Transformationen 7, und H, jene einfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit M, nicht in gleicher Weise transformieren können, 
weil sonst die Transformation: H, — H, alle G@,_, unserer M, invariant 
ließe. Also wird die einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
M, durch eine Gruppe G, mit n Parametern transformiert, 





1) Man denkt sich am besten alle infinitesimaler Transformationen &c,H, 
als Punkte eines n-fach ausgedehnten homogenen Raumes, der durch eine pro- 
jektivische Gruppe transformiert wird. Die @,_, sind dann ebene Mannigfaltig- 
keiten, und so weiter. 
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und also ist » nicht größer als drei (Math. Ann. Bd. XV], S. 455 [hier 
Abh. I, $ 4, Nr.7, S. 16]). Wäre andererseits n gleich 2, so enthielte 
@,„ jedenfalls eine invariante Untergruppe, und also ist unser Satz er- 
wiesen. 

In den folgenden Sätzen verstehe ich unter @, kurzweg eine Gruppe 
mit r Parametern. 


Satz 18. Enthält eine zusammengesetzte Gruppe G, eine nicht in- 
variante Untergruppe G,„_,, so umfaßt die Untergruppe G,_, eine Unter- 
gruppe G,, welche sowohl in der betreffenden @,_, als in G,, invariant [134 
ist; dabei ist n — o nicht größer als drei. Ist unter den (gleichberechtigten) 
GF,„_ı keine invariant in G,, so ist n—o=3. In diesem Falle können 
die infinitesimalen Transformationen von @,, welche H,,..., H,_s, B,, 
b,, BD, heißen mögen, so gewählt werden, daß Relationen von der Form: 


(B,B)=bB + 24,H,(B,B)=2B, + 2 ß,H,, 
(B,, B,) =bB, + Zy, H, 


(H,, B,) = 20,4, (4, N 2 0,,,H, 
bestehen. 
Der Beweis dieses Satzes folgt fast unmittelbar aus den bei dem 
Beweise des vorangehenden Satzes angestellten Betrachtungen. 


Theorem VI. Enthält eine einfache G, eine G,_,, dagegen keine 
G,_, so ist n= 3; außerdem ist G,, gleichzusammengesetzt mit der all- 
gemeinen projektivischen Gruppe einer zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit. | 

Jede G@,_, erhält nämlich durch Ausführung aller Transforma- 
tionen der @, zweifach unendlich viele Lagen, deren Inbegriff eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, bestimmt. Diese M, wird 
in sich transformiert durch eine Gruppe G@, mit n wesentlichen 
Parametern. Da überdies @, mit @, gleichzusammengesetzt ist und 
also keine G,_, enthält, so ist @, ähnlich mit der allgemeinen projek- 
tivischen Gruppe der M,, wie aus meiner Bestimmung aller Gruppen 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit hervorgeht. 

Hiermit ist unser Satz erwiesen. 


Satz 19. Enthält eine zusammengesetzte Gruppe G, eine G,_,, da- 
gegen keine G,_,, so gehört diese G,_, zu einer Schar von 0° Unter- 
gruppen Gr„_,, unter denen keine invariant ist. Alle diese G,_, enthalten 
eine gemeinsame Untergruppe G,_,, die in G, üwariant ist. 

Der Beweis dieses Satzes, der übrigens analog wie Satz 18 näher 
ausgeführt werden kann, ergibt sich fast unmittelbar aus den beim 
Beweise der vorangehenden Sätze angestellten Betrachtungen. 
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Theorem VII. Enthält eine einfache G, eine G@,_,, dagegen keine 
G,„_, oder @,_,), so ist n entweder gleich 15 oder gleich 10. Im ersten 
Falle ist unsere @,, gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen projektivi- 
schen Gruppe des dreifach ausgedehnten Raumes. Im zweiten Falle ist 
die betreffende G,, gleichzusammengesetzt mit der Gruppe aller konformen 
Transformationen des gewöhnlichen Raumes oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, mit der projektivischen Gruppe eines linearen Linienkomplexes. 


Dieser Satz beruht auf meiner noch nicht (vollständig) publizierten 
Bestimmung aller Gruppen von Punkttransformationen eines dreifach 
ausgedehnten Raumes. [135 

Es mag hier ausdrücklich hervorgehoben werden, daß die projek- 
tivische G,, eines linearen Linienkomplexes zweierlei @, enthält, solche 
nämlich, die einen Punkt, und solche, die eine Komplexlinie invariant 
lassen. Diese Bemerkung hat eine gewisse Bedeutung in der all- 
gemeinen Theorie der Transformationsgruppen. 


Satz 20. Enthält eine zusammengesetzte Gruppe G, eine G,„_;, da- 
gegen keine G,„_s oder G,„_,, 50 gehört diese G,„_s zu einer Schar von 
00° Gruppen @,_;, unter denen keine invarıant ıst. Alle G,_s dieser 
Schar enthalten eine gemeinsame in G, invariante G,, und zwar ist 
n — o gleich 10 oder 15. 


Auch dieser Satz kann in Analogie mit Satz 15 vervollständigt 
werden. 

Satz 21. Enthält eine Gruppe G, eine G,_,, dagegen keine Unter- 
gruppe mit mehr als n — q Parametern, so gehört diese @,_, zu einer 
Schar von 00° Gruppen G,„_,; von denselben ist keine für sich allein, wohl 
aber ist ihr Inbegriff in G, invariant. 

Dieser letzte Satz ist eigentlich eine unmittelbare Konsequenz der 
Begriffe Untergruppe und invariante Untergruppe. Derselbe kann für 
jeden Wert der Differenz » — q näher präzisiert werden. Auf die hier- 
mit angedeutete Reihe von fundamentalen Sätzen!) werde ıch hoffentlich 
bei einer späteren Gelegenheit zurückkommen können. Hier beschränke 
ich mich auf die Formulierung zweier wichtiger Fragen. 

Gesetzt, eine einfache Gruppe G, enthält eine Untergruppe G,_, 
und keine mit mehr als »n — q Parametern. Gibt es dann, frage ich, 
unter den projektivischen Gruppen einer g-fach ausgedehnten Mannig- 





1) Diese Sätze können für jeden Wert von q formuliert werden, wenn die 
Gruppen von Punkttransformationen eines q-fach ausgedehnten Raumes alle be- 
stimmt sind. \ 

Es ist möglich, alle r-gliedrigen Gruppen von Punkttransformationen eines 
n-fach ausgedehnten Raumes durch ausführbare Operationen zu bestimmen. 
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faltigkeit eine mit @, gleichzusammengesetzte Gruppe? Ich vermute, 
daß diese Frage mit ja zu beantworten ist. Nach dem Obenstehenden 
ist dies jedenfalls der Fall, wenn g gleich 1, 2 oder 3 ist. 

Meine zweite Frage ist folgende: Es sei vorgelegt eine einfache 
(projektivische) Gruppe @, einer g-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
unter deren Untergruppen keine mehr als n —g Parameter enthält. 
Gibt es dann eine Gruppe mit mehr als » Parametern, welcher G, als 
invariante Untergruppe angehört? Diese Frage muß wahrscheinlich mit 
Nein beantwortet werden. 


$ 10. Integration vollständiger Systeme mit bekannten endlichen [136 
Transformationen, die eine kontinuierliche Gruppe bilden. 


Die Aufgabe, ein vollständiges System mit bekannten infinitesi- 
malen oder endlichen Transformationen, die eine Gruppe bilden, zu 
integrieren, reduziert sich immer auf das folgende Problem: 

Vorgelegt ist eine Gleichung: 


ERS ör 
Af= ee ex un >: Y,; (2, Yı Y5, ae) Y,) 9y, 
a: 
mit m bekannten infinitesimalen Transformationen: 


Mm 
öf 
b,f= > Nki (x, Yı; Y3, Sresey Yu) 0; Re, BT m), 
ı . 
1 


die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation: Zß,B,f=0 be- 
friedigen. Wir haben daher noch folgende Relationen: 


(4,B)=0, (B,B)= BR 


28. Indem ich mein altes Problem wieder aufnehme, setze ich 
jetzt einerseits voraus, daß die endlichen Transformationen der 
Gruppe B,f bekannt sind, andererseits, daß die Zusammensetzung dieser 
Gruppe durch eine vorläufige algebraische Diskussion bestimmt wor- 
den ist. 

Ist DB, ,, B,i2, --, D, eine invariante Untergruppe der gegebenen 
Gruppe mit möglichst vielen Parametern, so bestimmen wir ein System 
Lösungen x, &,,..., x, des vollständigen Systems: 


B,.ıf=d, B,,.f= 0, ar b„f=d. 


Das ist nach unserer Voraussetzung, daß die endlichen Transformationen 
der Gruppe bekannt sind, als eine ausführbare Operation aufzufassen. 
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Wir führen z, &,,...„ x, neben m —n anderen Größen, etwa: Y,,1,.-Y, 
als neue unabhängige Variabeln ein. 


Nach unserer Voraussetzung, daB B,,,,..., D, eine invariante 


Untergruppe bilden, bestehen Relationen von der Form: 


Dur: (Dit NM) -— Bi( B,: NM) = uıB, rt’: + B 
Wenn f=x, gesetzt wird, folgt: | 
(B,@&)) =, 


BD . 


was bedeutet, daß D,(x,) nur von &, 2,,..., x, abhängt. Setzen wir 
andererseits auch in den Gleichungen: 


AB.) — B.,(AN) = 0 
f=%, so wird B 


„,,(A(@)) = 0, woraus wir ebenfalls schließen, [137 
daB A(z,) nur von 2, &,, ..., x, abhängt. 
Demnach erhält A/ in den neuen Variabeln die Gestalt: 


2 S. ö 
2 2: er kN, %y..., 2) Fr I Ya ren Yn) ur 
n+1i1 


Die infinitesimalen Transformationen B,,,,..., P,„ der invarianten 


Untergruppe sind offenbar von den Differentialquotienten von f nach 
%, %3--,%, frei und haben also die Form: 


N An 
B,;;f= Natsi (8, I, 27 In, Ya+ıo a, Y,) oy 
n+1 


Dagegen erscheinen die übrigen infinitesimalen Transformationen Bf 
in der Form: 


B,f- > 5, Yen + Sr. I SV) 
1 


n+t1 
Wir können jetzt die Integration von: Af= 0 dadurch fördern, 
daß wir zunächst die reduzierte Gleichung: 


ur - 
Af=-0- 4 MX aa,..,2,) 3 


at 


erledigen. Diese Gleichung enthält nur n +1 Variable und gestattet 
dabei n bekannte infinitesimale Transformationen in diesen Variabeln, 


nämlich: ä 
>’ ’ of 
2 : 8 (& Yyye.y %) 5, k=1,...n), 
ıt 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 14 


20 IH. Diffgl., die endliche Gruppen gestatten. Ann. XXV, 1885 


welche eine Gruppe bilden und keine lineare Relation: 28,B,=0 er- 
füllen. Diese Gruppe ist jetzt einfach. 

Sind nun x,,X,,...„x, ein System Lösungen der Gleichung: A’f= 0 
(deren Integration wir uns geleistet denken) und also gleichzeitig Lö- 
sungen von: Af= 0, so führen wir ©, x, -.:, Xy5 Yazıy 5 Ym als neue 
unabhängige Variabeln ein. Hierdurch erhält: Af—= 0 die Form: 

Af= 0= Br Tr R Y, (2, Kyyeeı Any YInrıy rn Y) 3, 
n+1 
und die infinitesimalen Transformationen DB, ,,f, :-., P„f, welche: Af= 0 
in sich transformieren, enthalten jetzt neben den als Konstanten auf- 
tretenden Größen 2, x,,...,„x, nur die Variabeln %,,1,-- + Yy- 

Die Integration der Gleichung: Af=0 mit m+1 Variabeln 
und m infinitesimalen Transformationen ist hiermit zerlegt [138 
in die Erledigung der beiden einfacheren Gleichungen: A’f=0 
mit n-+1 Variabeln und » infinitesimalen Transformationen 
und: Af=0 mit m—n+1 Variabeln und m — n infinitesimalen 
Transformationen. Bilden diese m — n Transformationen eine zu- 
sammengesetzte Gruppe, so zerlegt sich die Integration von: Af=0) 
in ganz entsprechender Weise, und so weiter. 


29. Wir beschäftigen uns jetzt mit dem reduzierten Probleme: 
Es ist die Gleichung vorgelegt: 


- of of 
ev ar (2, 2, ... %,) dx, 
mit n bekannten infinitesimalen Transformationen: 


z d 
Bf= > El, Yyen %,) re 
1 


die eine einfache Gruppe mit bekannten endlichen Transformationen 
bilden. Wir wissen überdies, daß die B/f keine lineare Relation: 
Zß:B;f= 0 befriedigen. 

Wir können jetzt die Entwickelungen der Nummer 17 verwerten. 
Es gibt nach denselben eine Gruppe mit » infinitesimalen Transfor- 
mationen: 


‚ © 7) 
Gf= > N, Ur 3%.) an 
1 


welche durch die » Gleichungen: 
(4/, C') \, (B;, C') =0 


$ 10; Nr. 28, 29. Die Gruppe ist einfach 2], 


vollständig bestimmt sind. Auch wissen wir, daß die Auffindung der 
C,f sich mit der Integration von: A’f= 0 vollständig deckt. 


Es gibt andererseits, wenn x als Konstante betrachtet wird, n in- 
finitesimale Transformationen: 


N 
N! of 
Df= i Ei 0 X ... u.) 0x, WR ... n), 
ik 


welche durch die Relationen: 
(B,D,)=0 


bestimmt werden. Da wir außerdem die endlichen Transformationen 
der Gruppe B;f kennen, so ist es möglich, n unabhängige infinitesi- 
male Transformationen D,f wirklich herzustellen. Es ist auch klar, 
daß die allgemeinsten Ausdrücke D’, welche die Relationen (B/, D’) = 0 
erfüllen, die Form: 


Yu) Dif+ ps @ÜD,f+ + Pın(&) D,f | 


besitzen. Insbesondere haben daher die unbekannten infinitesimalen [139 
Transformationen ©,f diese Form, oder es bestehen 2» Relationen 
von der Form: 


Gf=- Zu aDif Df=- Dvd Gr. 


Erinnern wir uns jetzt, daß alle (A’, C,) gleich Null sind, so erkennen 
wir, daß die bekannten Ausdrücke D,f gewisse Relationen: 


(4, DJ, Dif+. + Dir 
erfüllen. 

Es handelt sich also um die Integration einer Gleichung: 
Af=0 mit n bekannten infinitesimalen Transformationen 
B,f, welche zu A’ in der Beziehung: (A, B))=0 stehen. Über- 
dies kennen wir n infinitesimale Transformationen D/f, welche 
Relationen von der Form: 


(4, D)= I a,(@)D; 


erfüllen; diese D’f bilden eine mit der Gruppe:B,,..,;5  ähn- 
liche, folglich eine einfache Gruppe. 
Um dieses Problem noch weiter zu reduzieren, wählen wir eine in 


der Gruppe B,f enthaltene Untergruppe mit möglichst vielen Para- 
14* 
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metern, etwa Bjy4ı,..., B,'), bilden die Lösungen %, 2,,...2, des 
vollständigen Systems: 


B,Hıf=d, ... B,f=), 


was eine ausführbare Operation ist, und führen neben x die 2, als un- 
abhängige Variabeln ein. Setzen wir nun in den Relationen: 


ABM - Br AN)-I, 
DB) — Ba+:(D; N) = d 
f gleich z,, so wird: 
Bu(A@)-=0, BurılDie)) = 0, 


so daß sowohl A’z, als Djz, nur von 2,2,,...2, abhängen. In den 
neuen Variabeln erhalten daher A’f und D,f die Form: 





„ 6 
A’f= HN Za.ne A 


9 
R of 
Dif- > 2@ a) Gi, (k=1,2,..,n) 
1 
Die D/'f bilden eine mit der Gruppe B,,...„B, gleichzusammen- 
gesetzte Gruppe und genügen dabei gewissen Relationen: 
(A, D)= ma) Di + +9. @)D, [140 
Ist die Gleichung: A”f = 0 integriert, so genügen nach den ın S 2 dar- 


gestellten Entwickelungen zur Erledigung von: Af=0 bloße Difjeren- 
tiationen.”) | 


Es ist nun sehr bemerkenswert, daß die Kenntnis der D, f zur 
Reduktion von: A”f=0 auf eine kanonische Form führt. Ich werde 
dies an einer Reihe von Beispielen, unter denen eins von sehr all- 
gemeiner Natur ist, verifizieren. 

30. Zuerst nehmen wir an, daB nr =1 ist. Dann kann die Inte- 
‚gration der Gleichung: 


Af=0- 4 Xan) 2 





1) Enthält die einfache Gruppe B\,...., B/ verschiedenartige Untergruppen 
mit n— g Parametern, so ist es nicht ganz gleichgültig, welche wir wählen 
(s. hierzu S. 135, Zeile 1—4 dieser Abhandlung, [hier $. 207, Zeile A) Bei 
einer anderen ae gehe ich darauf näher ein. 

2) Die früher besprochene Gleichung: Af=0 wird selbstverständlich in ganz 
ähnlicher Weise wie: Af— 0 behandelt. Dabei muß man die auf $. 89 [hier $. 158] 
dieser Arbeit gegebenen Entwickelungen berücksichtigen, worauf ich indes hier 
nicht eingehe. 
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mit der bekannten infinitesimalen Transformation: B,f=$f, bekannt- 
lich durch eine Quadratur geleistet werden. 

Ist dagegen n größer als 1, so kann die Integration von: A’f= 0 
niemals durch eine Reihe von Quadraturen geleistet werden. 

Es sei zunächst g=1. Dann ist nach unserem Theoreme V: 
n= 3, und die Gruppe D/, D,, D, ist gleichzusammengesetzt und zu- 
gleich ähnlich mit der allgemeinen projektivischen Gruppe einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit z, das heißt, mit einer Gruppe, deren in- 
finitesimale Transformationen sind: ' 


d d d 
(12) nn l. 


Wir haben also eine Gleichung: 
Pr of of 
1r-0- 4 zw) 
mit drei bekannten infinitesimalen Transformationen: 
D;:f= 24,&) ar  &=1,3,3), 
2 


die eine Gruppe von Transformationen der Variablen z, bilden. Wir 
können immer annehmen, daß die D/’f so gewählt sind, daß die 
Relationen: 


(D,,D,)=D,, (Di, D)-2D,, (D,),D,)—-D 


2. 
bestehen. Setzen wir daher: 


D’ = en df 


„ d „ d 
gr: Dim? f D, = :? A 


dz’ 


so erhalten wir eine Darstellung von z, als Funktion von z, vermöge 
deren die Gruppe D/f auf die Form (12) gebracht wird. In den [141 
Variabeln x, z erhalten also A”f und D/f die Form: 
„ of 
Affen + Zins eo) er, 


ee 
02? FE 02? 


und die Relationen (D/, A”) = ae) D” liefern drei Gleichungen 


von der Form: 


dZz a 

Mt Me? rt st”, 

dz 2 

25 Dr Mt gt + 02T, 
az 
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welche zeigen, daß Z die Form: 


Z=-X(a)+X,(D)2 + X,(a)? 
besitzt. 
Hiermit ist: A”f=0 auf eine sogenannte Riccatische 


Gleichung erster Ordnung: 


d 
= X + X,24+ X,2 


reduziert. 
Setzen wir z=v,:v,, so wird diese Riecatische Gleichung äqui- 


valent mit dem simultanen Systeme: 


de __ a dv, 
ıXyu +X, -Zu+r—-%)% 








oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit der linearen partiellen 
Differentialgleichung: 


Kt Ku) a + Ku + Kan) gu, 


wo der Kürze wegen X, — X, ns X, gesetzt ist. Also: 


Theorem VIII. Hat die Hilfsgleichung: A"f=0 die Form: 
0 
2 Z(& %, a) 5, L Ze 0, 


so ist sie reduktibel auf eine allgemeine Riccatische Gleichung erster Ord- 
nung oder auf eine Gleichung von der Form: 


UN Km + Ku) + Ku + N) =0, 


wo die X, arbiträre Funktionen von x bezeichnen. 


Dieser fundamentale Satz dehnt sich selbstverständlich auf [142 
alle bei der Integration von: Af=0 auftretenden Hilfsgleichungen 
erster Ordnung aus, soweit sie sich nicht durch Differentiation oder 
Quadratur erledigen lassen. (Vgl. hierzu Verh. d. Ges. d. Wiss. zu 
Christiania, Mai 1882, Nr. 10 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVJ, 8. 551f#.]). 

Nunmehr betrachten wir den Fall: g=2. Wir haben also eine 
Gleichung: 


Af=-0=; T4Ze 2) 5 + 2,0 2, 2) 2 


und eine bekannte einfache Gruppe von » infinitesimalen Transfor- 
mationen: 


D,f= Z.(% 2; 2); E 4 Zu, 21, 8) . 
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.welche Relationen von der Form: 
(4”,D,) = Pa) D, + +9 (2) D,, 


erfüllen. Da die Gruppe D/ in den Variabeln z,, 2, keine Unter- 
gruppe mit mehr als n — 2 Parametern enthält, so ist (Theorem VI) 
n= 38. Die Gruppe D/f ist außerdem gleichzusammengesetzt und 
nach dem Satze 17 zugleich ähnlich mit der allgemeinen projektivischen 
Gruppe einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit x, y, also mit 
der Gruppe: | 





of of of of of of 
öx’ oy’ ag re “dp Yay’ 


E ö ö ö 
x erasz,, yolty gl, u 


deren allgemeine infinitesimale Transformationen wir mit B,f bezeichnen. 
Es ist dabei unter Berücksichtigung der in $4 dargestellten allgemeinen 
Theorie immer, und sogar ohne Quadratur oder Differentiation, möglich, 
die Größen x, y derart als Funktionen der Variabeln z,, 2, und der 
als Konstanten auftretenden Größe x zu bestimmen, daß die D/f die 
Form B,f annehmen. | 

Erhält nun A”f in den neuen Variabeln x, y und x die Form: 


AH Kg + EL HEH ER, 


so bestehen nach dem Vorhergehenden gewisse Relationen: 
(E, B)—= (47, B)) = gyal@)Bı ++ Pıs(@)B5, 


welche zeigen, daß Ef sich als lineare Funktion der B,f, dieselben 
multipliziert mit arbiträren Funktionen von x darstellt. Es wird daher: 


AfO- IHRER NER Nu) die 


1) 
an (X, FRI TÄTERKYLEX,Y) 5 


wo die X, arbiträre Funktionen von & sind. 


Setzen wir!): 
at wos 
0’ ’ v,’ 





1) Die Größen x, y im Texte sind Cartesische Koordinaten in einer Ebene, 
deren projektivische Gruppe eben von den B,f gebildet wird. Indem wir statt 
x, y die homogenen Koordinaten v,, ®,, ©, einführen, erhalten die B,f bekannt- 
lich die lineare Form. 
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so geht: A’f=0 über in: 
3 
e r 
2 % » (Kıtı + Kot + Ks d5) ne 0 
1 


mit den neun arbiträren Funktionen X,, von x. Also: 
Theorem IX. Hat die Hilfsgleichung: A’f=0 die Form: 


ud of ö 
A f= nn. Z, (X, ?, 25) 02, En Z; (2, 25 25) Er == 0, 


7 


so ist sie zurückführbar auf: 
3 
of tz 
27 + > (Xı% + Xada + Ast) du 0 
1 R 


mit neun arbiträren Funktionen X,, von x. 


Jede bei der Integration von: Af=0 auftretende irreduktible 
Hilfsgleichung zweiter Ordnung kann selbstverständlich ebenfalls auf 
die soeben aufgestellte kanonische Form gebracht werden. 

Jetzt betrachten wir den Fall g=35. Indem wir ganz wie in 
den beiden früheren Fällen verfahren, erhalten wir folgendes 'Theorem: 


Theorem X. Hat die Hilfsgleichung: A’f=0 die Form: 
3 


en, of m. r of 
arm k Zu, 215 225 %) Er N 
1 


so ist die Zahl n entweder gleich 15 oder gleich 10. Ist n= 15, so ist! 
A’f=0 auf die Form zuwrückführbar: 


4 
of S : 
0x 22 (Kıtıt Ir29a + Irs0ı + Aı9) n a 


wo die X,, arbiträre Funktionen von x bezeichnen. Ist n = 10, so lüßt 


sich: A’f=0 ersetzen durch eine äqwivalente Gleichung: [144 
10 
of 
(M) + KM) Bf-0, 
at 


wobei die B,f alle linearen infinitesimalen Transformationen des homo- 
genen Raumes v,, %g, %y, dy,, die einen gewissen linearen Linienkomplex 
invariant lassen, bedeuten. 


Es mag ausdrücklich bemerkt werden, daß die von OÖ. Bonnet 
und J. A. Serret behandelte Aufgabe, alle Flächen zu finden, deren 
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eine Schar Krümmungslinien auf 00! gegebenen Kugeln liest, unter 
die soeben behandelte Kategorie (n = 10) fällt; desgleichen die von 
mir behandelte Aufgabe, alle Flächen zu finden, deren eines System 
von Haupttangentenkurven 0! gegebenen linearen Komplexen an- 
gehört. Diese beiden äquivalenten Probleme reduzieren sich demnach, 
wenn man will, auf eine spezielle lineare Differentialgleichung vierter 
Ordnung. | 

Kennt man von einer vorgelegten Gleichung (M) ein einziges 
partikuläres Integralsystem: v, = f,(x), so reduziert sich das ganze 
Problem, wie hier angegeben werden mag, auf die Erledigung einer 
einzigen Riecatischen Gleichung erster Ordnung und auf ausführ- 
bare Operationen. 

Endlich erhalte ich durch Verknüpfung der in diesem und dem 
vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwickelungen den folgenden 
fundamentalen Satz: 


Theorem XI. Hat die im vorangehenden aufgestellte Hilfs- 
gleichung: A’f=0 die Form: 


und ist die n-gliedrige einfache Gruppe B/f gleichzusammengesetzt mit 

der allgemeinen projektiwischen Gruppe einer q-fach ausgedehnten Mannig- 

faltigkeit 2), 29, +. -, 2,, so ist: A’f=0 reduktibel auf die Gleichung: 
Ar 


(L) ı nt at + Kann v4) 5 X =(, 


deren (q + 1)” Koeffizienten X,, arbiträre Funktionen von x bezeichnen. 


Derselbe Satz gilt natürlich überhaupt für alle bei der Integration 
von: Af=0 auftretenden Hilfsgleichungen. 

Enthält die n-gliedrige einfache Gruppe D/f Untergruppen [145 
mit n—g, aber keine mit mehr als n—q Parametern, so ist die 
Gleichung: 





Az 





9 
7 0 
E Zu(®, Bye 2,) 22, = 
1 


wie es scheint, immer äquivalent mit einer allgemeinen oder speziellen 
Gleichung von der Form: 
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Es ist indes wohl zu bemerken, daß man bei der Ausführung einer sol- 
chen Reduktion die früher besprochene Untergruppe DB, +1, . -, D, nicht 
ganz beliebig wählen darf. 

Auf die hiermit angedeuteten Theorien, die ich indes noch nicht 
vollständig durchgeführt habe, werde ich bei einer späteren Ge- 
legenheit zurückkommen. So viel ist jedenfalls sicher, daß sich für jede 
Hilfsgleichung: 4A’f=0 eine einfache kanonische Form aufstellen läßt. 
Hat die Gruppe D,f verschiedenartige Untergruppen mit n —q Para- 
metern, so gibt es mehrere zugehörige kanonische Formen der Gleichung: 
AF=0. | 

31. Ist jetzt umgekehrt eine beliebige a von der Form (L) 
vorgelegt, etwa die einfache Gleichung: 


ur} ROLE DEAN + Ka + Xu) zZ 0% 
so setze ich: 
= F(&)a, + F,(@)2,, = F,(a)2, + Fıla)2; 
und versuche, die F', derart zu wählen, daß M(f) die einfache Form 


cf:cx annimmt. Zur Bestimmung von x, und x, erhalte ich hierdurch 
die Relationen: 





(2) Mile... ma u H_y,-0 6=19. 


Bedeuten x,, x, ein partikuläres System von Lösungen dieser Glei- 
chungen und x,, x, das allgemeinste System, so gelten die Relationen: 
(6) —=lyX 4 CR, 0X + OgX;, 
wobei 4 arbiträre Konstanten c,, auftreten. Also geschieht die Bestim- 
mung von x,, x, nach der in $ 6 entwickelten Methode durch die Inte- 
gration einer Gleichung: Af= 0 mit 5 Variabeln und 4 wesentlichen in- 
finitesimalen Transformationen, welche eine mit der homogenen [146 
jinearen Gruppe (@) gleichzusammengesetzte Gruppe bilden. Nun aber 
enthält die Gruppe (G) eine invariante dreigliedrige Gruppe, die mit der 
allgemeinen projektivischen Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit gleichzusammengesetzt ist, demnach erhalten wir den Satz: 


Satz 22. Die Integration einer jeden a 
+ Km + Km); + (Km + Ras); 


läßt sich reduzieren auf die a einer a 


Mr 0a ef 
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mit drei bekannten infinitesimalen Trunsformationen: 
3 


=) 7) 
Bf=- Ni de 


1 


welche eine mit der allgemeinen projektivischen Gruppe einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit gleichzusammengesetzte Gruppe bilden. Es be- 
steht überdies keine Relation: ZB,B,f—=V%. 


Durch ein genau analoges Räsonnement erhalten wir noch folgen- 
den Satz: 


Satz 23. Die Integration einer beliebigen Gleichung: 


kanıen 


N=} u 22 > BROT Be = 0 


läßt sich immer zurückführen auf die einer Gleichung: 


ken?—l 


6 
Af- +2 Y,Wy Nr: 9) u — 0 


mit n? — 1 infinitesimalen Transformationen: 
i= x —1 


0 
b f= 2 EZ Yır-- Ya) 


welche eine mit der allgemeinen projektivischen Gruppe einer (n — 1)-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit gleichzusammengesetzte Gruppe bilden. Es 
besteht überdies keine lineare Relation: Zß,B,f= 0. Daher sind die Inte- 
gration einer beliebigen Gleichung: Nf = 0 und die Erledigung einer [147 
beliebigen Gleichung: Af=0 mit der bekannten Gruppe B,f äquivalente 
Probleme. 


$ 11. Verwertung einer bekannten Gruppe B,f, deren endliche 
Transformationen unbekannt sind. | 


Wie im vorangehenden Paragraphen beschäftige ich mich auch hier 
mit der Integration einer Gleichung: 


i i 
u > X,(®, Up %,) rn =0 


mit n bekannten infinitesimalen Transformationen: 


n 


B,f= >8le, RE, dx,’ 
1 
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die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation: Iß,b,f=0 erfüllen. 
Doch nehme ich jetzt an, daß die endlichen Transformationen 
dieser Gruppe unbekannt sind. 

Ich werde zeigen, daß dieser Fall sich auf den einfacheren Fall, daß 
auch die endlichen Transformationen der Gruppe bekannt sind, zurück- 
führen läßt. 


32. Wir können annehmen, daß wir eine kanonische Form der 
Gruppe D,f, etwa: 


of 


B,f- >: X,(%, X, 0x,’ 
1 


schon kennen, deren endliche Transformationen gegeben sind. Daß eine 
solehe Annahme wirklich immer gestattet ist, soll in der nächsten Num- 
mer gezeigt werden. Unter dieser Voraussetzung stellen wir uns die Auf- 
gabe, die x, als solche Funktionen von &, 2,,...., x, zu bestimmen, dab 
die Gleichungen: 


| IS) 


Bf=Bf,  Af= 


>) 


x 


bestehen. Diese Forderung ist erfüllbar, da sowohl Af, B,f als of: ox, 
B,f eine einfach transitive Gruppe bilden und überdies beide Gruppen 
gleichzusammengesetzt und also ähnlich sind. Ist diese Aufgabe erledigt, 
so ist die Integration von: Af=O geleistet, weil die x, ein System von 
Lösungen dieser Gleichung darstellen. 

Zur Bestimmung der x, erhalten wir eine gewisse Anzahl partieller 
Differentialgleichungen: 


j OX, 
ea 2 ee [148 


Die allgemeinsten Lösungen derselben enthalten » arbiträre Parameter! ) 
($ 6) und sind überdies mit einem partikulären Systeme von Lösungen 
x, durch bekannte Gleichungen: 


/4 {A 
> U US SEHEN 


n? q,, a) a, 
verknüpft, die eine Gruppe bilden. Die » infinitesimalen Transforma- 
tionen dieser Gruppe können immer aufgestellt werden und führen jedes 


System von Lösungen x, in ein infinitesimal benachbartes System über. 





1) Versuchen wir Af und B,f durch Einführung von n — 1 neuen Variabeln 
X, X),..., X, auf die Formen Of: 0x, B,f zu bringen, so enthalten die Ausdrücke 
der neuen Variabeln n + 1 Parameter; insbesondere besitzt x die Form: 
x=z-+a (a= Const.). 


Setzen wir daher, wie im Texte geschehen, x = x, so behalten wir nur n arbi- 
träre Parameter. 
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- Kurz die Entwickelungen der Nummer 19 zeigen, daß die Integra- 
tion der Gleichungen: Q,= 0 sich auf die Erledigung einer Gleichung: 


0 
ar HE Un; mt 
mit n bekannten infinitesimalen Transformationen: 
i of 
B,f=2n,.(W) Yır--» Y,) dy,’ 


die eine Gruppe bilden und keine lineare Relation: &8,B;f= Ö erfüllen, 
zurückführen läßt. Die endlichen Transformationen der Gruppe B/f 
sind jetzt ebenfalls bekannt. Somit erhalten wir den folgenden funda- 
mentalen Satz: 


Theorem XII. Die Integration einer en, 
df=d= 4} Rule aa 


mit n bekannten infinitesimalen Transformationen, die keine lineare Re- 
lation erfüllen, läßt sich immer zurückführen auf die Erledigung einer 
Gleichung: 


‚ of 
AN 26 2 Y,(y, Yır-'» y)z rn 
mit n bekannten infinitesimalen Transformationen B,f, die eine Gruppe 
bilden, deren endliche Transformationen bekannt sind. Es besteht [149 
keine lineare Relation: ZB, B;f= 0, und also finden die Theorien des voran- 
gehenden Paragraphen ihre direkte Anwendung. 


Zu bemerken ist allerdings, daß die neue Gleichung: A’f=0 eine 
gewisse Anzahl arbiträrer Konstanten enthält, die sich nicht vermeiden 
lassen. 


33. Wir wollen jetzt, wie oben angekündigt, beweisen, daß es wirk-. 
lich immer möglich ist, zu der vorgelegten Gruppe D,f eine kanonische 
Form B,f, mit bekannten endlichen Transformationen anzugeben. 

Es ist nach Satz 9 immer möglich, eine mit der Gruppe D,f gleich- 
zusammengesetzte lineare Gruppe: 

Of Zi 2, de ea 
aufzustellen. Die endlichen DEieformalionen dieser neuen Gruppe 
können als bekannt angesehen werden. 

Interpretieren wir jetzt die m Größen z, als homogene Punkt- 
koordinaten eines (m —1)-fach ausgedehnten Raumes, so ist es immer 


222 IH. Diffgl., die endliche Gruppen gestatten. Ann. XXV, 1885 


möglich, in diesem Raume eine Figur anzugeben, welche durch Aus- 
führung aller 00” endlichen Transformationen unserer linearen Gruppe 
gerade 00” verschiedene Lagen annimmt. Betrachten wir den Inbegriff 
dieser 00” Figuren als einen »-fach ausgedehnten Raum mit den Ko- 
ordinaten x,,...,X,, So wird dieser neue Raum durch eine einfach 
transitive Gruppe transformiert. Wir bilden die infinitesimalen Trans- 


formationen:; 
of 
= X, 4 X,) Öx, 


dieser Gruppe, deren endliche Transformationen bekannt sind, und 
schließen, daß diese mit der Gruppe B,f gleichzusammengesetzte Gruppe 
mit ihr ähnlich ist, weil beide Gruppen einfach transitiv sind. 

Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen. 


$ 12. Allgemeine Methode zur Bestimmung einer kontinuierlichen 
Ä endlichen Gruppe. 


34. In diesen Paragraphen skizziere ich eine allgemein gültige 
Methode zur a einer kontinuierlichen endlichen Gruppe: 


DBf= +; Fr == +8 - . 
deren m ee | 
IA "+3 C% et Mean +0 [150 
(e=1,2,...,m) 


vorgelegt sind. 

Diese Gleichungen und die aus ihnen durch Differentiation hervor- 
gehenden lassen eine gewisse Anzahl, etwa r von den Größen &, nebst 
ihren Differentialquotienten unbestimmt, dagegen bestimmen sie die 

höheren Differentialquotienten als lineare Funktionen jener r Größen. 
Denken wir uns daher die unbekannte infinitesimale Transformation bf 
nach den Potenzen von den Größen x,— x° entwickelt, so enthalten 
diese Reihenentwiekelungen außer r arbiträren Koeffizienten: A,, A,,... sd 
die als arbiträre Funktionen der x° aufzufassen sind, nur noch bestimmte 
Größen. 


Wir können daher setzen: 


Bf hAFtRAFt- + 1AR, 


wobei die A,f ganz bestimmte Reihenentwickelungen nach den %,— x 
bezeichnen. 

Ersetzen wir nun die x&° durch die von ihnen unendlich wenig 
verschiedenen Größen 2? + Ax?, so erhält jedes A,f eine neue Form: 


$ 11,12; Nr. 33, 34. Best. einer endl. kont. Gr. aus den Defingl. 2923 
A,f+ A4A,f, und es muß möglich sein, den A, solche Inkremente AA, 
zu geben, daß fortwährend die Gleichung: 
Bf=(,+AR)AftAAf)t+(,+AR)(A, + AA,), 
oder die äquivalente: 
=. AAf) + ZA. Af= 0 


besteht. 
Bei der Ausrechnung ergeben sich die Relationen: 





: 0(4 
MAN) I Aut 
und: | 
0(A,f) 
Pr er mAh 





wo die m,,, bestimmte Funktionen der x° sind. Also wird: 


SS 2 21ı,m,02.4f+ 3641.40 
8 k i 8 
und: 


Al, + DI Dim, 1,82% = 0. 
k ü 


Dieses simultane, lineare System bestimmt die Größen A, als Funk- 
tionen der x. Es reduziert sich nach bekannten Regeln auf ein äqui- 
valentes System: 

AL, + Du,1,A2=0, 
k 


welches statt der » unabhängigen Variabeln x° nur eine einzige [151 
unabhängige x enthält. 

Bei der Integration dieses reduzierten simultanen Systems können 
jetzt die in $ 8 entwickelten Theorien verwertet werden. Denn es ist 
ım allgemeinen möglich, gewisse endliche Relationen zwischen A,,...,2 
und x ohne Integration anzugeben. 

Sind die A, als Funktionen der x° bestimmt, so substituieren wir 
die gefundenen Werte in: Bf=24,4A,f, und setzen endlich: !=x.. 
Hierdurch erhalten wir einen endlichen Ausdruck für die gesuchte 
infinitesimale Transformation Df, die somit bestimmt ist. 

Die eben skizzierte Methode leistet die Bestimmung einer unbe- 
kannten kontinuierlichen und endlichen Gruppe stets vermittelst der 
niedrigsten und einfachsten Hilfsgleichungen. 


Christiania, 5. Juli 1884. 


r 


IV, 
Die Begriffe Gruppe und Invariante. Dr 


Leipz. Ber. 1887, Heft I, II, abgeliefert 30. 1. 1888, 8. 83—88. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 1. 8. 1887. Wieder abgedruckt im American Journ. of Math., Bd. VI, 
S. 182—186, 1889. 


In einer Abhandlung von Sylvester im American Journal of 
Mathematics Bd. IX, Nr. 2 findet sich ein Brief von Halphen, Mit- 
glied der Akademie der Wissenschaften in Paris. In diesem Briefe 
betrachtet Halphen eine Schar von algebraischen Transformationen: 


(1) a ee (#=1,...,n) 


mit r Parametern a,,..., a, zwischen den Veränderlichen &,,..., x, 
und &/),...,%,, stellt die Frage nach allgemeinen Kriterien dafür, ob 
eine solche Schar von Transformationen Invarianten besitzt oder nicht, 
und verspricht, dieses noch nicht in voller Allgemeinheit behandelte 
Problem vollständig zu erledigen.') 

Soviel ich sehe, ist das ihm doch nicht gelungen. Im Laufe seines 
Briefes macht er nämlich verschiedene Annahmen, die wirkliche Be- 
schränkungen des Problems nach sich ziehen. Und selbst das hiermit 
beschränkte Problem hat er, wie mir scheint, nicht vollständig erledigt. 
Die von ihm formulierten Kriterien sind zwar hinreichend aber nicht 
notwendig. ?) 


1. Zunächst schicke ich einige Bemerkungen voraus über die 
eigentümliche Bedeutung, in welcher Halphen das Wort Gruppe 
braucht. 


1) Halphen drückt sich so aus: »Dans des theories diverses on a 
rencontr& des Invariants sans qu’on ait penetre la cause generale de 
leur existence. Cest cette Jacune qu'il s’agit ici de faire disparaitre.« 

2) Es scheint Halphen unbekannt zu sein, daß ich das im Texte besprochene 
Problem für den Fall, daß die Schar der vorgelegten Transformationen (1) von 
infinitesimalen Transformationen erzeugt ist (oder sich. erzeugen läßt) vollständig 
erledigt habe. Meine alten Untersuchungen über diesen und verwandte Gegen- 
stände sind resumiert in den Math. Ann. Bd. XXIV, 1834 [hier Abh. IL, S. 95—138|. 
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Halphen sagt, daß die Gleichungen (1) eine Gruppe bestimmen, [s4 
wenn sich aus den beiden Gleichungssystemen: 


ee A 
A: 
L, Be BACHR Rd Lo) b,, a2 257 b,) 
durch Elimination der Größen x, Relationen von der Form: [183 
„ & & 
L, rer ACH Er, In 4, ) A,) 


ableiten lassen. Dabei macht er nicht, wie ich in meiner Note in den 
Göttinger Nachrichten 1874 [d. Ausg. Bd. V, Abh.I] und in vielen späteren 
Arbeiten, die Annahme, daß die Größen A, nur von den a, und b, ab- 
hängen, sondern er läßt sie ganz beliebige Größen bedeuten. Diese 
seine Definition des Begriffes Gruppe scheint mir indes nicht natur- 
gemäß. | 

Es unterliegt ja keinem Zweifel, daß der Begriff Transformations- 
gruppe sich allgemeiner fassen läßt, als in meiner eben zitierten Note 
geschehen. In der Tat habe ich schon im Jahre 1871 (Verhandlungen 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, S. 243 [d. Ausg. Bd. ], 
Abh. XII, $ 25, Nr. 69a]) die folgende allgemeine Definition aufgestellt: 

Eine Schar von Transformationen bildet eine Gruppe, 
wenn zweilransformationen, nach einander ausgeführt, immer 
eine Transformation der Schar ergeben. 

Diese Definition gibt, scheint es mir, die richtige und allgemeine 
_ Übertragung des Gruppenbegriffes der Substitutionentheorie auf die 
Transformationstheorie. Unter den Transformationsgruppen gibt es aber 
mehrere verschiedene Kategorien, für die ich besondere Bezeichnungen 
benutze. Insbesondere bezeichne ich eine Gruppe dann als endlich 
und kontinuierlich, wenn ihre Transformationen durch ein Gleichungs- 
system mit r Parametern: x) = f,(&, :--,%,, % ; -:-, @,) bestimmt werden. 

Was Halphens Definition des Begriffes Gruppe angeht, so möchte 
ich fast glauben, daß dieselbe nicht nach dem Wortlaute zu verstehen 
ist. Vielleicht sind einige Voraussetzungen nicht mit angegeben, zum 
Beispiel, daß sich zwischen den Gleichungen (1) die Paranıeter a, eli- 
minieren lassen sollen. Es scheint mir nämlich undenkbar, daß Halphen 
jedes System Transformationsgleichungen (1), aus welchem sich die Para- 
meter nicht eliminieren lassen, als eine Gruppe bezeichnen will; und 
doch ist er nach dem Wortlaute seiner Definition dazu gezwungen. 

Will Halphen auf der anderen Seite zu seiner Definition des Be- 
griffes Gruppe etwa die Forderung hinzufügen, daß sich die Parameter 
eliminieren lassen sollen, so folgt zum Beispiel, daß die Schar aller [s5 
projektiven Transformationen eines Raumes keine Gruppe von Punkt- 


transformationen dieses Raumes bildet. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 15 
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Es scheint wünschenswert, daß Halphen den Sinn seiner Defini- 
tion präzisiert, wenn er sich nicht der von mir benutzten Terminologie 
anschließen kann. 

Nehme ich seine Definition nach dem Wortlaute und nenne [184 
ich ferner eine Funktion p(x,,...,x,) dann eine Invariante der Trans- 
formationen (1), wenn die Identität: 


PK; en X) BE p (m A X.) 
besteht, so ist sein Hauptsatz: Les invariants sont l’apanage ex- 
elusif des substitutions formant groupe unrichtig. Das werden 
uns später zwei Beispiele zeigen. 

2. Indem Halphen das von ihm gestellte Problem in Angriff 
nimmt, macht er erstens, und zwar ausdrücklich, die Annahme, daß die 
Zahl n der Veränderlichen größer ist, als die Zahl » der Parameter. 
Da aber schon das Beispiel: | 





zeigt, daß Invarianten sehr gut vorkommen können, wenn r >» ist, 
so ist seine Annahme eine Beschränkung des Problems. 

Er macht noch zwei weitere Annahmen, nämlich, daß die Eli- 
mination der Parameter gerade n — r Belescnen Teischen den x, und 
x, liefert, und daß die Gleichungen a. wenn sie Invarianten ot 
gerade n — r haben. 

Daß auch diese letzten Annahmen wesentliche Beschränkungen 
des Problems sind, ließe sich ebenfalls leicht an Beispielen zeigen. 
Darauf gehe ich jedoch hier nicht ein, sondern wende mich zu dem 
von Halphen behandelten reduzierten Probleme. 


3. Halphen behauptet, daß ein System von algebraischen Trans- 
formationsgleichungen: 


63 CR De 


aus welchem sich durch Elimination der Parameter gerade n — r Re- 
lationen zwischen den x, und x) ergeben, (dann und) nur dann gerade 
n — r unabhängige Invarianten besitzt, wenn es in seinem Sinne des 
Wortes eine Gruppe bestimmt. 

Aber diese Regel stimmt doch, wie ich sie verstehe, nicht mit 
dem Beispiele: « 
(2) = ta = — 2%. [86 


2 


Hier ist: n=2, r=1, also n>r; die Elimination des Parameters «a 
gibt n—r=1 von a freie Relation; die Gleichungen (2) haben anderer- 


Nr. 1-4. Halphens Gruppenbegriff nicht naturgemäß | 


seits gerade n— r—= 1 unabhängige Invariante, nämlich #5. Nach 
Halphens Regel müßten also die Gleichungen (2) in seinem Sinne 
des Wortes eine Gruppe bilden. Aber aus: 


(4 


Re 
= +9, 4,=7 4 
und: 
„ RRarı b ARE 
folgt: 
‚ d FF N 
= a rd-ua, =, 


und diese Gleichungen haben die Form (2) nicht. 
Betrachten wir andererseits das Beispiel: [185 


(3) an tr1l, nen +. 


Hier ist wiederum: n=2, r=1. Die Elimination des Parameters «a 
gibt wiederum n— r =] Relation zwischen den & und x’. Andererseits 
haben die Transformationsgleichungen (3) gerade n — r = 1 unabhängige 
Invariante, nämlich tg(xzx,). Es ist ja: 


tg (ar) tg (an, +7)=tg (an). 


Unsere Gleichungen bilden aber keine Gruppe in Halphens Sinne des 


Wortes; denn aus: 
[£ ’ 
= +1 ,=n+a 
und: | 
IR [2 
zu +1 = +b 


folgen die Gleichungen: 


welche nicht die Form (3) haben. 


4. Will man das von Halphen gestellte Problem in voller All- 
gemeinheit behandeln, so dürfte es zweckmäßig sein, die Ausdrucks- 
weise der Mannigfaltigkeitslehre zu benutzen, also z,,...,x, als Punkt- 


koordinaten eines n-fachen Raumes zu betrachten. Hier werde ich 
jedoch die Beschränkung einführen, daß die Transformationen: 


(1) %, Eu BR ER In, 4; 1877 a,) 
Cremonasche Transformationen sein sollen. 

Bei jeder Transformation einer derartigen Schar geht ein Punkt x, 
von allgemeiner Lage in einen bestimmten neuen Punkt x, über. Dieser 
neue Punkt hängt von den Parametern a, ab. Der Inbegriff aller [87 
Punkte x, bildet daher eine algebraische Mannigfaltigkeit, die höchstens 
r-fach ausgedehnt ist. Werden nun weiter auf einen beliebigen Punkt 
x, noch einmal die Transformationen (1) ausgeführt, so nimmt derselbe 


[24 . 
neue Lagen x, an, und so weiter. 
15? 
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Wir nehmen zu der Schar der Transformationen (1) noch die 
Schar der inversen Transformationen hinzu und denken uns jede von 
diesen Scharen von Transformationen eine Reihe von Malen hinter 
einander ausgeführt. Dann können zwei verschiedene Fälle eintreten. 

Es ist denkbar, daß ein Punkt x, von allgemeiner Lage durch 
wiederholte Ausführung jener Transformationen in jeden Punkt von 
allgemeiner Lage im Raume übergeführt werden kann. Dann gibt es 
keine Invarianten. | 

Kann dagegen der Punkt x, nicht in alle Punkte des Raumes [156 
übergeführt werden, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche derselbe 
bei wiederholter Anwendung der betreffenden Transformationen annehmen 
kann, einen geometrischen Ort, der allerdings aus verschiedenen, ja so- 
gar aus unendlich vielen irreduzibeln algebraischen Mannigfaltigkeiten 
bestehen kann. 

Jeder Punkt des Raumes gehört einem ganz bestimmten derartigen 
Orte an. Der Raum wird also in dieser Weise in unendlich viele Örter 
zerlegt, wobei jeder Ort unter Umständen aus mehreren algebraischen 
Mannigfaltigkeiten besteht. 

Läßt sich nun diese Zerlegung des Raumes in geometrische Örter 
analytisch definieren durch die Gleichungen: 


(4) Dias) 2) 


in denen die ©, willkürliche Konstanten bedeuten, so sind die 2,(@,,...,%,) 
Invarianten der Schar von Transformationen, und zwar erhält man so 
ein vollständiges System Invarianten. Es ist hierbei keineswegs sicher, 
daß die 2, algebraische Funktionen von den x sind, sie können sehr 
out transzendente!) Funktionen sein. Die 2, brauchen nach dem Vor- [ss 
angehenden nur so beschaffen zu sein, daß die Gleichungen (4) für 
jedes spezielle Wertsystem der a, eine diskrete, endliche oder unendliche 
Anzahl von algebraischen Mannigfaltigkeiten darstellen, deren Inbegriff 
bei den Transformationen (1) invariant bleibt. 

Entsprechende Überlegungen geben zugleich alle invarianten Glei- 
chungssysteme. 





1) Es ist daher unrichtig, wenn Halphen behauptet, daß die Invarianten 
immer durch Elimination gefunden werden können. Daß die zu einer konti- 
nuierlichen endlichen Gruppe gehörigen Invarianten, Differentialinvarianten, 
ja sogar alle zugehörigen invarianten Gleichungssysteme durch Elimination ge- 
funden werden, habe ich längst bei vielen Gelegenheiten hervorgehoben. Und 
auch die Ausdehnung dieser Bemerkung auf eine jede vorgelegte Schar von Trans- 
formationen: x, = f(x, a), die sich von infinitesimalen Transformationen erzeugen 
läßt, rührt von mir her. 
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An einer anderen Stelle werde ich auf die hier skizzierten Theorien 
näher eingehen. Insbesondere werde ich Gruppen behandeln, die sich 
nicht durch ein Gleichungssystem, sondern erst durch mehrere Glei- 
chungssysteme definieren lassen, von denen jedes Gleichungssystem ge- 
wisse willkürliche Parameter enthält, und werde eine Invariantentheorie 
von derartigen Gruppen entwickeln. Das gelingt leicht, indem ich 
meine allgemeine Invariantentheorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen mit der Invariantentheorie der diskontinuierlichen Gruppen 
verbinde. 


Leipzig, Juli 1887. 


Y 
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Leipz. Ber. 1888, Heft I, II, abgeliefert 22. 2. 1889, S. 14—21. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 13. 2. 1888. 
‚„ Die nachstehende Note beschäftigt sich mit der allgemeinen Theorie 
der endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen und soll einer- 
seits neue Sätze aufstellen, andererseits ältere Resultate präzisieren. 


Sı 


1. Sind f,,.. ., f, unabhängige Funktionen von %,,..., %., Pr: Dim 
welche Relationen von der Form: 


(1) Fi) = wa: - fr) 


erfüllen, so befriedigen die w,,, wie aus der Jacobischen Identität 
hervorgeht, die Bedingungsgleichungen: 


Ä 1 /01;% Our wi 
(2) » (3 w;+ et. ae ER ",.) a 
1 


Sind andererseits r® Funktionen w,,(fi,-- -,f,) gegeben, welche 
paarweise die soeben aufgestellten Gleichungen (2) und überdies noch 
die Relationen: w,, + w,,— 0 erfüllen, so gibt es immer eine r-glied- 
rige Funktionengruppe, deren Funktionen f,,...,‚f, in den Beziehungen 
(1) stehen. 

Sind insbesondere die w,, homogene Funktionen erster Ord- 
nung von fi,...,f„ So gibt es immer eine homogene r-gliedrige Funk- 
tionengruppe von der betreffenden Zusammensetzung. 


2. Ausgehend von diesen Sätzen, die ohne Schwierigkeit aus meiner 
allgemeinen Theorie der Funktionengruppen hervorgehen, erkennt [15 
man leicht, daß es, wenn r” gegebene Konstanten c,,, die Gleichungen: 


R 
(3) 0: Fa aerrl® (3x0) =0, Gut > 0 
1 


erfüllen, immer r-gliedrige Transformationsgruppen gibt, welche die Zu- 
sammensetzung c,,, besitzen. 


8 1; Nr. 1—3. Die Probleme der Bestimm. v. Gruppen 931 


Enthalten die betreffenden Transformationsgruppen keine ausge- 
zeichnete infinitesimale Transformation, so ist ihre gemeinsame adjun- 
gierte Gruppe bekanntlich eine gleichzusammengesetzte — das heißt, 
holoedrisch isomorphe — lineare homogene Gruppe. Enthalten 
dagegen die zu der Zusammensetzung c,,, gehörigen Gruppen ausge- 
zeichnete infinitesimale Transformationen, so ist es mir nicht ge- 
lungen, allgemein zu beweisen, daß es eine holoedrisch isomorphe 
lineare Gruppe gibt. Ich behalte mir vor, auf diese interessante Frage 
und die damit zusammenhängenden Theorien zurückzukommen. 

‚In der Integrationstheorie eines vollständigen Systems mit einer 
bekannten Gruppe kann man sich übrigens so einrichten, daß neben 
den eingliedrigen Gruppen nur Gruppen ohne ausgezeichnete infinitesi- 
male 'Transformationen in Betracht kommen. Daher hat meine oben- 
stehende Bemerkung keine tiefergehende Bedeutung für die besprochene 
Integrationstheorie. 


3. In der Theorie der endlichen kontinuierlichen Transformations- 
gruppen sind die folgenden Integrationsprobleme!) von hervorragen- 
der Wichtigkeit: 


A. Alle r-gliedrigen Gruppen einer n-fachen Mannigfaltigkeit zu be- 
stimmen. 


Bb. Alle endlichen kontinuierlichen Gruppen einer »-fachen Mannig- 
faltigkeit zu bestimmen. 


C. Alle r-gliedrigen Gruppen zu bestimmen. 


| Neben diese drei Probleme, die sich auf Gruppen von Punkt- 
transformationen beziehen, stellen sich drei analoge Probleme A’, B’, 0’, 
die sich auf Gruppen von Berührungstransformationen beziehen. 

Unter diesen sechs Problemen sind die Probleme B und D’ [16 
unbedingt die schwierigsten. Ihre vollständige Erledigung ist mir auch 
nur für kleine Werte von n gelungen; doch kann ich sie für jedes n 
in eine Reihe einfacherer Probleme zerlegen, unter denen sehr viele 
keine Schwierigkeiten darbieten. 

Die Probleme C und C’ lassen sich?) auf die Probleme A, be- 


ziehungsweise A’ zurückführen, und zwar in der Weise, daß es 





1) Math. Ann. Bd. VIII, 5. 303; Göttinger Nachr. 1874; Math. Ann. Bd. XVI, 
S. 457 und S. 528; Archiv for Math, Bd. I, Christiania 1876. Die Bestimmung 
aller Typen von een ist ein rein algebraisches Problem. [D. 
Ausg. Ba. IV, Abh. I, Schluß; Bd. V; Abh. I; Bd. VI, Abh. I, 8. 18 und 93; Bd. V, 
Abh. I und III]. 

2) Archiv for Math.. Bd. I, Christiania 1876 und Bd. X, 1385 [d. Ausg. Bd. V, 
Abh. II, II und XIX, XXI. 
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‚für jedes r genügt, eine begrenzte, leicht angebbare Anzahl Werte von 
n für sich zu betrachten. 

4. Wünscht man, alle r-gliedrigen Berührungstransformations- 
gruppen gegebener Zusammensetzung c,,, zu bestimmen, so bildet man 


Fr e, I 
in H,,..., H, die lineare homogene Gruppe'): 


(4) BE) + + HH) ar, Re, un, 
oder anders geschrieben: 

‚ z 2 of 
(#) Eau t+ +20.) 


und sucht darnach, wie ich im Archiv for Math., Christianja 1876 
[d. Ausg. Bd. V, Abh. III, Ss. 66— 73], näher ausgeführt habe, alle bei 
ihr invarianten homogenen Gleichungssysteme, wobei jedoch alle aus- 
zuschließen sind, aus denen sich lineare homogene Relationen zwi- 
schen den H, ableiten lassen. Diese Bestimmung verlangt offen- 
bar keine Integrationen, sondern nur sogenannte ausführ- 
bare Operationen, da die endlichen Gleichungen der linearen homo- 
genen Gruppe (4°) sich ohne Integration bestimmen lassen. 

Wählt man unter den gefundenen invarianten Gleichungssystemen 
ein bestimmtes?), so gehören zu ihm unbegrenzt viele Berührungstrans- 
formationsgruppen, welche jedenfalls durch Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen gefunden werden. Alle diese Gruppen sind [17 
mit einander durch Berührungstransformation ähnlich. Nimmt man zwei 
verschiedene invariante Gleichungssysteme, so läßt sich leicht entschei- 
‚den, ob die beiden zugehörigen Transformationsgruppen mit einander 
durch Berührungstransformation ähnlich sind. 


d. Eine Berührungstransformationsgruppe der n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit z,,..., &, heißt reduzibel, wenn sie durch Berüh- 
rungstransformation mit einer Gruppe von Punkttransformationen der- 
selben Mannigfaltigkeit ähnlich ist. Sonst heißt sie irreduzibel. 

Die Beantwortung der Frage, ob eine vorgelegte Berührungstrans- 
formationsgruppe reduzibel oder irreduzibel ist, erledigt sich durch die 
allgemeine Theorie der Differentialinvarianten einer Berührungstrans- 





1) Math. Ann. Bd. XVI, 8. 495 [hier Abh. I, S. 58]. 

2) Es macht bier natürlich einen wesentlichen Unterschied, ob die Gruppe (4) 
Invarianten besitzt oder nicht. Sucht man zum Beispiel alle mit der Gruppe: 
H, =», H, = xp gleichzusammengesetzten Gruppen, so bleibt bei der zugehörigen 
Gruppe (4) gar kein Gleichungssystem invariant mit Ausnahme von: H, —=0 und 
der identischen Gleichung: 0 = 0, deren letzteres somit alle gleichzusammengesetzten 
Gruppen liefert. 
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formationsgruppe. Derartige Probleme verlangen nach der Natur der 
Sache keine Integrationsoperationen, sondern nur sogenannte ausführ- 
bare Operationen. 


6. Die Bestimmung aller »-gliedrigen Gruppen von Punkttrans- 
formationen kann jedenfalls durch Integration von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen') geleistet werden. 

Schließt man alle Gruppen mit ausgezeichneten infinitesimalen 
Transformationen aus, so lassen sich die betreffenden Differentialglei- 
chungen leicht integrieren. Läßt man dagegen die soeben eingeführte 
Beschränkung fallen, so wird die Integration jener Differentialgleichungen 
wesentlich schwieriger. Ich bin jedoch auch für diesen Fall zu dem 
Resultate gekommen, daß sich die betreffende Integration durchführen 
läßt. Diese Frage ist indes so verwickelt, daß ich mir eine defini- 
tive Entscheidung derselben für eine spätere Gelegenheit vorbe- 
halten muß. 


%. Die allgemeine Theorie der kontinuierlichen endlichen Gruppen, 
deren Transformationen durch nicht analytische Gleichungen: 


%, zig: (8 Any Ayyee er, a,) 


bestimmt sind, läßt sich im wesentlichen auf die Theorie der ana- 
Iytischen Gruppen zurückführen. Es besteht unter anderm der Satz, 
daß jede transitive kontinuierliche Gruppe: 


u=h@-0), 


deren Funktionen f, eine gewisse, von r und » unabhängige Anzahl 
Differentiationen gestatten, mit einer analytischen Gruppe ähnlich ist. 
Hiermit erledigt sich die in meiner Note über die Grundlagen der Geo- 
. metrie offen gelassene Frage. (Diese Berichte 1886, 8. 342 [d. Ausg. 


Ba. II, Abh. V am Schluß]). 
8.2. [18 


8. Eine transitive Gruppe G, ist primitiv dann und nur dann, 
wenn die größte Untergruppe, welche einen Punkt «) invariant läßt, in 
keiner größeren Untergruppe enthalten ist. Hierbei wird vorausgesetzt, 
daß der Punkt x) auf keiner bei G@, invarianten Mannigfaltigkeit ge- 
legen ist. In dieser Weise findet man jede bei @, invariante Zerlegung 
des Naumes 2,....,%.. | 

Ist die Gruppe @, einfach transitiv, so können alle zugehörigen 
invarianten Zerlegungen des Raumes in einer bemerkenswerten Weise 





1) Math. Ann. Bd. XVI, S. 528; Archiv for Math. Bd. X, 1885 [d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. I, S. 93; Bd. V, Abh. XXII, S. 507—521]. 
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gefunden werden. Man bildet die zugehörige reziproke, einfach transi- 
tive Gruppe I‘, nimmt irgend eine m-gliedrige Untergruppe IT), derselben 
und bestimmt die zugehörigen Invarianten: «,,...,“,_,„. Alsdann 
liefern die Gleichungen: 


a FREE a (a, = Const.) 


r-m ”r-m 


die allgemeinste bei G@, invariante Zerlegung des Raumes. Hierauf 
gründet sich eine durchsichtige Bestimmung aller mit @, holoedrisch 
(oder meroedrisch) isomorphen transitiven Gruppen. 

Eine transitive Gruppe @, ist systatisch oder asystatisch, je nach- 
dem die früher besprochene, zu einem allgemein gelegenen Punkte 
x, gehörige Untergruppe in einer größeren Untergruppe invariant ist 
oder nicht. 

9. Aus meinen alten Untersuchungen fließt ohne weiteres die Be- 
stimmung aller einfachen, aller primitiven, aller asystatischen Gruppen 
eines Raumes von zwei oder drei Dimensionen. Herr Page hat neu- 
lich in einer noch nicht gedruckten Dissertation die von mir gestellte, 
aber nur teilweise erledigte Frage nach allen primitiven Gruppen eines 
vierfachen Raumes vollständig erledigt, und später hat Herr Engel 
die hierbei benutzten Rechnungen wesentlich vereinfacht. Anknüpfend 
an dieses Resultat des Herrn Page ist es mir unter anderm gelungen, 
alle einfachen Gruppen eines vierfachen Raumes und gleichzeitig alle 
einfachen Gruppen @,, deren größte Untergruppen r — 4 wesentliche 
Parameter enthalten, zu bestimmen. Meine früheren Untersuchungen 
zeigen, daB sich hieraus für die Integralrechnung wichtige Schlüsse 


ziehen lassen. 
$ 3. 

10. Unter den.r-gliedrigen Transformationsgruppen sind diejenigen 
zunächst die wichtigsten, deren infinitesimale Transformationen [19 
Y,.-., Y,..., Y, sich derart wählen lassen, daß Ye or 
jedes i eine ö-gliedrige Gruppe @, erzeugen, welche in der (Ü + 1)-glied- 
rigen G,,, invariant ist. Eine derartige Gruppe soll aus naheliegenden 
Gründen eine integrable Gruppe heißen. 

Schon 1874 (Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania [d. 
Ausg. Bd. IH, Abh. XIV, S. 204, 7. 10—17]) wurde angegeben, daß sich 
immer entscheiden läßt, ob eine vorgelegte r-gliedrige Gruppe inte- 
grabel ist oder nicht. Um die hierzu erforderlichen Rechnungen auf 
ihre einfachste Form zu reduzieren, ist es zweckmäßig, den Begriff der 
derivierten (abgeleiteten) Gruppen zu benutzen. 

Sind X,,...,X, r unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe, so erzeugen alle (X, X,) eine invariante 
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Untergruppe mit etwa r, Parametern‘), welche die erste derivierte 
Gruppe heißen soll. — Die Gruppe G, hat nun ihre erste derivierte 
Gruppe @,,, welche die zweite derivierte Gruppe der Gruppe @, heißen 
soll, und so weiter. 

In dieser Weise gehört zu jeder Gruppe (Gr, eine Reihe invarianter 
derivierter. Untergruppen, deren Zusammensetzung nur von der Zu- 
sammensetzung der Gruppe @, abhängt. 

Eine Gruppe @, ist integrabel dann und nur dann, wenn die r+-te 
derivierte Gruppe nur aus der Identität besteht. 


11. Gestattet ein g-gliedriges vollständiges System: 
| A,f=9,..,4f=0 


in n unabhängigen Veränderlichen &,,...,%,,, eine bekannte r-glied- 
rige integrable Gruppe X, f,..., X,f, und besteht dabei keine lineare 
Relation von der Form: 


Zu,(e)A,f+ ZB) f=0, 
so verlangt die Integration?) des vollständigen Systems: 


1. r—r, unter einander unabhängige Quadraturen, 

2. r,— r, unter einander unabhängige Quadraturen, welche indes 
erst dann ausgeführt werden können, wenn die soeben bespro- 
chenen r — r, Quadraturen ausgeführt sind, 

3. r, — r, unter einander, nicht aber von den früher besprochenen [20 
unabhängige Quadraturen, 
und so weiter. 

Selbstverständlich gelten analoge Sätze, wenn einige unter den 
Differenzen r— r,, r, —r3,... von Null verschieden sind, während r, 
immer größer als Null ist. 

12. Da man alle in einer Gruppe G, enthaltenen invarianten @,_, 
dadurch findet, daß man zu den r, infinitesimalen Transformationen 
der ersten derivierten Gruppe r — r, — 1 von ihnen und unter einander 
unabhängige infinitesimale Transformationen der G, hinzufügt, so über- 
sieht man ohne weiteres, wie man eine integrable Gruppe in allge- 
meinster Weise auf ihre von mir angegebene kanonische Form 
bringen kann. 

Jeder Satz über die Zusammensetzung aller (r— g)-gliedrigen Gruppen 
liefert einen Satz über die Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen mit 
invarianter q-gliedriger Untergruppe. 





1) Archiv for Math. Bd. VIII, 1883 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, 8. 376] 
2) Der Satz des Textes ist enthalten in meiner 1874 veröffentlichten Inte- 
grationstheorie [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S. 204 f.]. 
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Ss4. 
13. Kennt man drei gewöhnliche Differentialgleichungen ater, 
B-ter, y-ter Ordnung: 
v9 YyY, sh) (im, P, Y), 
welche eine gegebene Transformation in x, y gestatten, so kann man, 
wenn: | 


N, 


ist, eine zu der Transformation gehörige Differentialinvariante von der 


Form: 
el Ce el) 


aufstellen. Dabei hängen die Zahlen i, uw nur von o, f, y ab: 





A+u+1l=0, 
Aa+uß+y=0. 
Ist dagegen 1<«= ß, so ist schon: 
Eu, 
ge dr 


eine Differentialinvariante. 
Ist andererseits # eine Differentialinvariante, so ist: 


eine invariante Differentialgleichung. 

Durch Verknüpfung von diesen Bemerkungen vereinfacht man [21 
leicht, jedenfalls praktisch gesehen, meine 1883 veröffentlichte Berech- 
nung aller Differentialinvarianten, welche zu allen Gruppen von Punkt- 
transformationen einer Ebene gehören [d. Ausg. Bd. V, Abh. X]. 

Ganz analoge Sätze gelten für die bei einer gegebenen Berüh- 
rungstransformation invarianten Differentialgleichungen zwischen z, y. 
Nur muß man dabei annehmen, daß «, ß, y sämtlich größer als 2 sind. 


vl 


Die infinitesimalen Berührungstransformationen [145 
der Mechanik. 


Leipz. Ber. 1889, Heft II, III, IV, abgeliefert 25. 2. 1890, S. 145—156. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 6. 5. 1889. 

Bei verschiedenen Gelegenheiten habe ich schon die Wichtigkeit 
des allgemeinen Begriffes infinitesimale Berührungstransforma- 
tion hervorgehoben. Der Zweck der folgenden Note ist zunächst, an 
interessanten Beispielen zu zeigen, wie einfach sich Rechnungen mit 
derartigen Transformationen gestalten. Gleichzeitig wünsche ich die 
Aufmerksamkeit auf eine merkwürdige Kategorie von infinitesi- 
malen Berührungstransformationen zu lenken, welche in der 
Mechanik eine Rolle spielen. 


$'4, 
1. Eine infinitesimale Transformation in den Veränderlichen 
RT a a 
020,—= 8,0 2 Bm Pr oo p„) dt 
pP, =, - 4 Im Pr Pu)dt 


ist eine homogene Berührungstransformation, wenn sie die Bedingungs- 
gleichung: 
. Zp,de,=0 = Zn,dı, + Zp,dE, 


erfüllt. Hieraus ergibt sich!), daß die &, und x, die Form: 


on 
2 op,’ er on 
‚besitzen, und daß A hinsichtlich p,, ..., 9, homogen von erster Ord- 


nung ist. 





1) Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Bd. II, Christiana 1877; vgl. 
auch Math. Annalen Bd. VIII, 1874, 8. 239 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XX, S. 297f.; 
Bd. IV, Abh. 1, $ 6.]. 
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Es bestimmen daher die Gleichungen: [146 
°H GH 
I ah no Kl. 


die allgemeinste infinitesimale homogene Berührungstrans- 
formation in den Veränderlichen ©, ..,2,20,.:.,D, 
Setzt man zum Beispiel n=3 und: 


H=-Yp + +P, 


so erhält man eine infinitesimale Berührungstransformation des drei- 
fach ausgedehnten Raumes #,, %, %5: 





- Yaitpitp 


welche offenbar die Relationen: 





ÖX dt, dp,=0, 


0%, 02, ..0% 
— = —— Ö == 0 
Pı PB; 2, P; $ 


vor +dR+0dn=0t 


erfüllt. Sie führt daher alle Flächenelemente x,, %,, X, Pı> Pa, P, des 
Raumes &,, 2%, 2, gleichlange Strecken dt normal zum betreffen- 
den Elemente fort. 

Unsere Berührungstransformation ist also eine infinitesimale Parallel- 
transformation: sie führt jede Fläche in eine unendlich benachbarte 
Parallelfläche über. | 

2. Wir stellen uns nun die Aufgabe, im n-fach ausgedehnten 


Raume &,,..., x, die allgemeinste infinitesimale homogene Berührungs- 
transformation: 











oH 7 
a a 


zu finden, welche jedes Element &, p nach einer Richtung dx,,...., dx, 


fortführt, welche zum betreffenden Element senkrecht steht, sodaß die 
Gleichungen: 


bestehen. Diese Aufgabe findet ihren analytischen Ausdruck in [147 
den Gleichungen: | 


oH  0H oH 
Be oH oH 
u} Ba, Zeus. 
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unter denen die ersten aussagen, daß FH von den Größen: 
l RB £ 
ee a RE Fe 


abhängt, während die letzte zeigt, daB A die Form: 





(1) H=-2a,..„)Vi+B+ +P 
besitzt. | 

Hiermit kennen wir eine ausgedehnte Kategorie von infini- 
tesimalen homogenen Berührungstransformationen desn-fach 
ausgedehnten Raumes, welche die Eigenschaft besitzen, jedes 
Element nach der Richtung der zugehörigen Normalen fort- 
zuführen. 

Wird eine solche infinitesimale Transformation unendlich oft 
wiederholt, so entstehen oo! endliche Berührungstransformationen, die 
eine eingliedrige Gruppe bilden. Werden alle Transformationen dieser 
Gruppe auf eine Mannigfaltigkeit: | 


Wir 2 
ausgeführt, so entsteht eine Schar von. oo! Mannigfaltigkeiten: 
(2,2. .,.%,) == Const;, 


deren Orthogonaltrajektorien Bahnkurven!) der vorgelegten infinitesi- 
malen Berührungstransformation sind. 

3. Es ist nun sehr merkwürdig, daß die infinitesimalen 
Berührungstransformationen von der Form (1) eine hervor- 
ragende Rolle in der Mechanik spielen. 

Die Bewegung eines Punktsystems wird nämlich definiert durch 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


Gr re) 2 Ui ee a EUR ae: 


die sich folgendermaßen schreiben läßt: 


®) a ee ee 


Ich habe nun längst bemerkt, daß die Integration einer jeden partiellen 
Differentialgleichung: 


Pl +. Am Pr + P) —U—O 





1) Werden alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe von Berührungs- 
transformationen auf ein Element ausgeführt, so erhält dasselbe oo! Lagen, deren 
Punktort im Texte als Bahnkurve der vorgelegten infinitesimalen Transformation 
bezeichnet wird. 
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dadurch geleistet werden kann, daß man die infinitesimale Berührungs- 
transformation betrachtet, deren charakteristische Funktion: $ — a ist, 
und die zugehörige eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen 
bestimmt. Im vorliegenden Falle tritt aber eine wichtige Vereinfachung 
ein, weil sich die Gleichung (2) auf die Form: 





va+Bt+.+R_j 
yxU+h 


bringen läßt. Hier ist die linke Seite homogen von der ersten Ord- 
nung in 9, -- -, 2,5 Sie stellt daher eine infinitesimale homogene Be- 
rührungstransformation dar, welche der früher besprochenen allgemeinen 
Kategorie angehört. 

Aus dieser Bemerkung ließen sich interessante Schlüsse ziehen. 
Es wäre andererseits leicht, die vorangehenden Betrachtungen auf den 
Fall auszudehnen, daß die Koordinaten x, durch gegebene Relationen 
verbunden sind. 


Ss 2 
S . 
Wir stellen uns jetzt die. Aufgabe, (im dreifach ausgedehnten 


Raume) alle infinitesimalen Berührungstransformationen zu finden, 
welche Krümmungslinien in ebensolche Kurven überführen. 

4. Die Krümmungslinien der Fläche: f(x), x;, &) = 0 werden, 
wenn wir die partiellen Ableitungen von f nach &,, &,, x, wie gewöhn- 
lich mit p,, Ps, P; bezeichnen, durch die Differentialgleichung: 


dp, (Pzdx, — Pzdxz) + dp,(p;da, — pıdrs) + dp (pda, — p,dr,) =, 
oder durch die äquivalente: 


| dp, dp, dp, | [149 





definiert. Unser Problem kann daher folgendermaßen formuliert werden: 

Es sollen alle infinitesimalen homogenen Berührungs- 
transformationen: 

mn: wa: 

o2,= TE ot, pp, =— _ öt 

gefunden werden, welche das Gleichungssystem: 
(3) A=0, pdz, +.p,da, + pda, = 0 


invarıant lassen. 
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Die homogene Funktion 4 muß also derart gewählt werden, daß 
der Ausdruck: we 
LI2 
vermöge des Gleichungssystenis (3) verschwindet. 
Durch Ausführung kommt: 





d di d oH d oA dp, dp dp dp, dp dp; 
84 a ee on aa on my 
——— ne re | 5 2, 
j Pı Pr PE- 0% 0m; 08 | PrZ:: Hu. oH 
da, da, das| az, dm dm| Fon Ton Tom 








Dieser Ausdruck ist eine homogene Funktion zweiten Grades von den 
Differentialen: dp,, dp,, dp,, dx,, dx,, dx,, deren Koeffizienten nur von 
den x, p abhängen. Es besteht daher identisch in den soeben genannten 
Differentialen eine Gleichung 

84 


7 


in welcher A, «&,, ..., ß, Funktionen von den x, 9 bezeichnen. Beide 
Seiten dieser Gleichung sind homogene Funktionen zweiten Grades von 
den Differentialen dr, dp; werden daher links wie rechts die ent- [150 
sprechenden Koeffizienten berechnet und einander gleichgesetzt, so er- 
geben sich mehrere Relationen, welche nach Elimination der Hilfs- 
größen A, «, ß diejenigen Differentialgleichungen liefern, die H be- 
stimmen. | 

5. Unter den rechtsstehenden Gliedern der Gleichung (4) findet 
sich keines von der Form v dp, dp,; daher erhält man ohne weiteres 
sechs von den «, ß und’} freie Gleichungen, die sich mit Benutzung 
der Abkürzung: >H 


folgendermaßen schreiben lassen: 
( © 
op, (9H,—-9;H,)=0, 


ı=n,H;) =, 


A, 
2) 
FERN 
m 
ne 
= 


® 6 
(5) Dr, 


0 
op, MH —9H,) =, 





(0 6 
dp, (P3 H, — 9,85) spe dp, (PH; — 2; H,) —(, 


0 1) 
(6) O5; WE -BbA)+ öp, (9; H, —r,B;)=d, 





0 wo 
Öps (Ps Hs —Pp3 H,) a dp, (», H, — 5 H,) 2 9% 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 16 
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Die drei ersten geben durch Integration: 
Pa H,; — PH, = Kas(Ps, Pr, X, 8, Ra), 
(7) — pH; = Kı5(Ps, Pi, I, Be, Rp), 
pH; — pH, = K,,(Pı, Par %> %e, 2%), 
und dabei ist es einleuchtend, daß die K,, wie H selbst von der ersten 


Ordnung in den p sein müssen. Durch Einsetzung der gefundenen 
Werte &rhalten die Gleichungen (6) die Form: 


OR, 3 (Ps, Pır X, Lex %) E OKRss(Ps; 3 Pay Kıy Roy Es) _ —(, 











n PR 
Kg, Kr 0Ku_g 
ıe au rn ar 


und werden daher in allgemeinster Weise erfüllt durch Ausdrücke [151 
von der Form: 

RK; = us(@)Pı — Meı(@)P5; 

Rz, = Ugı(@)Pz — Us2(@)P,; 

Rz, = Uz5(&)Ps — Mıs(&)Ps- 


Folglich gehen die Gleichungen (7) in die folgenden über: 


H,-+u,, a H, +: —_ H,+u ; 
P, P3 Ps ; 





die sich nach Einführung einer Hilfsgröße o folgendermaßen schreiben 
lassen: 


(8) H,=oep, — Usı, H, = OPa — Ugp, | H, = OP; — Urs 


Hier sind H,, H,, H, die Differentialquotienten von H nach p,, Pe 
und p,; also geben die bekannten Integrabilitätsbedingungen die Glei- 
chungen: 





sodaß o die Form: 
Mes en ch, = 25, , %g, X) 
haben muß. Wird dieser Wert von o in (8) eingesetzt, so erhalten 


wir drei Gleichungen zur Bestimmung von H; und da wir andererseits 


wissen, daß H homogen von der ersten Ordnung in den p ist, so 
Konnen wir: 


3 
H= &(x,, 2, 25) Vp} +» +23 + 2 6. (91, 22, 23)P, 
1 


setzen. 
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6. Jetzt können wir unser Problem in zwei einfachere Probleme 
zerlegen. 

Bemerken wir nämlich, daß die Größe H und ihre Differential- 
quotienten linear und homogen in der Bedingungsgleichung (4) auf- 
treten, so erkennen wir sofort, daß der allgemeinste Wert von H sich 
darstellen läßt als Summe zweier spezieller Werte dieser Größe, [152 
die wir finden, indem wir einmal & gleich Null und das andere Mal 
alle & gleich Null setzen. | 

Das Problem, die allgemeinste infinitesimale Punkttransformation: 


A=8P +5 + 5; 


zu finden, welche die Differentialgleichung der Krümmungslinien in- 
variant läßt, deckt sich bekanntlich mit dem von Liouville erledigten 
Probleme, alle konformen Punkttransformationen des gewöhnlichen 
Raumes zu bestimmen. 

Wir brauchen also nur noch die allgemeinste infinitesimale homo: 
gene Berührungstransformation von der speziellen Form: 





H=&(z, %, %;) vr +3 + p% 


zu finden, welche Krümmungslinien in ebensolche überführt. Tragen wir 
diesen speziellen Wert von H in (4) ein, so erhalten wir zur Bestim- 
mung von & die Relationen: 


2 0982 082 02 
2 Ser 0, 


081.2: 008. OR 08,0, 





welche zeigen, daß FH die Form: 
(9) fat +23 +23) +20 +22, + 2, +c)YA+p+m 


besitzt. 
Setzt man zum Beispiel: 





a=bh=b,=b,=0, c=l, 
so wird: 





H=Yp+p!+p}; 


die entsprechende Transformation ist eine infinitesimale Paralleltrans- 
formation. 
Setzt man andererseits: 


a=1, c-%! +3 +B, 
so erhält FH die Form: 
H=- (+? +, ++, +) VYp +3 +P, 


16= 
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oder nach Einführung der neuen Veränderlichen: 


2,0 
+++)’ +, +b,)° 





%, 
die Form: 
H'’= yp’+p’+ 23°. 

Die infinitesimale Transformation A’ ıst daher mittelst einer [153 
Transformation durch reziproke Radien mit einer infinitesimalen Parallel- 
transformation ähnlich. 

Nimmt man eine beliebige infinitesimale Transforma- 
tion H von der Form (9), bestimmt die zugehörige einglie- 
drige Gruppe und führt alle Transformationen derselben 
auf eine ganz beliebige Fläche aus, so erhält man oo! Flächen, 
die einem Orthogonalsysteme angehören. Dabei liefert die 
Formel (9) die allgemeinste infinitesimale Berührungstrans- 
formation von dieser Beschaffenheit. 

Eine allgemeinere Methode, zur Konstruktion von Orthogonal- 
systemen erhält man, indem man in (9) die Koeffizienten a, b,, b,, b,, € 
als Funktionen eines Parameters auffaßt. 

An einer anderen Stelle werde ich den hier angegebenen Zusam- 
menhang zwischen meinen alten Methoden zur Konstruktion von Ortho- 
gonalsystemen und den Problemen der Mechanik genauer ausführen. 


Be: 


1. Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung eine kon- 
tinuierliche Gruppe von Punkttransformationen, so sind nach meinen 
älteren Untersuchungen nur die folgenden Fälle möglich: 


1. Die Gruppe ist ähnlich mit der achtgliedrigen Gruppe: 
OD) D, 9, &9, ©p, yp, v4, pP + @yg, zyp + y°g, 
welche nur eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, nämlich: y’= 0 
invariant läßt. 
2. Die Gruppe ist ähnlich mit der dreigliedrigen Gruppe: 
(II) p, 22p +yq, Üp+zxyg, 
welche »! Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


y’y' — A = Üonst. 


invariant läßt. 
3. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe: 
en. p+g, ap+ya, p+yg, 
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welche oo! Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
es a 
ge) vH 2(y® 2 :) — a = Const. 
invariant läßt. 


4. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe: [154 
(IV) pP, 9, 2p + (+ 9)9, 


welche oo! Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
y” ur ker=0 (k = Const) 
invariant läßt. 


5. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe: 
(V) P, q, 2p + eyq (+0, +2, c+2), 


welche oo! Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


2-0 
| yy-!— a = Const. 
invariant läßt. 


6. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe: 


(VD) P, 9 
welche jede Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form: 
a 


invariant läßt. 
7. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe: 
(vII) P, pP + y9, 


welche jede Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form: 
yy“ a rw) zu 0) 
invariant läßt. 
8. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe p, welche jede Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung von der Form: 


. "fu y) = 0 
invariant läßt. 

8. Wir wollen nun insbesondere annehmen, daß eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung von der speziellen Form: 


10) verraten Ny tn y)—=0 
vorgelegt ist. 

Da eine jede Punkttransformation eine Differentialgleichung von 
dieser Form in eine ebensolche überführt, können wir sogleich schließen, 
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daß die Gruppe einer derartigen Gleichung nie die Form (IV) besitzt, 
und daß sie die Form (I) nur dann besitzt, wenn die betreffende Diffe- 
rentialgleichung durch Punkttransformation in: y" = 0 übergeführt [155 
werden kann. Besitzt andererseits die Gruppe einer Differentialglei- 
| chung (10) die Form (II), so kann diese Differentialgleichung die Form: 


@—y)y’ +2y”+2y —0 


und infolgedessen auch die F orm: y” = 0 erhalten. Besitzt endlich die 
Gruppe einer Differentialgleichung (10). die Form (V), so au) die 
Konstante ce eine unter den vier Gleichungen: 


e—2 2 e—2 Ba 
ee u me ee 


erfüllen; unter den vier entsprechenden Werten: 
t De ne en 
=! c=0, c=m, c=2 


kommen nach dem Vorangehenden nur die beiden, offenbar gleichbe- 
rechtigten Werte: 

e=4, c=2 | 
in Betracht; dabei ist leicht zu erkennen, daß die entsprechende Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: 


y—a-0 


durch passende Wahl der Veränderlichen die Form: y”=0 erhalten 
kann. 

Diese einfachen Überlegungen, die sich weiter ausführen lassen, 
geben unter anderm den folgenden Satz: 


Gestattet die Schar der geodätischen Kurven einer Fläche, deren 
Krümmungsmaß nicht konstant ist, mehr als zwei unabhängige infinitesi- 
male Transformationen, so erzeugen diese Transformationen eine drei- 
gliedrige Gruppe, welche die kanonische Form: p, 2xp + yq, z&’p + xyq 
besitzt. Die Bestimmung der betreffenden Kurvenschar verlangt im un- 
günstigsten Falle die Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ord- 
nung. Die dreigliedrige Gruppe läßt immer eine Schar bestehend aus oo! 
geodätischen Kurven invariant. 


s4 
9. Ist eine r-gliedrige kontinuierliche Gruppe von reellen Trans- 
formationen einer einfachen Mannigfaltigkeit x vorgelegt, so erkennt 


man, indem man einen reellen Punkt: x=a festhält, daß die ent- [156 
sprechenden ©”! reellen Transformationen eine reelle Untergruppe 
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bilden. Man findet in dieser Weise oo! reelle (r — 1)-gliedrige Unter- 
gruppen. 

Daraus folgt, daß jede reelle Gruppe der einfachen Mannigfaltig- 
keit x durch reelle Variabelnänderung eine unter den drei Formen: 
p; m apı p, ap, ap 

erhalten kann. 

Läßt eine reelle Gruppe von Punkttransformationen einer Ebene 
nur eine Differentialgleichung erster (respektive zweiter) Ordnung in- 
variant, so ist diese Differentialgleichung reell; läßt sie zwei und nur . 
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung invariant, so sind dieselben 
entweder alle beide reell oder imaginär konjugiert. 

10. Indem man diese Bemerkungen mit meiner allgemeinen Be- 
stimmung von allen r-gliedrigen Gruppen einer Ebene verbindet, findet 
man sozusagen ohne neue Rechnungen kanonische Formen, auf welche 
alle reellen r-gliedrigen Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene 
durch reelle Änderungen der Veränderlichen gebracht werden können. 

Nur für den Fall, daß die betreffende Gruppe zwei und nur zwei 
Kurvenscharen: g(&, y)=a, y(z, y)=b, welche paarweise imaginär 
konjugiert sind, invariant läßt, treten neue kanonische Formen auf. 
Man findet dieselben, indem man alle reellen Gruppen von Punkttrans- 
formationen aufstellt, welche Kreise in Kreise überführen; noch schneller 
kommt man zum Ziele, wenn man in die von mir (Math. Ann. Bd. XVI, 
S. 524, C [hier Abh. I, S. 89]) aufgestellten Gruppen statt x, y die 
neuen Veränderlichen rt, y durch die Substitution: 


= EN, VAL 


einführt und sodann verlangt, daß die hervorgehenden r-gliedrigen 
Gruppen r reelle unabhängige infinitesimale Transformationen ent- 
halten sollen. 

Ähnliche Überlegungen geben alle reellen unendlichen kontinuier- 
lichen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene, alle reellen pro- 
jektiven kontinuierlichen Gruppen der Ebene, und so weiter. 


vH. 


Reduktion einer Transformationsgruppe [277 
auf ihre kanonische Form. 


Leipz. Ber. 1889, Heft II, III, IV, abgeliefert 25. 2. 1890, S. 277—289. Vorgelegt 
in der Sitzung vom 3. 6. 1889. | 


Kennt man r Ban a Transformationen: 
(1) X,f= En: n(@ ne 3 ne 
einer r-gliedrigen Gruppe: 
(2) x, — fa, ey Uny yes 4,); 


so findet man die kanonischen Gleichungen dieser Gruppe, indem 
man die lineare partielle Differentialgleichung: 


AKft HA + 0 





aufstellt und darnach das äquivalente simultane System: 





3 u 
9) >... Be 


% % 
g 
integriert. Die zu den Anfangsbedingungen: z/=x, für: t=(0 ge- 
hörigen Integralgleichungen: 


2, =. >, Un hl...) At), 


n? 

welche die Größen A,, ..., A,, & nur in den Verbindungen: 
n=hl,.., = At 

enthalten und sich daher folgendermaßen: 

(4) ee ae 


schreiben lassen, sind die gewünschten kanonischen Gleichungen der 
Gruppe (2). | 

Es ist nun von hohem Interesse, daß die Integration des simul- [278 
tanen Systems (3), wie ich längst angekündigt habe, sich in vielen 
Fällen wirklich durchführen läßt. | 
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I. 


l. Zunächst werde ich nachweisen, daß die Integration des simul- 
tanen Systems (3) sich durch Quadraturen leisten läßt, wenn die 
endlichen Gleichungen: x, = f,(z, @) der Gruppe X/f,...., X,f schon 
bekannt sind. Dies ergibt sich ohne Schwierigkeit, indem man meine 
Theorie der Parametergruppe und der adjungierten Gruppe mit 
meinen alten Integrationstheorien verbindet. 

Bildet man meine bekannten Gleichungen: 


’ >’ ke 
El, ee x.)= &;, (a, a ) du, RR 
und setzt: a 
» 
>: of 
A,/= e ul, N, a.) da, #=1..,r), 
s£ a 


so gestattet das Gleichungssystem: 
En E00.) (@=1,...,n) 
die r infinitesimalen Transformationen: 
ee 
Geben nämlich die Gleichungen: «/ = f,(x, a) durch Auflösung: 
el) ie Q) (#=1,.:4n), 
so sind ja die Größen F\,..., F', Lösungen des vollständigen Systems: 
ER ABE LAT LAF ED, 


Bildet man andererseits die lineare partielle Differentialgleichung: 








(5) Art +4,64 0 

und integriert das äquivalente simultane System: 
da da 

6 _o..- "— —-d 

DEN SR.0 ö 


mit den Anfangsbedingungen: a,= a? für: t=0, wo a? die Para- [279 
meterwerte der identischen Transformation bezeichnen, so enthalten die 
hervorgehenden Integralgleichungen: 


(7) q, =; U,C, t, ET, A,t) 


die Größen A,, ..., A,,£ nur in den Verbindungen: n, = 4,t und lassen 
sich daher folgendermaßen schreiben: 


RE) a,=U,(nm, a] nr 
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Werden diese Werte der Größen a, in den Gleichungen: x, = f,(z, a) 
eingesetzt, so sind die hervorgehenden Gleichungen: 


(8) har en Um: Um) 


eben die kanonischen Gleichungen (4) der r-gliedrigen Gruppe. 
Zur Reduktion einer vorgelegten Gruppe: 


2,= ia; Amy Ay a.) 


auf ihre kanonische Form ist es daher jedenfalls nur erforder- 
lich, das simultane System (6) zu integrieren. 
Anders ausgesprochen: 
Es genügt, unter den Bahnkurven der infinitesimalen 


Transformation: 


MAft+ + AA tg, 


in den Veränderlichen a,, ..., a,, t diejenige zu bestimmen, 
ee were R 
welche zu dem Wertsysteme: ,=q,,...,a,=a,t=(0 gehört. 
2. Die allgemeine infinitesimale Transformation: 


” 


> 2a u) sn n > e,A,f 


der vorgelegten Gruppe erhält in den neuen Veränderlichen: &) = f, (x, «a) 


die Form: 
ze. Xr = 2eXf 


Dabei sind die e, lineare homogene Funktionen von Jen e;: 


(9) #0, 0,).4 + Be + 0,.(0).e (»=1,2%. .,r). 


Diese letzten Gleichungen, welche unter den gemachten Voraussetzungen 
ohne Integration aufgestellt werden können, stellen die adjungierte 
Gruppe dar. 

Sind nun die Gleichungen: a, = U, (m, ..., n,) bekannt, so findet 
man die kanonischen Gleichungen der adjungierten Gruppe ein- [280 
fach dadurch, daß man in (9) die Substitution: a, = W, ausführt: 


r 


er U) Dom): 
11 1 
Es ist aber leicht, zu erkennen, daß die kanonischen Gleichungen der 
adjungierten Gruppe sich ohne Benutzung der Relationen: a,= W, auf- 
stellen lassen. 
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Bezeichnet man nämlich die infinitesimalen Transformationen der 
adjungierten Gruppe mit: 


Ef = I: Cjux & a = ge 4 


und bildet die lineare partielle Differentialgleichung: 





(10) „Eif+ +4.E,7+2.=0, 


so enthalten diejenigen Integralgleichungen: 
e, u (At, Ar At) Erupes hen, vr 
des äquivalenten simultanen Systems: 


dei Bi SL 


8; &;jı 1,85, 


welche die Anfangsbedingungen: 





[e,k=0 _ 


erfüllen, die Größen A,,..., A,, Z nur in den Verbindungen: 7, = At. 
Diese Integralgleichungen: 


(11) duale: 2) Fre FP,..6,, 


deren Aufstellung nur die Auflösung einer algebraischen 
Gleichung verlangt, sind die kanonischen Gleichungen der 
adjungierten Gruppe. 

Es ist also unter unseren Voraussetzungen immer möglich, sogar 
zwei verschiedene Der neo 


ACH a. €; e, 3 wm 010 i 


der adjungierten Gruppe ohne Integration zu finden. Dabei wissen 
wir, daß die e,,(a) durch die Substitution: a, = U,(n) die Form Y,,(n) 
annehmen. 

Es gehen daher die Gleichungen: o,,(a) — v,,(n) = 0, die wir [281 
immer aufstellen können, durch die Substitution: a, = A,(n) in lauter 
Identitäten über. 

Enthält nun die r-gliedrige Gruppe X,f, ..., X,f keine. ausge- 
zeichnete infinitesimale Transformation, so ist auch die adjungierte 
Gruppe r-gliedrig, und es finden sich daher unter den Funktionen o,,(@) 
gerade r unabhängige. Die Gleichungen: o,,(a) — v,,(n) = 0 sind 
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in diesem Falle auflösbar nach a,,..., a,, und dabei leuchtet ein, 
daß die in dieser Weise hervorgehenden Relationen: 


q, zn RE ae N.) 


mit den Gleichungen: a,=NX,(n) identisch sein müssen. 

Kennt man daher die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen 
Gruppe: x. = f,(x, a), welche keine ausgezeichnete infinitesimale Trans- 
formation enthält, so verlangt die Reduktion dieser Gruppe auf ihre 
kanonische Form nicht einmal Quadraturen, sondern nur die Auflösung 
einer algebraischen Gleichung. 

Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle in meiner Integrationstheorie !) 
eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen Transforma- 
tionen. Es ist nämlich möglich, es so einzurichten, daß neben ein- 
gliedrigen Gruppen nur Gruppen ohne ausgezeichnete infinitesimale 
Transformationen in Betracht kommen. 


3. Wir wenden uns jetzt zu dem Falle, daß die vorgelegte Gruppe: 
X,f, --., X,f gewisse, etwa gerade r — m unabhängige ausgezeichnete 
infinitesimale Transformationen enthält; dabei können wir ohne Be- 
schränkung annehmen, daß X, .ıf, Auzafı, - - -, X,f solche ausgezeich- 
nete infinitesimale Transformationen sind. Alsdann enthält die adjun- 
sierte Gruppe: Ef, ..., Ef gerade m unabhängige infinitesimale 
Transformationen, nämlich Ef, ..., E„f, während E, ,ıf, El af; -- 
E/f identisch Null sind. 

Auch in diesem Falle gehen die Gleichungen: o,,(a) — %,,(n) = 0 bei 
der Substitution: a, = Y,(n) in Identitäten über. Anders ausgesprochen, 
es sind die Gleichungen: 


7 


0,,(a) — v,,(n) = 0 


Integralgleichungen des simultanen Systems (6), welche überdies [282 
bei der Substitution: 


(12) mM=d,.-., 7,0, a, — a0 0.=@, 


erfüllt werden. Ro, 
Es leuchtet daher ein, daß das Gleichungssystem: 


0,0) — %,,(AH) = (0 
die infinitesimale Transformation: 


MAft+ + rA,f+ SE 





1) Math. Annalen Band XI und XXV [diese Ausg. Bd. IV, Abh. III (1877); 
Bd. VI, Abh. III (1885)]. 
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gestattet. Wir behaupten, daß es überdies die infinitesimalen 
Transformationen: 
Anl) eg AL 


zuläßt. 

4. Um dies nachzuweisen, zeigen wir zunächst, daß das Glei- 
chungssystem: | 
(9) e,= 0,1(@) Gr: 70,(0.6, 
welches die adjungierte Gruppe darstellt, die infinitesimalen Transfor- 
mationen: 

Ef+ A,f AND) 

gestattet. 


Die Gleichung: 
< e‘;f -2 &X,f 
geht bei der Substitution: 
he, a), = Qnla)-ı +40. 6, 
in eine Identität über. Setzen wir nun: 


ee of 


PERSELR FT 








rd 
= Dis 


und denken uns die erweiterte Gruppe: 
2 =fha, u - PD 0 (@=1,...,n) 
berechnet, so besteht die Gleichung: [283 


San‘, p) = 3e,H,(«, p) 
J J. 
nach der Substitution: 


x, == f,(® a), Dr er P,(, P; a), ex = 0,,(@) e, 


identisch, ın den Neränderlichen 7,,..:., 2.95... ., Ds As 24. 
Fassen wir daher diese 2» + r Größen als unabhängige Veränderliche 
auf, so führt die soeben besprochene Substitution auch die Gleichung: 


a 
(13) dar S ei H;) — 0 


in eine Identität über. 
Nun ist: 





08%, : 3 i 
0a, > b v,,(, a, a,) s , ...n 2), 
Hi 1 
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was wir auch so schreiben können: 


r 
N ’ n / 
0%; oH, 
z = > a a I Te kr R 
04x - ; DL 12 ), ,) cp; N 


dementsprechend ist: 


op! a (a a) OHr. 
du, 35 - Dv,.A, 0%; 
Hieraus folgt: 
Tr r 
BEIN N N 
) i Hi: ’ i 
Zr.) (HH)=- 2%, 27 60H 
x 1 1 11 


und: 
da, ki $ -3 H (5 > > 0.0) ; 
1 1 


Die Gleichung (13) zerlegt sich daher in die Gleichungen: 


r : 

08&,; N > ‚ 

6a; Tr v %,,(a) 6,50, 
31 l 





die sich folgendermaßen schreiben lassen: [284 
Be 
de; “ ‚ 
DE = = v,,(a) ur 


Hier verschwindet die Determinante der %,, nicht identisch; also kommt 
dureh Auflösung: 


T 


&ler--,&,) > > Gl, 5) 


Lösen wir nun die a 
Ze 0,1(@) ac 0;,(@) .e, 
nach €, ..e, auf: 

Ba ole,.  0,.0,..,0 


v 777 


so finden wir leicht gewisse lineare partielle Differentialgleichungen in 
welche die 8, 


den unabhängigen Veränderlichen: &,,...., &,, 4, --., 4, 


erfüllen. 
Differentiieren wir nämlich die letzten Gleichungen nach den a,, 
dı, ..,.0. aullassen, 


r? 


indem wir die e’ als Funktionen von e&,,...,e 


Ni, 


so finden wir: 
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und, wenn wir mit «,, multiplizieren und nach % summieren: 


So. Ne 
a de, u Er 2,0, 
1 


v _. 0A; 





oder: 
0= E;®d, + 4,$, Bin 


Es sind daher ®,,..., ®, Lösungen des vollständigen Systems: 
Ef+Af=I,.-, Ef+4f=9; 
anders ausgesprochen: Es gestattet das Gleichungssystem: 
(9) = 0,10). ++ 0,,(0): €, 
die r infinitesimalen Transformationen: 
a 
d. Nun aber ist: 
Basf=); --» Ef=0; 
also gestattet unser Gleichungssystem (9) die infinitesimalen Trans- [285 
formationen: A„,ıf, --., A4,f; kurz es bestehen die Gleichungen: 
Ana = 0... A009, 
sodaß das früher besprochene Gleichungssystem: 
9,(0) — Y,,(AR) = 0 


wirklich nicht allein die infinitesimale Transformation: 
A,A,f+ ie 1,A,f+ SL A, 
sondern auch die infinitesimalen Transformationen: 


gestattet. ern 


Hierbei ist zu bemerken, daß diese r — m + 1 infinitesimalen 
Transformationen paarweise vertauschbar sind, und daß andererseits die 
(r — m + 1)-reihigen Determinanten der zugehörigen Matrix weder iden- 
tisch, noch vermöge des Gleichungssystems: o,,(a) — v,,(Mt)=0, das 
ja keine von den 4 freie Relation liefert, verschwinden. 

6. Wir lösen die Gleichungen: o,,(@) — v,,(At) = hinsichtlich 
m Größen a, etwa a,,..., a, auf: ; 


(14) a = B,(a a Au 2.0 =D, 
führen sodann die Substitution: 
a Rn ÜBEL, 


m+1) 
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in: 

AR Au =.) 2, 
aus und bezeichnen die hervorgehenden verkürzten infinitesimalen Trans- 
formationen in den Veränderlichen a,,1,-- -, @,, t mit: 


nn 


Dabei ist sicher, daß dieselben paarweise vertauschbar sind, ferner, 
daß die (r — m + 1)-reihigen Determinanten der zugehörigen Matrix 
“nicht alle identisch verschwinden, endlich noch, daß keine Relation: 


Bla,  Af+ BarıAmrıf + +B,4,f=0 
besteht. 


Es bilden daher die r— m linearen, partiellen Differential- [286 
gleichungen: 


Af= 0, Anzıf = 0,.. 5 Ah 0, A,.ıf= 0, a, A,f= 0 
ein vollständiges System, welches die infinitesimale Transformation A,f 


gestattet Die entsprechende Lösung p, wird nach meiner alten Theorie 
aus den Gleichungen: 


Ag, S 0, An+ı$; = Ö, a 4,79, er 0: Ang == 0, er A,9, e 0,, 


4,9, =1 


bestimmt.!) Dieselben bestimmen die Differentialquotienten von @, und 
geben daher , durch eine Quadratur. 
In dieser Weise finden wir »r — m unabhängige Lösungen: 


Pm+i1r Pn+2: N) Y, 
_ der linearen partiellen Differentialgleichung: Af=0. In den ent- 
sprechenden Integralgleichungen: 

PlAyzı, nl, At, .. A,t) = c; 


bestimmen wir die Integrationskonstanten e so, daß a, _,,, .. ., a, für 


t= 0 die Werte a),,,, ---, a, annehmen; wir setzen also: 


0 0 Ba: ee) 
Ba ee, d,;, Ds a) 0) er q; = p;. 





1) Bilden die Gleichungen: A,f=0,..., 4,_,f=0 in n Veränderlichen 


Yır: +, Y%. ein (n— 1)-gliedriges vollständiges System mit der bekannten infini- 

tesimalen Transformation Bf, welche nicht die Form: &«, A, besitzt, so haben 

sie eine ganz bestimmte gemeinsame Lösung p, welche die Gleichungen: 
4090-0. Bo—4 


erfüllt. Man findet daher die Differentialquotienten von p durch Auflösung und 
darnach p selbst durch Quadratur. 
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Alsdann liefern die Gleichungen: 


(15) a=B, ee, A,= m? Pn+i = pn RZ, p9,= pP) 
dasjenige System Integralgleichungen des simultanen Systems: 
da, da, 


DEE TE AR 








A, 


welches zu den Anfangsbedingungen: a,= a? für {= 0 gehört; führt 
man sodann in (15) die Substitution: A,2=n, aus und löst nach 
A, ..., a, auf, so findet man eben die gesuchten Gleichungen: [287 


a, ae A,» PAR: N,) #=1,..un), 


deren Bestimmung durch r — m unabhängige Quadraturen hiermit ge- 
leistet ist. | 


Kennt man die endlichen Gleichungen: 


WE er) 


einer r-gliedrigen Gruppe mit r — m unabhängigen ausgezeichneten in- 
finitesimalen Transformationen, so verlangt die Reduktion dieser Gruppe 
auf ihre kanonische Form im Allgemeinen r — m unabhängige Quadra- 
turen. 


II. 


‘. Wir werden die Bedeutung des eben entwickelten allgemeinen 
Satzes durch mehrere wichtige Anwendungen illustrieren. 

Es seien: wiederum die endlichen Gleichungen: x,=f,(z, a) 
einer r-gliedrigen Gruppe: X,f,..., X,f vorgelegt. Alsdann ist es 
immer möglich, die infinitesimalen Transformationen aller Unter- 
gruppen zu finden. Wir werden zeigen, daß es dann zugleich möglich 
ist, die endlichen Gleichungen einer jeden Untergruppe anzugeben. 

Sind nämlich die infinitesimalen Transformationen: 


1,X,f+ u. un 4,X,f 


einer gewissen m-gliedrigen Untergruppe etwa durch die r — m Glei- 
chungen: 


7 REES BE d,ı4, Ber d,mim 


bestimmt, so braucht man nur in die früher bestimmten kanonischen 
Gleichungen: 
/ x, En 1. im Nee N.) Er .(®, n) 
die Substitution: 
Henker I em 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 47 
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zu machen, um die endlichen Gleichungen der betreffenden Unter- 
gruppe in kanonischer Form zu. erhalten. 
Sind: 
= dl 5 Ua Mir 9 Nm) 

die endlichen Gleichungen einer Untergruppe, so findet man mit [288] 
Benutzung meiner bekannten Regeln durch Elimination einerseits alle 
Invarianten dieser Untergruppe, andererseits alle zugehörigen invari- 
anten Gleichungssysteme.') 


8. Wir werden jetzt zeigen, daß jeder r-gliedrigen Gruppe mit 
bekannten endlichen Gleichungen gewisse integrable simultane 
Systeme zugeordnet sind. 

Seien X,f,..., X,f r unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe mit bekannten endlichen Gleichungen: 


1 PER Ja 


Alsdann ist es leicht zu sehen, daß das simultane System: 


(16) ar 


DrErı 3 Dhrben 


integrabel ist, welehe Werte auch die Konstanten A besitzen mögen; 
früher fanden wir ja, daß das äquivalente simultane System: 


an a, 


Dira,, BD? Gyr 
% 


unter den gemachten Voraussetzungen integriert werden kann. 
Wendet man diesen allgemeinen Satz auf die lineare Gruppe: 





’ 5 
= 0,2%" ,2%. 704, 


an, so erhält man den d’Alembertschen Satz, daß jedes lineare simul- 
tane System: 


dx, Eu (e,1%ı az ES c,) dt Hal, 
integrabel ist. 


Betrachtet man andererseits die allgemeine projektive Gruppe 
in zwei Veränderlichen, so erkennt man die Integrabilität der soge- 
nannten Jacobischen Differentialgleichung erster Ordnung. 





1) Bei einer früheren Gelegenheit beirachtete ich die Invarianten von zwei, 
von drei, überhaupt von m Punkten gegenüber einer r-gliedrigen Gruppe. Ich 
bemerkte, daß die Anzahl der wesentlichen derartigen Invarianten begrenzt ist. 

Ich füge jetzt ausdrücklich hinzu, daß es im ungünstigsten Falle genügt, 
Invarianten von r—+ 1 Punkten in Betracht zu ziehen. Werden nämlich r Punkte 
allgemeiner Lage festgehalten, so bleiben alle Punkte in Ruhe. 
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BE | | [289 

9. Wir werden die erhaltenen Resultate verallgemeinern. 

Sind X,f, ..., X,f unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer asystatischen r-gliedrigen Gruppe, so können die endlichen 
Gleichungen dieser Gruppe aufgestellt werden. Also können die Bahn- 
kurven jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe gefunden 
werden. / 

Besitzen andererseits alle infinitesimalen Transformationen YY, 
welche mit sämtlichen infinitesimalen Transformationen der Gruppe: 
X,f,---, X,f vertauschbar sind, die Form: &e,X,f, so ist es wiederum 
möglich, die endlichen Gleichungen dieser Gruppe aufzustellen.') 

Wir werden jetzt annehmen, daß eine r-gliedrige Gruppe X,f,...„X,f 
vorgelegt ist, welche so beschaffen ist, daß die Gleichungen: 


Se... Ru 


eine endliche Gruppe Y,f, ..., Y,f bestimmen. Wir setzen anderer- 
seits voraus, daß alle Y,f bekannt sind. 

Alsdann bilden X,,..., X,, Yı, ---, Y,„ eine Gruppe; dabei ge- 
hören alle infinitesimalen Transformationen, welche mit allen Trans- 
formationen X, und Y, vertauschbar sind, der Gruppe X,,..., X,, 
Yı,::-, Y,„ an. Daher ist es möglich, die endlichen Gleichungen der 
Gruppe X, Y und gleichzeitig die endlichen Gleichungen der Gruppe 


X, +:., X, aufzustellen. 





1) Vergleiche Math. Annalen Band XXV, S. 116 [hier Abh. III, S. 186f.]. Die 
allgemeinsten Größen x,,.. ., &,, welche alle Gleichungen: X,f= X,f erfüllen, 
werden offenbar im vorliegenden Falle durch ein integrables vollständiges System 
bestimmt. 


17° 


VII. 
Über irreduzible Berührungstransformationsgruppen. [320 


Leipz. Ber. 1889, Heft II, III, IV, abgeliefert 25. 2. 1890, S. 320—327. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 1. 7. 1889. 


I. 


Eine infinitesimale Berührungstransformation der z, x-Ebene be- 
sitzt, wenn: 
dz — ydı=0 


gesetzt wird, die Form: 


ow ow om. dm 
sodaß: 


ihr allgemeines Symbol ist. 


1. Die Größen z, x, y sind Koordinaten eines Linienelements 
der z, x-Ebene; sie können aber auch als Punktkoordinaten in 
einem dreifach ausgedehnten Raume x, y, 2 gedeutet werden. 
Bei dieser letzten Auffassung ordnet die Pfaffsche Gleichung: dz— ydı 
— () jedem Punkte des Raumes x, y, z ein Büschel von Richtungen 
dx, dy, dz zu. Diese oo! Richtungen bilden eine einfach ausgedehnte 
ebene Mannigfaltigkeit, welche in der zweifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit aller Richtungen dz, dz, dy durch den betreffenden Punkt 
enthalten ist. 

Eine Gruppe von Berührungstransformationen der 2, «-Ebene läßt 
sich ohne weiteres als eine Gruppe von Punkttransformationen des Raumes 
x, y, 2 deuten. Greift man nun unter den Transformationen dieser 
letzten Gruppe diejenigen heraus, welche einen gewissen Punkt x,, Yy £o. 
allgemeiner Lage invariant lassen, so erhält man eine Untergruppe, [321 
deren Transformationen alle o0°? Richtungen dx, dy, dz des Punktes: 
„?o» Yor &0 durch eine projektive Gruppe transformieren. Es leuchtet! 
andererseits ein, daß die oo’ Richtungen dx, dy, dz des dem Punkte x,,. 
Yo, 2, zugeordneten invarianten Büschels: dz— y,de=0 durch eine‘ 
projektive Gruppe p transformiert werden. Hat diese letzte projektive: 
Gruppe drei wesentliche Parameter, so enthält das Büchel: dze— „dx = 0 
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keine invariante Richtung, und also ist die ursprüngliche Berührungs- 
transformationsgruppe der 2, x-Ebene irreduzibel. Enthält dagegen 
die projektive Gruppe y des Büschels: dz — y‚dxz = 0 weniger als drei 
wesentliche Parameter, so bleibt mindestens eine Richtung des Büschels 
in Ruhe; alsdann ist die gegebene Berührungstransformationsgruppe 
der z, x<-Ebene reduzibel. 


2. Ausgehend von diesen Betrachtungen gelang es mir schon 1874, 
alle irreduzibeln Berührungstransformationsgruppen der z, x-Ebene zu 
bestimmen.!) Eine derartige Gruppe enthält sechs, sieben oder zehn 
wesentliche Parameter. 

Im ersten Falle können die Veränderlichen derart gewählt werden, 
daß die charakteristischen Funktionen W der Gruppe die Form: 








(A) | l, x, y, a°, zy, y? | 
erhalten; die zugehörigen infinitesimalen Transformationen: 


p,g+tar, r, zgq+4ar, ap — yg, yp + 4y’r 


p=, 41-5 r- Zf) 





erzeugen eine zusammengesetzte Gruppe mit den beiden invarianten 
Untergruppen: r und: p,q + ar, r. 

Alle siebengliedrigen irreduzibeln Berührungstransformations- 
gruppen der 2,x-Ebene sind unter einander ‘ähnlich; nach passender 
 Koordinatenwahl erhalten die charakteristischen Funktionen einer solchen 

Gruppe die Form: 


(B) 1, t,yY, 2°, xy, ve 2 — z2y r 








Die entsprechenden infinitesimalen 'Transformationen: 
BD a+tarr,ag+zer, 2p —yq, yp + 3zY’r, @p + yq + 2zr [322 


erzeugen eine zusammengesetzte Gruppe, welche die Gruppe (A) als 
invariante Untergruppe enthält. 

Die zehngliedrigen irreduzibeln Berührungstransformationsgruppen 
_ der 2,x-Ebene sind ebenfalls unter einander ähnlich; ihre charakteristischen 
Funktionen können die Form: 





(©) I, I, %, 2% ıy, Yp, 2.0, 
(2 — 32Y), yla—z32Y), (2-52) 











erhalten. 





1) Göttinger Nachrichten, Dezember 1874; Archiv for Mathematik, Christiania 
1878 und 1879 [d. Ausg. Bd. V, Abh. I, V, VI). 
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Die infinitesimalen Transformationen dieser Berührungstransfor- 
mationsgruppe besitzen die Form: 


p,ga+ar,r, aq+4@r, 2p —yg, yp + sy’r, ap + yq + 2er, 
 @-a)p—yya—zayr, zeptaeq+zer, 
(zer year Nr. 

Wünscht man, alle invarianten Untergruppen dieser Gruppe zu 
finden, so kombiniert man die allgemeine infinitesimale Transformation 
der zehngliedrigen Gruppe (C) der Reihe nach mit den infinitesimalen 
Transformationen: 

p,r,grer 
und erkennt hierdurch, daß jede invariante Untergruppe eine infinitesi- 
male Transformation von der Form (B), ja sogar eine infinitesimale 
Transformation von der Form: | 


or op ya.) 


enthalten muß. Hieraus ergibt sich sogleich, daß die betreffende in- 
variante Untergruppe alle zehn infinitesimalen Transformationen (C) 
enthält, daß also die Gruppe (C) einfach ist. 


3. In den neuen Veränderlichen: 


erhalten die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (Ü) die Form: 


ag hr, ga + er, Tr, ta, ep —Yg, yP, ep +yg + 23T, 
3p —ylep+Yya+3ar), 39a + rlep +yga + 30), 3ep +yqg + 37); 


andererseits ist: [323 


dz — ydz=dy +xdy — Yar. 


Die Gruppe (C) ist also gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen pro- 
jektiven Gruppe eines linearen Linienkomplexes des dreifachen Raumes 
3,2,4.!) Daß diese zehngliedrige projektive Gruppe einfach ist, habe 
ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten hervorgehoben. 


II. 


4. Die im vorangehenden resumierten Untersuchungen dehnen 
sich ohne Schwierigkeit auf n Dimensionen aus.?) | 

Eine infinitesimale Berührungstransformation des Raumes 2, &,,..., X, 
besitzt, wenn: | 


dz— ydaı, — -— y,de, = 0 





1) Göttinger Nachrichten, Dezember 1874 [d. Ausg. Bd. V, Abh. I]. 
2) Archiv for Mathematik, Christiania 1879, S. 232 [d. Ausg. Bd. V, Abh. VI, 
S. 199]. | 
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gesetzt wird, die Form: 


oW 
en 


Öz -(- Wu a ty) 


3, (tg) 





sodaß: 
[wi] wi 


ihr allgemeines Symbol, W ihre charakteristische Funktion ist.. 

Die Größen 2, 2,,..., 2%, Y1» +» 9, sind Koordinaten eines Elements 
des Raumes 2,%,,...,%,; sie können aber auch als Punktkoordinaten 
eines (2n» + 1)-fach ausgedehnten Raumes gedeutet werden. Bei dieser 
letzten Auffassung ordnet die Pfaffsche Gleichung: dz — y,da, — 
— y„dx, = 0 jedem Punkte z, x, y ein Bündel von 00?*-! Richtungen: 
dz, dx, dy zu. Diese o0?”=! Richtungen bilden eine (2» — 1)-fach 
ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit, welche in der 2»-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit aller Richtungen dz, dx, dy durch den betreffenden 
Punkt enthalten ist. 

Betrachten wir nun eine beliebige Transformation: 


[wii w& 


des Raumes z, &,, y,, welche einen bestimmten Punkt 2°, x), y) in [324 
Ruhe läßt, so leuchtet ein, daß dieselbe die 2%-fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit aller Richtungen dz, d«,, dy, durch den Punkt 2°, a°, y! 
durch eine projektive Gruppe transformiert, bei welcher die (2n — 1)- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit: 


d2— yda, — — yYdx,=0 


in Ruhe bleibt. Es werden andererseits die 00°”! Richtungen dieser 
letzten Mannigfaltigkeit durch eine projektive Gruppe g transformiert, 
deren allgemeine Form sich leicht angeben läßt; hier genügt es, her- 
. vorzuheben, daß g keineswegs die allgemeine projektive Gruppe einer 
(2n — 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist. 

Betrachten wir andererseits eine beliebige endliche oder unendliche 
kontinuierliche Berührungstransformationsgruppe des Raumes z, &,, so 
erhalten wir ohne weiteres eine entsprechende Gruppe von Punkttrans- 
formationen des Raumes z, x,, y,. Diejenigen Transformationen dieser 
letzten Gruppe, welche einen beliebigen Punkt 2°, «°, y® allgemeiner 
Lage in Ruhe lassen, transformieren die Richtungen des invarianten 
Büschels: dz — yPda, — :-- — y,Pdx, = 0 durch eine gewisse projektive 
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Gruppe y, welche natürlich entweder mit g identisch ist oder ın g als 
Untergruppe enthalten ist. 

Besonders wichtig ist der Fall, daß » mit g identisch ist. Die 
entsprechenden Gruppen lassen sich leicht auf einfache kanonische 
Formen bringen. | 

Alle endlichen Berührungstransformationsgruppen des Raumes 
2, %y +, %,, für welche die beiden Gruppen y und g übereinstimmen, 
können durch passende Koordinatenwahl auf drei kanonische Formen 
gebracht werden: 

Als charakteristische Funktionen der ersten kanonischen Form 
lassen sich die Größen: 





Gern #2 —l sen) 


(A) 1 T%, Yı» I;%,, Yan Y;Y, 











wählen. Die zugehörigen infinitesimalen Transformationen haben die 
Form: 
2, Grün, r 
T;q, E Tg; F T,%,r, IP, zn Y,J; Y;P, + Y.Pp; z Y,Y,YT; 


un HE Of 
da, Po du, Io Pe 


wo: 
[325 


gesetzt ist. Diese Gruppe ist irreduzibel und zusammengesetzt. 
Als charakteristische Funktionen der zweiten kanonischen Form 
lassen sich die Größen: 





B) 1,0, yo Su Ey Ya BI + +29) 








wählen; unter den zugehörigen infinitesimalen Transformationen genügt 
es, die letzte, nämlich: 


I, Pı rs XD. + Yıfı 2 230. 2zr 


hinzuschreiben. Diese Gruppe ist zusammengesetzt und irreduzibel. 
Ihre invarianten Untergruppen lassen sich leicht angeben. 

Endlich können als charakteristische Funktionen der dritten ka- 
nonischen Form die Größen: 





2 1, 2, Yu 0%, Ye Yyar 2 — 328,4, 
2,(2 ER zat,y,), Yy,(2 a ;27,Y,), (2 a Day) 











gewählt werden. Diese Gruppe ist einfach und irreduzibel. 
Für n=1 ist diese Gruppe isomorph mit der projektiven Gruppe 
einer Fläche zweiten Grades eines vierfach ausgedehnten Raumes. 
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n+ 


5. Hiermit kennen wir drei wesentlich verschiedene Kategorien 
von einfachen Gruppen, unter denen jede Kategorie unendlich viele 
Zusammensetzungen liefert. 

1. Die allgemeine projektive Gruppe eines »n-fach ausgedehnten 
Raumes. ; 

2. Die allgemeine kontinuierliche projektive Gruppe einer Fläche 
zweiten Grades mit nichtverschwindender Determinante. 

3. Die allgemeine projektive Gruppe der Gleichung: 


0=-d+rudy, -Yyarzt +1, —YAr,- 


Diese letzte Gruppe geht aus der früher betrachteten ein- [326 
fachen Berührungstransformationsgruppe (C’) durch die Substitution: 
= 97 322,Y, ee I ee Tr 

hervor. 
Bei den Berührungstransformationsgruppen (A”), (B’), (C”) bleibt 
die Flächenschar: 
2=a+ 202,4 20,%,% 


u ı % 


invariant. Dieselbe ist die kleinste invariante Schar von Element-M,. 
Die $+(nn + 3n + 2) Parameter dieser Schar werden durch eine iso- 
‘ morphe Gruppe transformiert, welche für n=1 mit der konformen 
Gruppe des dreifachen Raumes ähnlich ist. | 


III. 


6. Herr Poincare bemerkte 1884 in den Comptes rendus, daß 
das Problem, alle Systeme von komplexen Zahlen zu finden, darauf 
hinauskommt, alle (transitiven) linearen homogenen Transformations- 
gruppen: | 

ul: PRT 7 a 


zu bestimmen, deren Koeffizienten a, lineare homogene Funktionen 
von n Parametern sind. 
Unter den infinitesimalen Transformationen einer solchen Gruppe 
befindet sich immer: 
120 U ee 77 27 


dazu kommen n — 1 weitere, welche der speziellen linearen homogenen 
Gruppe angehören und eine (n— 1)-gliedrige Untergruppe @,_, erzeugen. 

Ich wünsche, die Aufmerksamkeit auf alle Systeme von kom- 
plexen Zahlen zu richten, für welche die Gruppe @,_, einfach 
ist; unter ihnen befindet sich das Hamiltonsche Quaternionensystem. 
‘Für n=5, 6, 7, 8 gibt es nach meinen älteren Untersuchungen kein 
derartiges Zahlensystem. 
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Indem man Poincares oben zitierten Satz mit meiner Theorie 
der Transformationsgruppen verbindet, erkennt man leicht, daß das 
Problem, alle komplexen Zahlensysteme zu finden, darauf hinauskommt, 
alle linearen homogenen Gruppen in n Veränderlichen &,,...,, [327 
und mit » Parametern zu finden, deren infinitesimale Transfor- 
mationen: 


8,1 Pı roten K=1,...,n 
und endliche Transformationen: 
tet 


dieselbe Form besitzen. Diese praktisch wichtige, wenn auch theo- 
retisch einfache Bemerkung gehört, wenn ich nicht irre, mir. 


IX. 


Neuer Beweis des zweiten Fundamentalsatzes 1453 
in der Theorie der Transformationsgruppen. 


Leipz. Ber. 1890, Heft IV, abgeliefert 12. 3. 1891, S. 453477. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 1. 12. 1890. 


Der Satz, daß r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen X,f,..., X,f dann und nur dann eine r-gliedrige Gruppe 
erzeugen, wenn alle Xf paarweise Relationen von der Form: 

(X,X,) = Zen df 

erfüllen, in denen die c,,, Konstanten sind, ist bekanntlich der wich- 
tigste Satz in meiner Theorie der Transformationsgruppen. Leider ist 
es jedoch schwierig, einen auf einmal kurzen, einfachen und durch- 
sichtigen Beweis für diesen grundlegenden Satz zu finden. Da es 
nun aber für die Verbreitung der Theorie der Transformationsgruppen 
sehr förderlich sein wird, wenn für diesen Satz eine klare, ich möchte 
sagen, völlig einleuchtende Begründung gegeben werden kann, so habe 
‘ich wiederholt versucht, möglichst einfache Beweise des Satzes zu kon- 
struieren. Soweit ich es beurteilen kann, sind meine Bestrebungen nicht 
ohne Erfolg geblieben. 

Ausdrücklich hebe ich hervor, daß ich nicht danach gestrebt habe, 
diese Theorie in so knapper Form wie möglich darzustellen. Während 
in den Paragraphen 1 und 2 zusammen eine wesentlich analytische Be- 
gründung meines Theorems entwickelt wird, gibt $ 3 eine bemerkens- 
werte synthetische Beweisführung für dasselbe, die von den Betrach- 
tungen der $$ 1, 2 unabhängig ist. 

Auch will ich bemerken, daß $ 2 nicht die Kenntnis des $ 1 vor- 
aussetzt. Leser, die nicht daran gewöhnt sind, mit dem Begriff eines [454 
n-fach ausgedehnten Raumes zu operieren, wie dies in $$S 1 und 3 ge- 
schieht, beschränken sich vielleicht am besten auf $ 2 oder fangen 
jedenfalls am besten mit diesem Paragraphen an. Dagegen dürfte der 
S$S 3 solche Leser am meisten befriedigen, welche an synthetische Be- 
trachtungen gewöhnt sind. 
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1. Wie bekannt, erzeugt eine Schar von r von einander unabhängigen 
infinitesimalen Transformationen X,f,..., X,f, wo: 


X,/[= > En u (k=1,2,...,r) 


ist, 00” endliche Transformationen. Jede infinitesimale Transformation: 
Af=aXkfteKft+e,A,f 


nämlich, in der &,,...,e, Konstanten sind, erzeugt eine eingliedrige 
Gruppe, deren endliche Gleichungen die Form haben: 


y=%,+ 4%+ — AA2,+: (=1,2,...,n), 
oder ausführlich geschrieben: 
r 12: 
y=%+ >r0,X,0, + nn > e e,X;, X; +: ae 
1 k,j 


Da e,...,e, willkürlich sind, so stellen diese Gleichungen gerade 00” 
Transformationen dar. Die Frage, welche nachstehend beantwortet 
werden soll, ist die nach einem notwendigen und hinreichenden Kri- 
terium dafür, daß sie eine r-gliedrige Gruppe bilden. 

Noch eines sei vorausgeschickt: Bezeichnen wir unsere 00’ Trans- 
formationen symbolisch mit 7, respektive 7, oder 7',..., so können 
wir sagen, daß sie dann und nur dann eine Gruppe bilden, wenn jede 
Transformation 7, T, (Aufeinanderfolge von 7’, und 7,,) selbst eine Trans- 
formation 7, ist. Beachten wir, daß sich unter den 7 auch die [455 
identische Transformation befindet, und daß demnach die Schar der 
T,T, in jedem Fall die der 7',,... umfaßt, so können wir die Defi- 
nition der Gruppe so fassen: | 


Eine Schar von ©” Transformationen T_,... bildet dann und nur 
dann eine Gruppe, wenn auch alle Transformationen T,T, nur von r 
wesentlichen Parametern abhängen. 


Denn alsdann müssen sie sich auf die 7 selbst, die schon eine 
Schar von 00” Transformationen bilden, reduzieren. 

Diese Definition zu Grunde zu legen, wird sich in $ 3 als zweck- 
mäßig erweisen. 


ae 


2. Zunächst werden wir einige partikuläre, aber doch bemerkens- 
werte Resultate ableiten. 

Liegen r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen: 
X,f,-...,X,f ın n Veränderlichen &,,...,x, vor, und deutet man die 
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Veränderlichen als Punktkoordinaten in einem n-fach ausgedehnten 
Raume, so erteilen die endlichen Transformationen: 


(di) R =1+ >: ER, +... (k =1,2,...n) 
ı 


einem bestimmt gewählten Punkte (x,,...,x,) unendlich viele Lagen, 
deren Inbegriff eine kontinuierliche, etwa o-fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit bildet. Wir wollen nun zunächst die Dimensionenzahl o der 
so erzeugten Mannigfaltigkeit bestimmen. 

Man bemerke, daß, wenn zwei infinitesimale Transformationen X,f 
und X,f den Punkt (z,,...,%,) in Ruhe lassen, dann dasselbe für jede 
infinitesimale Transformation: Const. X,f + Const. X,f gilt. Da es 
unter den vorgelegten infinitesimalen Transformationen: , X,f +: 
+ e,X,f im allgemeinen auch solche geben wird, welche den Punkt 
(&,.- ., %,) Invarlant lassen, so können wir also ohne wesentliche Be- 
schränkung der Allgemeinheit annehmen, die X, seien so gewählt, 
daß etwa X,,,f,..., X,f den betrachteten Punkt (z,,...,x,) in Ruhe 
lassen, während dies mit keiner infinitesimalen Transformation: e, X,f 
++ e,X,f der Fall ist. Alsdann sind alle: 


X, +1 X 43% AR, (k=1,9,...,n) 


gleich Null, und daher (vgl. die Fußnote, S. 463 [hier S. 275]) [456 
werden alle Lagen (z,,...,x,), welche der bestimmt gewählte Punkt 
(2),-..,%,) annehmen kann, durch die Gleichungen: 


q 
(2) =%+ >: e,X,0, +: - (k=1,2,...,n) 
1 . 


gegeben, in denen die Summationen sich nur noch über die q ersten 
X, erstrecken. Die Gleichungen enthalten nur noch q willkürlich zu 
wählende Konstanten e,,...,e,, und demnach kann unser Punkt (x,,...,%,), 
von dem wir voraussetzten, daß er gerade r— g von einander unab- 
hängige infinitesimale Transformationen aus der Schar der: 8 X,f+:-- 
+e,X,f gestatte, jedenfalls nicht mehr als 00? Lagen annehmen, wenn 
auf ihn alle endlichen Transformationen: e X,f+:-: + e,X,f ausgeübt 
werden. 

Daß der Punkt (&,,..., x,) aber auch nicht weniger als 00? Lagen 
erhält, folgt aus dem Nichtverschwinden einer Funktionaldeterminante; 
denn wenn etwa: 


in? 
0%, 
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ist, so können nicht alle Determinanten der Matrix: 
Sir 2 9° Ein 
Er Eos +++ dom 
| . . Re . 
| Eu Eos ++ Eon 
verschwinden, weil sonst gegen die Voraussetzung eine infinitesimale 
Transformation: 5 X,f+:::+ e,X,f existierte, welche den Punkt 
(&,...,2,) Invariant ließe. Wir können daher annehmen, dab etwa 


| 


die Determinante: 


(3) Pol .E EB PEREETT 


für unseren Punkt (z,,...,x2,) nicht verschwindet. 
Nun aber geht die Funktionaldeterminante: 








dan 00% 


der g ersten Gleichungen (2) bei der Substitution:  =0,...,e, = [457 
gerade in die Determinante (3) über, das heißt, die Funktionaldetermi- 
nante ist für den Punkt (x,,...,x%,) sicher nicht identisch Null für 
alle Werte von e,,...,e,. Die g ersten Gleichungen (2) sind folglich 
von einander unabhängig hinsichtlich e,,..:,e,, das heißt, es ist die 
Dimensionenzahl g = q, und unsere Gleichungen lassen sich nach &,,...,e, 
auflösen. Durch Substitution dieser Auflösungen in die n — q letzten 
Gleichungen (2) ergeben sich alsdann gerade n — gRelationen zwischen 
2 Ds Ds Do, welehe ber gegebenen w,..., 2, Je Lach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit der transformierten Punkte (X,,..., X,) 
darstellen. 

Unsere Voraussetzung, daß der betrachtete Punkt (X, ...., &,) 
von den infinitesimalen Transformationen: , X,f-+-:-+ e,X,f gerade 
nur r— q von einander unabhängige gestattet, läßt sich auch so aus- 
sprechen: Die infinitesimalen Transformationen eg, X,f+:'-+eX,f 
erteilen dem Punkte (z,,..., z,) gerade q von einander unabhängige 


Fortschreitungsrichtungen. Demnach hat sich ergeben: 

Satz 1. Ein bestimmter Punkt (x,,...,%,), welchem die infinitesi- 
malen Transformationen: e, X,f +:::+ e,X,f gerade q von einander un- 
abhängige Fortschreitungsrichtungen zuerteilen, erhält durch Ausführung 
aller von ihnen erzeugten endlichen Transformationen gerade 00° Lagen. 

Verstehen wir nunmehr unter (&,,..., x,) einen Punkt allgemeiner 
Lage, so werden wir den Satz so aussprechen können: 

‚ Satz 2. Wenn unter den Gleichungen: X,f=0,..., X,f = 0 gerade 
q von einander unabhängige vorhanden sind, so erteilen die von den infini- 


. 
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tesimalen Transformationen: e X,f + :::+ e,X,f erzeugten endlichen 
Transformationen jedem Punkte (&,,..., 2,) allgemeiner Lage insgesamt 
gerade 0? Lagen. 


3. Jedem Punkte (&,,...,x,) von allgemeiner Lage ordnen also 
die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen X,f,..., X,f eine 
gewisse g-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, zu. Nehmen wir in 
der Mannigfaltigkeit M,, die einem Punkte p zugehört, einen Punkt p’ 
von allgemeiner Lage an, so wird im allgemeinen die dem Punkte p’ 
zugeordnete Mannigfaltigkeit M/ sich nicht mit der früheren M, decken. 
Es ist aber doch der Fall denkbar, daß allen Punkten einer solchen 
Mannigfaltigkeit M, eben diese M, zugeordnet ist, mit anderen Worten, 
daß der Raum durch unsere Zuordnung in nur 00”"?g-fach ausgedehnte [458 
Mannigfaltigkeiten M, derart zerlegt wird, daß ein beliebiger Punkt p 
einer derselben bei Ausführung aller 00” endlichen Transformationen: 
e X,f+:::+e,X,f stets in ihr verbleibt. 

Wir werden zeigen, daß dies insbesondere stets eintritt, wenn 
X,f,-.., X,f eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, und dabei unter den 
Gleichungen: X,f=(,..., X,f= 0 gerade g von einander unabhängige 
vorhanden sind. 

Es ist dies sehr leicht einzusehen: Sind nämlich 7,,... die end- 
lichen Transformationen der von X,f,..., X,f erzeugten Gruppe, so ist 
wegen der Gruppeneigenschaft jede Aufeinanderfolge 7,T, einer Trans- 
formation 7, der Gruppe äquivalent, also: 


TI,» I. 
Bezeichnet p einen Punkt allgemeiner‘ Lage, so ist daher auch 


DR A (T,. 


Deuten wir dies geometrisch. Die Transformationen 7 führen den 
Punkt p in alle Lagen (p)7 über, welche in der dem Punkte p zu- 
geordneten Mannigfaltigkeit M, gelegen sind. Demnach ist (p)T, irgend 
ein Punkt p' dieser M,, auch (p)T, gehört ihr an, und wir schließen 
aus der letzten Gleichung, daß: | 


(P) T, Bu DT, 


ist, das heißt, die Punkte (p’)7,, in welche der Punkt p’ der Mannig- 
faltigkeit M, von allen Transformationen der Gruppe übergeführt 
wird, liegen sämtlich ebenfalls in dieser Mannigfaltigkeit M,, mit an- 
dern Worten: Jedem Punkte p’ von M, ist eben diese M, zugeordnet. 

Wir können dies Ergebnis noch etwas anders formulieren. Be- 
trachten wir nämlich die einem Punkte p von allgemeiner Lage zuge- 
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ordnete Mannigfaltigkeit M, als Ganzes, so ergibt sich, daß sie bei 
allen Transformationen der Gruppe in sich übergeführt wird, also in- 
variant bleibt. 


4. Die bei der Gruppe vorhandenen 00”? g-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten stellen demnach eine bei der Gruppe invariante Zer- 
legung des Raumes dar. Analytisch wird dieselbe definiert durch n —gq 
von einander unabhängige Gleichungen: 


a [459 


Pallır 2) = Mb, 


9-0; a) %,) a Ang? 


in denen q4,,4,...,qa,_, willkürliche Konstanten bedeuten. Wählt 
man diese Konstanten in bestimmter Weise, so stellen die Gleichungen 
eine jener M, dar. 

Daß alle diese M, bei allen Transformationen der Gruppe in- 
variant bleiben sollen, kommt analytisch darauf hinaus, daß alle Aus- 
drücke: 

a‘, 9, + &X,9P, Fer e,X,P; (=132,...,n-9) 


für alle Werte von e,,...,e, identisch verschwinden müssen, oder was 
dasselbe aussagt, daß jedes: 
N 


kels:..r, Je13...,n=90) 
sein muß. Die r linearen partiellen Differentialgleichungen: 
Se Ne 


von denen nach Voraussetzung nur q von einander unabhängig sind, 
und welche » unabhängige Veränderliche &,,..., x, enthalten, besitzen 
demnach notwendig die » — q von einander unabhängigen Lösungen: 


P1, Pay: P,_., das heißt, sie bilden ein g-gliedriges vollstän- 
diges System. 


Hiermit haben wir gefunden: 


Satz 3. Erzeugen r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen Xıf,..., X,f in n Veränderlichen &,,..., x, eine r-glied- 
rige Gruppe, so bilden die unter den Gleichungen: X,f=0,..., X,f= 0 
vorhandenen, von einander unabhängigen Differentialgleichungen — deren 
Anzahl etwa q ist — ein q-gliedriges vollständiges System. 


Ein vollständiges System bilden die Gleichungen: X,f= 0 aber 
dann und nur dann, wenn die Gleichungen: (X,X,) = 0 Folgen der- 
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selben sind, das heißt, wenn jedes (X,X,) sich linear durch die Xf 
ausdrücken läßt: 


KR) = Dylan): Xıf [460 
a 


Daher sagen wir: 


Satz 4. Erzeugen r von einander unabhängige reale Trans- 
formationen X,f,..., X,f in n Veränderlichen x,,...,&, eine r-gliedrige 
Gruppe, so erfüllen alle X,f paarweise Relationen von der Form: 


(X,X,) =» Pk, Be AT 
1 


5. Im folgenden benutzen wir die Sätze 3 und 4 nur für den ein- 
 fachen Fallg=r. Indem wir sie für diesen Fall als erwiesen be- 
trachten, gelingt es uns leicht, nachzuweisen, nicht allein, daß sie auch 
im Falle g<r gelten, sondern zugleich, daß die Koeffizienten p,,, als 
Konstanten gewählt werden können. 

Um dies zu erreichen, fassen wir nicht allein einen Punkt: 
(&, +, %,), sondern den ee von r +1 beliebigen Punkten: (x), 
(22),..., (@7 +), sagen wir kurz ein (r + 1)-Eck, ins Auge. Eine be- 
liebige Gruppe, deren endliche Gleichungen so lauten mögen: 


(3*) = f;(&,, ey Eye e,) (=1,2,...,n) 


0.7... die on und .Y,...,%, die transformierten 
Veränderlichen bedeuten, führt jeden der Punkte (z!),..., («*!) in 
unendlich viele Lagen über und. demnach auch das (r +1)-Eck 
(z!,...,x7+!) in unendlich viele neue Lagen. Diese Lagen (y},...,y7 +!) 
des (r + 1)-Ecks bestimmen sich durch die (r + 1)n Gleichungen: 


(4) [% au HESTERBEE Eyes Era ers, ee Zr ae 
DIN): 

Sie enthalten (r + 1)» ursprüngliche Koordinaten: x, ..., #l;...; 

artl,..., 25+" und (r +1)» transformierte Koordinaten: yl,..., yl; 


an... lern Die 2.2.,@ ‚werden hur sich 1n-016.9,,....1,, 
übergeführt, die z?,..., x? für sich in die y?,...,y?, und so weiter, 
und deshalb ist es offenbar, daß die Gleichungen (4) ebenso wie die 
Gleichungen (3*) eine r-gliedrige Gruppe, allerdings in (r + 1)n Ver- 
änderlichen, darstellen. 

Da die: [461 


- [) 
Xf= Dia .. a De 
1 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 18 
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r unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe (3°) sind, so 
hat die Gruppe (4) entsprechend die r unabhängigen infinitesimalen 
Transformationen: 


A a öf 
3 ae Dat . Due, Rn) ur 
1 





S) of 

} 1 

5 — [} er SR) Vo dar+ı (k=1,2,...,r), 
1 N 

oder kurz geschrieben: 


Uf=XNf/+Xf++N'f R=1,2,..,n). 


Hierin sollen natürlich die Indizes 1,2,...,r +1 andeuten, daß als 
Veränderliche statt der x, die z!, die #°,..., die z7+! zu be- 
nutzen sind. 

Die Sätze 3 und 4 gelten nun für jede r-gliedrige Gruppe, deren 
infinitesimale Transformationen keine lineare Relation erfüllen, also 
auch für unsere jetzige Gruppe (4), und demgemäß bilden die r Gleichungen: 


U/= X,f+ xXf+ mr Xtf- 0 (k—=1,2,...;,r) 


ein vollständiges System in den (r +1) Veränderlichen «!, x?,..., 
x”+», oder auch, es bestehen zwischen den U,f Relationen von der Form: 


(5) (0,0,) zen ine 


in denen die o,,, zunächst Funktionen der (r +1)r Veränderlichen 
sein werden. Nun aber ist offenbar: 


(TU)=-K X) + KR)+- + X Hxir),. 


In (5) treten also FLaneeE .. der links nur in(X, X, „) auf, und sonach [462 


muß insbesondere: 


0 X,) =»: ON 
1 


6 ang; (X, X,)=Dio,,X, Relhr) 
(6) k > k ’ 1 








er) Dax 
11 


sein. 
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Man kann nun diese r + 1 Gleichungssysteme (6) als Bestimmungs- 
gleichungen für die Funktionen w,,, auffassen. Nach einem bekannten 
Satze!) genügen schon die r ersten Systeme zur Bestimmung der o,,.- 
Da diese r ersten Systeme frei von x7+!,...,x,*+! sind, so enthalten 
infolgedessen die o,,, ebenfalls die x7”*! nicht. In derselben Weise 
kann man einsehen, daß die ®,,, auch die x” nicht enthalten, weil die 
r — 1 ersten Gleichungssysteme und das letzte zur Bestimmung der 
@;,, hinreichen, und so weiter. Kurz man findet, daß die o,,, frei von 
allen x}, x?,...,a27*1, das heißt, nur Konstanten sind: 

9; = Gr 


Folglich bestehen zwischen den X,f die Relationen: 


(X, X,) = Dou,Xf, 
1 


in denen die c,,, Konstanten sind. 
Also hat sich ergeben: 


Theoreml. Erzeugen r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen X,f, .. :, X,f in n Veränderlichen eine r-gliedrige Gruppe, so 
erfüllen die X f paarweise Relationen von der Form: 


r [463 


(X,X)= No. Kr nK=1,2,...,7), 


1 
in denen die c,,, Konstanten sind.?) 


8.2. 

6. In diesem Paragraphen geben wir einen Beweis für die Um- 
kehrung des Theorems 1. Wir zeigen also, daß r von einander unab- 
hängige infinitesimale Transformationen X,f,..., X,f, welche paar- 
weise Relationen von der Form: 


r 


802.8 = >: ED. (ps = Const.;5,k=1,2,...,r) 


1 


erfüllen, eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. 





1) Theorie der Transformationsgruppen, [Band I], Leipzig 1888, S. 65, Z.1 
bis 3 oben. 

2) Während des Druckes bemerke ich, daß es zweckmäßig ist, die Entwicke- 
lungen der Seiten 455 (unten) — 460 (oben) [hier $. 269, Z 8—273, 2.8] auf den 
einfachen Fall: 9—=r zu beschränken. Hierdurch werden die Betrachtungen, welche 
zu den allerdings auch im Falle g<“r gültigen Sätzen 3 und 4 führen, nicht allein 
wesentlich einfacher, sondern sogar an einer Stelle (S. 456 oben [hier S. 269, 2. 19 
v.o. bis 5 v. u.]) strenger. 

Die Sätze 3 und 4 werden in der vorliegenden Note nur für den Fallg=r 
angewandt. 

18* 
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Der Beweis, den wir hier entwickeln werden, ist von bedeutendem 
methodischen Interesse. Er ist absichtlich rein analytisch gehalten. 
Man kann ihn aber durch Verwertung synthetischer Betrachtungen 
schneller ableiten (vgl. $ 5). 

Wir finden es zweckmäßig, dem allgemeinen Beweis die Betrach- 
tung zweier einfacher Fälle voranzuschicken. 

7. Nehmen wir also zunächst an, daß uns r von einander unab- 
hängige infinitesimale Transformationen X,f vorgelegt seien, und zwar 
in gerade r Veränderlichen x,,...,&,. Zwischen den X bestehen ferner, 
so setzen wir voraus, die Relationen: 


Li 


(1) OO DI en 


it 


in denen die c,,, Konstanten bedeuten, und überdies sollen im [464 
jetzigen Falle die r Gleichungen: 


wo re 


von einander unabhängig sein, das heißt, es soll zwischen den X keine 
Relation von der Form: Ip,(&,,..-,%,)X,f = 0 identisch bestehen. 

Unter diesen Voraussetzungen denken wir uns die Xf außer in 
den &,,...,%, noch in den Veränderlichen x, ...., x; geschrieben, sodaß, 
wenn: | 


I d 
Xf= DE. er _ 
1 . ° 


ist, auch die: 
‚ 1 ‚ n 0 
Kr Daun. .D 
1 ° 
gebildet werden. Die r Gleichungen: 
(2) Xf+X,f=0 (k=1,2,...,r) 


sind alsdann von einander unabhängig und stellen, da nach (1) auch 


jeder Klammerausdruck: 


KXKf KFHrLNER KHK, = ou, (X, f+ X,r)4 


ist, ein »-gliedriges vollständiges System in 2r Veränderlichen &,,..., &,, 


74 


7 . .. . .. 
X], ..., 2, dar, welches gerade r von einander unabhängige Lösungen: 


Re Gelh..ond 
besitzt. 








re u u BE ET TE Zr RETTEN EL A FRE I N EA NE BES DEN EEE 1 EEE TE A 


$ 2; Nr. 6,7. Folgerungen aus den Gl.: (X,X,)= Ze,,,X,f | 


Die Lösungen 2, sind„Invarianten gegenüber den infinitesimalen 
Transformationen: X,f+ X, f in 2,::.,2%,, 8, ---,2,, also auch In- 
varıanten gegenüber jeder endlichen Transformation der von einer in- 
finitesimalen Transformation: 


eL/+&iNt+taKf+ Xf)+t. + BIZFEEN N) 


erzeugten eingliedrigen Gruppe. 
Wenn nun: [465 
(3) a A LT, Ey e,) =12%...,r) 


die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation: 
Ze,X,f erzeugten eingliedrigen Gruppe sind, so enthalten dieselben 
r Konstanten e,,...,e, und sind nach e,,..., e, auflösbar. Hieraus folgt, 
daß es immer eine und nur eine Transformation: y,;= f;(x, e) gibt, 


welche einen beliebig gewählten Punkt x’ in einen andern beliebig ge- 


wählten Punkt y' überführt. Lassen wir dabei die x’ beliebig variieren 
und erteilen den y die Werte: „= f(x’, e), so erhalten wir immer die- 
selben Werte für die e, dementsprechend immer dieselbe Transformation: 


ya, e). 
Offenbar sind jetzt: 


) ne ana) heine .e) 


=) 


die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen Transformation: 
Ze(X,f+X,f) erzeugten eingliedrigen Gruppe. Da die Lösungen 2, 
Invarianten gegenüber dieser Gruppe sind, so ist vermöge (4) identisch: 


8) 2a, 7 ne I x,) es 2,  Yrn Yı; eZ, y,) a. 


oder also, es ist: 


Er. 52,020 0,020, 10,0,50,09,:,1.0,0) 


W255 7)5 


wo rechts die Argumente: x&,,...,%,, &, 2, & ..., e, nur angedeutet 
sind. 
Die Gleichungen (5) wollen wir jetzt anders auffassen: wir wollen 
unter &%,,...,%,, Y,---, Y, willkürliche Konstanten, Parameter, verstehen. 
Alsdann stellen die Gleichungen (5) unendlich viele Transformationen 
der z,,...,2, in die y,,...,y, dar. Da unsere Gleichungen 2r [466 
Parameter enthalten: x,,...,%,, Y, -.-, Y,, 50 liegt es nahe, zu vermuten, 
daß sie 00?” verschiedene Transformationen darstellen. Dies ist indes 
nicht der Fall. Wir werden sehen, daß sie nur 00” Transformationen 
und zwar gerade die Transformationen: y,= f;(&,, -.-, £,, €). -, e,) liefern. 
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Man führe in der Tat, wie gestattet, statt der Parameter x, y’ die 
neuen Parameter x’, e, ein. Unsere Transformationsgleichungen erhalten 
hierdurch die Form: 


N an) Ya In ART 9 Fre, 9) 
Geh...,n. 
Dieselben werden identisch erfüllt durch die Substitution: y, = f},(&, e), 
_ und also sind die Gleichungen (5”), sowie die äquivalenten Gleichungen (5) 
mit den Gleichungen: y,= f,(x, e) äquivalent. Hierin liegt, daß die Glei- 
chungen (5’) absolut ungeändert bleiben, wenn die Werte der x” be- 
liebig geändert werden. 

Jetzt erkennen wir leicht, daß die Gleichungen (5) eine Gruppe 
bestimmen. Führen wir nämlich nach einander die Transformationen: 
ala Br 0) = Yan Ur Yan + 9) 

und: 


2, Ir Br) Aldıy er Bpr Yan sr 9) 
aus, so können wir in den letzten Gleichungen ohne Beschränkung an- 
nehmen, daß die x/—=y, sind. Daher kommt: 


2,12, eg Kun, Ln ...;: 2.) —— 2,2, eig 2,3 Y,; ER] Yy,) (j=l...hr), 
womit unsere Behauptung erwiesen ist. 


Satz 5. Erfüllen r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen X, f,..-, X,f in r Veränderlichen x,,..., x, paarweise Rela- 
tionen von der Form: 


7: 


(X) = Drau Kf (,k=1,2,...,7), 
1 
in denen die c,,, Konstanten sind, und besteht überdies keine Relation: [467 
Zgpla,:.,%,)X,f=0, so bestimmen die endlichen Transformationen 
aller eingliedrigen Gruppen: e X,f+:::+e,X,f eine r-gliedrige Gruppe. 
8. Setzen wir jetzt, um einen zweiten, etwas allgemeineren Fall 
ins Auge zu fassen, voraus, daß wieder r von einander unabhängige 
infinitesimale Transformationen X,f,; ..., X,f gegeben seien, welche 
paarweise Relationen von der Form: 


P 


RR) Dex De 
1 


3 a Const.) 
erfüllen, daß aber die Zahl » der Veränderlichen «,,..., x, größer als r 


sei, und daß wie im obigen Falle auch jetzt keine Relation von der 
Form: 29,X,f=0 bestehe. 
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Bedeuten wiederum X/f,..., X,f die infinitesimalen Transformatio- 


nen X,f,..., X,f, aber geschrieben in n Veränderlichen &,,...,2,, so 
bilden die Gleichungen: | 
(6) X,f+Xf=0 R=1,2,...,r) 


ein r-gliedriges vollständiges System genau so wie oben. Aber jetzt 
ist die Zahl der vorkommenden Veränderlichen 2», und demnach besitzt 
dies System 2» — r von einander unabhängige Lösungen. 

Man bemerke nun, daß die r Gleichungen: X,f=(,...,X,f=0 
in %,-..,,%, für sich ein r-gliedriges System in » Veränderlichen bil- 
den und daher n — r von einander unabhängige Lösungen: 


lt ad Sal sr 2) 


besitzen. (Im obigen Falle war n—r—=(0.) Diese n— r Funktionen 
sind natürlich auch Lösungen des vollständigen Systems: 


X,f+Xrf=0 ; =1,2,...,n), 
das außerdem die na — r Lösungen: 
WERL TER 9 RR BRPLU BE N 
besitzt. Endlich gibt es noch 2n —r — 2(n—r)=r Lösungen: 
le a a En e [468 


die beide Arten von Veränderlichen x und x’ enthalten und zwar derart, 
daß die Vertauschung der x mit den x’ die 2 nicht ändert. Alle diese 
Lösungen: 


DR BCE AL A AA 


sind nun Invarianten gegenüber den infinitesimalen Transformationen: 
X,f+ X;f, also auch gegenüber jeder endlichen Transformation der 
von einer infinitesimalen Transformation: De,(X,f+ X,f) erzeugten 
eingliedrigen Gruppe. 

Wie oben, mögen auch hier die Gleichungen: 


(7) a ey. e,) (=1,2,...,n) 
die endlichen Gleichungen einer beliebigen eingliedrigen Gruppe: 


Ze, X,f sein. Alsdann sind: 


(8) ee li; a, In e, a; e,); y = ACE El? %,, 4, Ei, e,) 
2,7) 


die endlichen Gleichungen einer beliebigen eingliedrigen Gruppe: 
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Ze(X,f+X;f), und da die & und J Invarianten jeder solchen 
Gruppe sind, so ist vermöge (8) identisch: 


2,8, 0 Inn %, I %,) au 2,» Im Yyı» er Y,) en): 
(9) Il; 07 %) SE J,(Yı, s.. Yn); 
ie lg) (k=1,2,...,n-n). 


Diese 2» —r Gleichungen fassen wir nunmehr anders auf. Sie 
bestimmen %,,...,Y, als Funktionen von &,,...,x, und von 2n Para- 
metern &1,...,%,, Yıy---, Yn, welch letztere aber durch die a — r Glei- 
chungen: J,(x&) = J,(y) gebunden sind. Durch Variation der x, y’ 
unter Rücksicht auf die letzten » — r Gleichungen gehen also unend- 
lich viele Transformationen der x in die y hervor. 

Anscheinend enthält diese Schar von Transformationen [469 
2n — (n—r)=n+ r Parameter, aber in Wirklichkeit sind » derselben 
überzählig. | 

Um dies einzusehen, beachten wir, daß die Gleichungen (9) ver- 
möge der Substitution der Werte (8) der y und y' in Identitäten über- 
gehen. Insbesondere sind die Konstanten y,,...,y, durch die Konstan- 
ten 2,,:..,%,, &;...,e, ausdrückbar, so daß sich die Gleichungen (9) 
unserer Schar auf diese reduzieren: | 

2, Zr X, 0) = 2, 4 HE 9, na, ©) 
(9) Wehner 
RIED AU ER E (k=1,2,...,n=r). 


In dieser Form enthält die Schar anscheinend die an + r Parameter: 
%1y.:,%4,&y--,e,. Nun aber werden diese Gleichungen Identitäten, 
wenn auch für die y, ihre Werte (8) oder (7) in 2,,..,2. &--- €, 
gesetzt werden; das heißt, die Gleichungen (7) sind die Auflösungen der 
Gleichungen unserer Schar nach Y,,...,%,; die x’ kommen somit in 
(9) nur formal vor. Mithin stellen die Gleichungen (7) ebenfalls un- 
sere Schar dar. Sie ist r-gliedrig, denn diese Gleichungen enthalten 
gerade r wesentliche Parameter &,,...,e,. 

Da wir somit, gerade wie im vorigen Falle, erkennen, daß die 
Gleichungen (7) eine Gruppe bestimmen, so folgt der 


Satz 6. Erfüllen r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen X,f,..., X,f mn n>r Veränderlichen &,,...,x, paarweise 
Relationen von der Form: 


E 


(X,X,) = DrouXf R=l,2...n), 


1 


in denen die c,,, Konstanten sind, dagegen keine Relation von der Form: 
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29,(&,..,2%,)X,f=0, so bilden die endlichen Transformationen aller 
eingliedrigen Gruppen: e, X,f+::'+e,X,f eine r-gliedrige Gruppe. 

9. Schließlich kommen wir jetzt zum allgemeinsten Fall: Es seien 
r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen X, f, ..., X,f 
in n Veränderlichen &,,...,x, vorgelegt, welche paarweise Rela- [470 


tionen von der Form: 
% 


IX,X) = >: GA, WR — ie 2,22 re Const.) 


1 


erfüllen. Ob dieselben Relationen von der Form: Z29,X,f=0 erfüllen 
oder nicht, ist uns jetzt gleichgültig. 

Diese allgemeinste Annahme läßt sich nun auf den soeben be- 
trachteten besonderen Fall reduzieren. Zu diesem Zwecke schreiben wir 
die infinitesimalen Transformationen statt in &,,...,, in al,...,a!, 
ferner in &2,...,22,..., endlich in z7+!,...,27*1.. Bezeichnen wir die so 


erhaltenen infinitesimalen Transformationen mit X,f, X: X f, 
so bestehen zwischen den: 


DIET LIT FH FR Ff deu... 


wieder paarweise Relationen von der Form: 


Tr 


(U,T,) DALE UT: 
31 
Ferner ist die Zahl der Veränderlichen x}, x?,...,27*! gleich (r-+1)n, 
also > r, und außerdem besteht zwischen den U,f keine Relation von 
der Form: Zp,U,f=0, denn sie zerfiele in die r + 1 einzelnen For- 
derungen: 


ü 
>: 9, Xf= 0 (j=1,2,..,r+1), 
1 


von denen schon die r ersten zur Bestimmung der g, genügten, sodaß 
die @, frei von den z7+1,...,2,+!1 wären. Analog müßten die , frei 
von den &7,...,27, und so weiter, kurz nur Konstanten sein, was aus- 
geschlossen ist, weil X,f,..., X,f und demnach auch U, f,..., U,f von 
einander unabhängig sind. 

Die r infinitesimalen Transformationen U,f,..., U,fin(r +1)n>r 
Veranderlichen: =1,...,.21, 22,0%, ...,27t1,,...077! erfüllen 'also alle 
Voraussetzungen, die in Satz 6 an die infinitesimalen Transformationen [471 
gestellt waren. Mithin bilden die endlichen Transformationen aller ein- 
gliedrigen Gruppen: e, U,f +: + e,U,f eine r-gliedrige Gruppe. Diese 
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1 2% 2 + r+1 di ; nn 
hat, wenn yl,..„yl,yi +» Ym N 9 Um die transformierten Ver 
änderlichen und &,,...,e, die Parameter der Gruppe: bezeichnen, offen- 
bar, da bei den U,f die &),..,, x} nur von den #7,..,% abhängige 
Inkremente erfahren, die Form: 


(10) Y; cz f.(&; 0 En e, RZ e,); az U mr ne, ee) nn e, EorT, e,) 
Ge1,3..,M. 


Dabei sind die » ersten Gleichungen: 
2 I; 1 Se 
= f,(&,--, Lu» ey e,) A) 


die endlichen Gleichungen aller eingliedrigen Gruppen: e, DR f+ 
+ e,X,f oder also, wenn wir die oberen Indizes streichen, die n Glei- 


chungen: 
han En nr &) a 


die endlichen Gleichungen aller eingliedrigen Gruppen: 8 X,f+ + 
e,X,f. Sie stellen aber eine r-gliedrige Gruppe dar, weil die Glei- 
chungen (10) eine solche darstellen, und die @|,..., x: in (10) für sich 
in die yl,...,y! transformiert werden. 

Also sind wir zu dem allgemeinen Theorem gelangt: 


Theorem 2. Erfüllen r von einander unabhängige infinitesimale 
Transformatiomen X, f,...„ X,f in n Veränderlichen paarweise Relationen 
von der Form: 


T: 


(X, X.) = »2; C;ks Ar (i,k=1,2, ee rn); 


1 


in denen die c,,, Konstanten sind, so bilden die endlichen Transforma- 
tionen aller eingliedrigen Gruppen: eX,f+ + e,X,f eine r-gliedrige 
Gruppe. 
85. [472 
Es ist möglich, durch wesentlich synthetische Betrachtungen, welche 
sehr durchsichtig erscheinen, auf einmal die beiden Theoreme 1 und 2 
zu beweisen. Dies soll jetzt geschehen. 


10. Es seien vorgelegt alle oo” Transformationen 7,, ..., welche 
von r von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen X, f, 
.., X,f in n Veränderlichen #,,..., x, erzeugt werden. Wir suchen ein 
Kriterium dafür, daß sie eine Gruppe bilden. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die Transformationen 7, ,... 
auf ein m-Eck, das heißt, auf den Inbegriff von m Punkten: z1,..., #}; 
Be, 2° ausgeführt. Da jeder Punkt bei 7’, in einen’ 
neuen Punkt übergeht, so wird auch ein solches m-Eck von 7, in ganz 
bestimmter Weise transformiert, jedes m-Eck geht in ein m-Eck über. 
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Natürlich ist hier, wie in allem folgenden, immer nur von m-Eeken 
allgemeiner Lage ‚die Rede. 

Betrachten wir ein einzelnes m-Eck. Indem wir auf die m Punkte 
desselben alle 00” Transformationen der vorgelegten Schar von Trans- 
formationen ausüben, nimmt dasselbe sicher nicht mehr als o0” Lagen 
an. Nimmt es gerade oo? Lagen an, so ist also o<r. Wir werden 
erkennen, daß ein r-Eck immer gerade 00” Lagen annimmt. 

Zunächst werfen wir die Frage auf, was im besonderen geschlossen 
werden kann, wenn ein g-Eck und ein (g-+1)-Eck allgemeiner Lage 
beide gleichviel, etwa 00% Lagen bei Ausführung aller Transformationen 
T, annehmen, wo, wie bewiesen, e<r ist. 
| Denken wir uns ein g-Eck, bestehend aus den q Punkten: p,, Ps, 
2,9, veimöge T, in die Lage: ?,, ?,, ..., D, übergeführt. Da das 
q-Eck insgesamt 00° Lagen annehmen kann, so wird es jedesmal von 
00”=% Transformationen 7 in dieselbe Lage gebracht. Es gibt dem- 
nach 00””? Transformationen aus der Schar, welche das g-Eck: p,, ..., p, 
in die Lage: 9,, ..., ?, überführen. Nun fügen wir zu den q Punkten: 
P1, „2, einen Punkt p,,, allgemeiner Lage hinzu. Der Inbegriff der 
q +1 Punkte: p,, 2%, -- P,41 Ist ein (g+1)-Eck und dies wird — da 
es im ganzen auch oo? Lagen annehmen soll — ebenfalls durch 00”? 
Transformationen 7, in dasselbe (q + 1)-Eck verwandelt, dessen g erste 
Ecken: P,,..., 2, sind, während die letzte 9,,, sei. Also folgt: [473 
Die 00””% Transformationen, die 2,,...,p, nach ?,,..., P, bringen, 
führen einen Punkt p,,, allgemeiner Lage bei den gemachten Voraus- 
setzungen sämtlich in nur einen ganz bestimmten Punkt ?,,, über. 
Diese o0””% Transformationen müssen sich also auf nur eine reduzieren, 
das heißt, es ist e=r, mit andern Worten: 


Satz 7. Erteilt eine Schar von 00" Transformationen einem q- Eck 
und einem (q +1)-Eck allgemeiner Lage gleichviele, und zwar 0% ver- 
schiedene Lagen, so ist oe =Y. 


11. Dies Ergebnis wenden wir in dieser Weise an: Ein Punkt all- 
gemeiner Lage, das heißt, ein 1-Eck, erhält bei unserer Schar natürlich 
mindestens oo! Lagen. Ein 2-Eck muß mindestens oo? Lagen annehmen, 
sobald r >1 ist, denn andernfalls nähme das 2-Eck gerade oo! Lagen 
an und das 1-Eck natürlich nicht mehr, sondern eben so viele, und nach 
dem eben gefundenen Satz 7 müßte r=1 sein. Ein 3-Eck erhält min- 
destens oo® Lagen, sobald r >2 ist. Denn wir wissen, daß ein 2-Eck 
mindestens oo? Lagen annimmt. Erhielte nun das 3-Eck nur &o° Lagen, 
so wäre r—= 2, und so weiter. 

In dieser Weise erkennen wir, daß ein g-Eck, sobald nur qg<r ist, 
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bei den oo” Transformationen 7, ,... mindestens oo? Lagen annehmen 
muß. Andererseits wissen wir aber, daß es höchstens 00” Lagen erhält. 
Demnach muß es einen Wert m der Zahl q geben, der <r ist, sodaß 
ein m-Eck gerade 00” Lagen erhält. Alsdann erhält ein (m + 1)-Eck, 
und so weiter, eben so viele Lagen, also auch ein r-Eck. 

Also schließen wir: Unsere ©” Transformationen T, erteilen 
einem r-Eck gerade &’ Lagen, ebenso einem (r +1)-Eck. 


12. Wir fragen uns, wann die 00” Transformationen T7,,... eine 
r-gliedrige Gruppe bilden. 

Sie enthalten die identische Transformation, und daher kommt diese 
Frage nach dem in der Einleitung Bemerkten auf die Frage hinaus, 
wann die Schar aller Transformationen 7,7,, die durch sukzessive 
Ausführung je zweier 7 entstehen, von gerade r Parametern ab- 
hängt. 

Fassen wir zu dem Ende ein (r + 1)-Eck ins Auge und betrachten 
wir die Lagen, welche ihm von allen 'Transformationen 7,T, erteilt 
werden. Sind dies o0”*! oder noch mehr Lagen, so ist natürlich die 
Zahl der Parameter der Schar der 7,7, größer als r, und die 7, bilden 
keine Gruppe. Erteilen die 7’, 7, aber dem (r + 1)-Eck gerade 00” Lagen 
(weniger können es nicht sein), so erteilen sie auch einem r-Eck ge- 
rade 00” Lagen, denn ein r-Eck erhält ja auch schon bei den 7, [474 
selbst 0” Lagen Demnach erteilt die Schar der Transformationen 7 T, 
dem r-Eck und dem (r +1)-Eck gleich viele, nämlich 00” Lagen. 
Hierauf wenden wir Satz 7 an: An Stelle der 7, sind die 7, 7,, an 
Stelle von qg und o ist r getreten. Also folgt: Es müssen gerade auch 
00” Transformationen 7,7, vorhanden sein, das heißt, die 00” Trans- 
formationen 7, bilden eine r-gliedrige Gruppe. 

Wir bemerken, daß, wenn die 7,7, einem (r+1)-Eck nur 0” 
Lagen erteilen, dies Faktum auch anders ausgesprochen werden kann: 
Das (r +1)-Eck nimmt ja bei Ausführung der 7‘, selbst 00” Lagen an. 
Da es bei den 7,7, nicht mehr annimmt, so ist die Schar der &” 
(r +1)-Ecke, in die es bei den 7, übergeht, gegenüber jeder Trans- 
formation 7‘, invariant. Dies läßt sich auch umkehren, und somit er- 
gibt sich der 


Satz 8. Eine Schar von &” Transformationen T, bildet eine 
r-gliedrige Gruppe dann und nur dann, wenn alle (r +1)-Ecke sich auf 
Scharen von je ©” (r +1)-Ecken in solcher Weise verteilen, daß jede 
dieser Scharen für sich bei allen Transformationen T, invariant bleibt. 


Dies begriffliche Kriterium soll nun ins Analytische übertragen 
werden. 
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13. Seien also r von einander unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen: X,f, ..„ X,f in n Veränderlichen &,, ..., x, vorgelegt. 
Die endlichen Gleichungen der allgemeinen eingliedrigen Gruppe: 
eX,f+-.: +e,X,f seien: 


(1) EN 


Sie enthalten r wesentliche Konstanten. 

Nun mögen: 2, ala ua, 2,0 er 
Koordinaten der Punkte eines (r + 1)-Ecks sein, und X, f, ..., X/* f be- 
deuten wieder wie früher die X,/, aber geschrieben in den «J, ..., zrt!. 
Alsdann werden die Ecken des (r +1)-Ecks bei der Transformation (1) 
durch die Gleichungen: 

(2) Y; Ex (1 En &; 27 e,); ee, yr E f; Cr a) LE & , e,) 
(=1,2,...,0) 

in die Ecken y!, ..., y7+! übergeführt, und die (r +1)» Gleichungen (2) 

sind die endlichen Gleichungen der allgemeinen eingliedrigen Gruppe: [475 


Def üft-+XHN, 


1 


oder, wenn wie früher: 
DfsKuft + Xf 


gesetzt wird, der eingliedrigen Gruppe: , U,f+:'-+e,U,f. 

Jedes (r + 1)-Eck x!, ..., x”*! ist nunmehr abgebildet auf einen 
Punkt eines Raumes von (r +1)n Dimensionen mit den Koordinaten: 
an. nos, Die nvanıante©Zerlegung. dar 
(r +1)-Ecke in Scharen von o0”(r +1)-Ecken, von der Satz 8 spricht, 
stellt sich in diesem Raume dar als eine gegenüber den U,f, ..., U,f 
invariante Zerlegung des Raumes in Mannigfaltigkeiten von r Dimen- 
sionen. Eine solche Zerlegung wird durch (r +1)» —r Gleichungen 


von der Form: 
p,(al,....2%+1) = Const. 


dargestellt, und es muß, da sie den U,f gegenüber invariant ist, jedes 
U,9,=0 sein, das heißt: Die Gleichungen (1) unserer 00” Transfor- 


mationen stellen dann und nur dann eine r-gliedrige Gruppe dar, wenn 
die r linearen partiellen Differentialgleichungen: 


uf), Gf=9, u ul, 


oder also diese: 


av Nee. (k=1,3,...,r) 
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gerade (r +1)n — r gemeinsame von einander unabhängige Lösungen 
besitzen. 

Nun aber enthajten diese sicher unabhängigen Gleichungen (r +1) n 
unabhängige Veränderliche und die Zahl der Gleichungen ist r. Sie 
haben also überhaupt (r +1)» —r gemeinsame Lösungen dann und 
nur dann, wenn sie ein vollständiges System bilden, das heißt, wenn 
jedes: 


(D, U,) au > Pirs 2 
1 


ıst. Dies aber liefert: 


KR)t + KERN) => 9 Kf+ NN Te 
1 
und zerfällt in die einzelnen Forderungen: 


% 
Id > ; 
(X; x) -i nd D;%5 N Gk=1,2,..,75,3=123 .,r+l). 
1 


Dieselben sagen, wie wir schon in $ 1 bemerkten, aus, daß die ®,,, nur 
Konstanten sind: 


D;xs — Ciksr 


und somit folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Gleichungen (1) eine r-gliedrige Gruppe bilden: Es müssen die 
Xf paarweise Relationen erfüllen von der Form: 


T: 


(X, X,) = > Ciks A: 
1 
Also ist bewiesen: 
Theorem 3. r von einander unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen: X,f,..., X,f erzeugen dann und nur dann eine r-gliedrige Gruppe, 
wenn die X f paarweise Relationen von der Form: 


2 


(X,X,) _ »2j Gut 


1 


mit konstanten Koeffizienten c,,, erfüllen. 


14. Dieses wichtige Theorem bezeichne ich gern als den zweiten 
Fundamentalsatz in meiner Theorie der T'ransformationsgruppen. 
Als den ersten Fundamentalsatz bezeichne ich das Theorem:') 





1) Theorie der Transformationsgruppen [Bd. I], Leipzig 1888, S. 33. 
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Stellen » Gleichungen: & = f;(&,--„%,, 4, --„9,) eine r-glied- 
rige Gruppe dar, so bestehen Gleichungen von der Form: 





0 8) N. ES = 
DER nu) u.) = Zan(e) de 


Endlich als den dritten Fundamentalsatz bezeichne ich das Theorem: 
r® Konstanten c,,, bestimmen die Zusammensetzung einer [477 
r-gliedrigen Gruppe dann und nur dann, wenn die Rela- 


tionen: 
Het rd, 


7: 


>: | Cr et CisCarr) = I 


1 


bestehen. 

Ich bezeichne diese Sätze als Fundamentalsätze, da sie die Grund- 
lage für meine sämtlichen gruppentheoretischen Untersuchungen sowie 
für die Arbeiten meiner Nachfolger bilden. Herr Killing, der mit 
großem Erfolge meine Untersuchungen über die Zusammensetzung 
der Gruppen weitergeführt hat, bezeichnet irrtümlicherweise meinen 
dritten Fundamentalsatz als Jacobische Identität oder Jacobische 
Relationen. Ich finde mich dazu veranlaßt, ausdrücklich diesen Irr- 
tum zu berichtigen, obgleich Herr Killing in liebenswürdigster Weise 
' anerkannt hat, daß dieser tiefliegende Satz von mir herrührt. 

Schließlich kann ich nicht unterlassen, an die wertvollen funktionen- 
theoretischen Untersuchungen zu erinnern, durch welche Herr Schur 
die Richtigkeit von meinen Fundamentalsätzen bestätigt hat. Es war 
vorauszusehen, daß die Behandlung dieser bekannten Theorien nach 
neuen Methoden auch zu neuen Resultaten führen würde. In der 
Tat ist Schur besonders in seiner letzten Note (diese Berichte) zu 
wichtigen neuen Resultaten gekommen. | 


4 


Bestimmung aller »-gliedrigen transitiven [478 
Transformationsgruppen durch ausführbare Operationen. 


Leipz. Ber. 1890, Heft IV, abgeliefert 12. 3. 1891, S. 478—490. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 1. 12. 1890. 


Die Aufgabe, alle Transformationsgruppen mit r Parametern (und 
in n Veränderlichen) zu bestimmen, findet zunächst ihren analytischen 
Ausdruck in mehreren komplizierten Funktionalgleichungen, die einer 
direkten Behandlung kaum zugänglich sein dürften. Es war daher eine 
überraschende Entdeckung, als ich seinerzeit fand, daß die Erledigung 
dieser Funktionalgleichungen sich auf die Integration von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen zurückführen läßt. Nach meiner Auf- 
fassung ist diese Bemerkung ebenso wichtig wie Pfaffs Entdeckung, 
daß alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung sich auf ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen zurückführen lassen. 

Indem ich nun versuchte, alle Transformationsgruppen der 
geraden Linie, der Ebene und des Raumes zu bestimmen, ergab 
es sich, daß diese Bestimmung sich vollständig durchführen 
ließ, daß sich also die betreffenden Differentialgleichungen sämtlich 
integrieren ließen. Dabei gelang es immer durch passende Wahl der 
unabhängigen Veränderlichen, die infinitesimalen Transformatio- 
nen jeder hierher gehörigen transitiven Gruppe als ganze 
Funktionen von den unabhängigen Veränderlichen und ge- 
wissen Exponentialgrößen darzustellen.') 

Da schon in der Ebene und um so mehr im dreifachen Raume [479 
unendlich viele wesentlich verschiedene Transformationsgruppen vor- 
handen sind, müssen die beiden gefundenen Gesetze als bemerkenswert 





1) Daß ein so einfaches Gesetz nicht für alle intransitiven Gruppen gelten 
kann, folgt schon daraus, daß dieselben arbiträre Funktionen von den In- 
varianten der Gruppe enthalten können. Dagegen leuchtet ein, daß alle infini- 
tesimalen Transformationen einer intransitiven Gruppe der Ebene oder des Raumes 
sich als ganze Funktionen von den unabhängigen Veränderlichen, gewissen Ex- 
ponentialgrößen und gewissen Invarianten der Gruppe darstellen lassen. 
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n’ 


betrachtet werden. Durch verschiedenartige Überlegungen wurde ich 
auf die Vermutung geführt, daß diese Gesetze für jeden n-fach ausge- 
dehnten Raum Gültigkeit besitzen. 


Schon in meiner Arbeit in den Mathematischen Annalen, Bd. 25, 1885 
[bier Abh. III, S. 207 in der Anmerkung], kündigte ich an, daß das erste 
Gesetz auch für » Dimensionen Gültigkeit besitzt, daß also alle 
r-gliedrigen Gruppen in n Veränderlichen durch ausführbare 
Operationen bestimmt werden können. In einer späteren Note 
in diesen Berichten’ [hier Abh. V, S. 233, siehe da Nr. 6] präzisierte 
ich diese Behauptung dahin, daß für alle Gruppen ohne ausgezeichnete 
infinitesimale Transformationen der Beweis des angekündigten Theorems 
ganz einfach war, während für Gruppen mit ausgezeichneten infinitesi- 
malen Transformationen mein Beweis so kompliziert war, daß ich den- 
selben nicht als definitiv zu betrachten wagte, wenngleich derselbe mir 
absolut streng schien. 


In der vorliegenden Note werde ich durch einfache Betrachtungen 
zeigen, daß das erste Gesetz wirklich allgemeine Gültigkeit besitzt. 
Hierzu füge ich mehrere andere wichtige Bemerkungen. 


Wende ich diese meine allgemeine Methode auf spezielle Beispiele 
an, so erscheinen die infinitesimalen Transformationen der betreffenden 
Gruppen als rationale Funktionen von gewissen Exponentialgrößen, 
deren Exponenten algebraische Funktionen von den Veränderlichen 
sind; ebenso sind die im Zähler und Nenner eingehenden Koeffizienten 
algebraische Funktionen von den unabhängigen Veränderlichen. Hiermit 
wäre also ein bemerkenswertes Gesetz gefunden, welches mit dem oben 
als Vermutung aufgestellten zweiten Gesetz eine gewisse Ähnlichkeit 
besitzt, wenn es auch komplizierter ist. Doch halte ich an der Über- 
zeugung fest, daß auch das zweite aufgestellte Gesetz allgemeine Gültig- 
keit besitzt. 


Gelingt es einmal, auch die Richtigkeit dieser Vermutung nachzu- 
weisen, so ist es wahrscheinlich, daß man gleichzeitig für jedes » alle 
transitiven (sowie intransitiven) Gruppen aufstellen kann. So kühn 
auch diese Vermutung erscheinen mag, so geben doch meine ausge- 
dehnten Untersuchungen mir ein gewisses Recht dazu, dieselbe zu 
formulieren. 


I. Um alle r-gliedrigen Gruppen zu bestimmen, suche ich zu- [480 
erst die Zusammensetzung von allen r-gliedrigen Gruppen. Dieses 
Problem ist ein rein algebraisches und verlangt also nach meiner 
gewöhnlichen Ausdrucksweise nur ausführbare Operationen; mein drittes 


Fundamentalgesetz sagt ja, daß r? Konstanten c,,, dann und nur 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 19 


290 X. Bestimmung aller r-gliedr. trans. Trfsgr. Leipz. Ber. 1890 


dann die Zusammensetzung einer r-gliedrigen Gruppe bestimmen, wenn 
die Formeln: 

r 

>» (One Cage F Cape + Spare I: Gut a, 0 

i 
bestehen. Ebenso verlangt die Bestimmung aller wesentlich ver- 
schiedenen Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen, wie ich 
an einer anderen Stelle nachgewiesen habe, nur ausführbare Opera- 
tionen. | 


2. Es seien nun: 
‚ ; = 
= fıl&,, u. Ku d,, 0.09 a.) lee) 


die endlichen Gleichungen und X,f,..., X,f r unabhängige infinitesi- 
male Transformationen einer. bekannten oder unbekannten Gruppe mit 
der gegebenen Zusammensetzung C;,,- 

Denken wir uns nun ausgeführt zuerst eine Transformation mit 
den Parametern a,,...., a,, sodann eine mit den Parametern b,,..., b,, 
so entsteht bekanntlich eine neue Transformation der Gruppe en den 
Parametern c,,...., c,, und dabei ist: 


7? 


(1) Gens, G=1,..,n). 


_ Diese letzten Gleichungen bestimmen nun, wenn die a, und c, als Ver- 
änderliche, die b, als Parameter betrachtet werden, meine erste Para- 
metergruppe; dagegen liefern dieselben Gleichungen, wenn die b, und 
c, als Veränderliche, dagegen die a, als Parameter aufgefaßt werden, 
meine zweite Ben 

Im folgenden spielen die infinitesimalen Transformiatianen der bei- 
den Parametergruppen eine wesentliche Rolle. 


3. Um die infinitesimalen Transformationen der ersten Parameter- 
gruppe zu finden, setzen wir, wenn a® die Parameterwerte der identi- 
schen Transformation sind: 


b,=ad + 0, (K=150.:,7} 


und lassen dabei die ©, unendlich kleine Größen bezeichnen. Dann [ası 
werden die c, unendlich wenig von den a, verschieden: 


4=% + 0a, 
und dabei haben die da, die Werte: 


& h 
ER 209.0, ara, 0 
A, ee e r 0 . 
ca) 2 
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Diese Gleichungen liefern die allgemeinste infinitesimale Transformation 
der ersten Parametergruppe. Setzen wir daher: 


CRACH nl Ay 00, ,) 
Da° Bat &,,(%, ers Q,), 
y 





so liefern die r Gleichungssysteme: 
da,= 0,,(4, ag a,)0t (k=1,...,r) r=al,..,r 


r unabhängige infinitesimale Transformationen der ersten Parameter- 
gruppe. 


4. Zur Bestimmung von den infinitesimalen Transformationen der 
zweiten Parametergruppe bilden wir die Gleichungen: 


b,+0b,= pl + O9... a a b,), : 


_ oqulan ) a), in .2.0,.00) 
ob, > da) a 


hervorgeht. Diese Gleichungen liefern die allgemeinste infinitesimale 
Transformation der zweiten Parametergruppe. Setzen wir: 


woraus: 








Oprlad, ..., b,) 
Fk UT = P,ldir dr); 


so liefern die Gleichungen: 
OB, =D, D)dE Bei..,n Wely.., rn) 


r unabhängige infinitesimale Transformationen der zweiten Para- [482 
metergruppe. 


5. Ist nun eine Gruppe: 


CE 
mit der Zusammensetzung c,,, gegeben, so leuchtet ein, daß wir die 
infinitesimalen Transformationen der beiden Parametergruppen berech- 
nen können. 

Es läßt sich aber zeigen, daß es, sobald nur eine Zusammen- 
setzung vorliegt, ohne daß eine Gruppe mit dieser Zusammensetzung 
bekannt ist, doch immer möglich ist, die infinitesimalen Transforma- 
. tionen der beiden Parametergruppen zu berechnen. Hierzu führt eine 
Methode, die ich im dritten Bande des norwegischen Archivs (1878) 
[d. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 8. 78—83] entwickelt habe. 

6. Seien X,f,..:, X,f die infinitesimalen Transformationen einer 


unbekannten Gruppe von der verlangten Zusammensetzung. Dann ist: 


N 
19. 
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das Symbol einer ganz bestimmten endlichen Transformation, nämlich 
der Transformation: 


j j ES ERLR 1 103072 
a, a %,) Eur f(x) +Da,X,f+ 12a Kıf + ee 
Bezeichnen A,,..., A, unendlich kleine Größen, so ist: 
ar 129.7 
D>a,Xf+tDuAf 
k ; 


das Symbol einer unendlich benachbarten Transformation. Dieselbe läßt 
sich ersetzen durch die Aufeinanderfolge der Transformation: Fa,X,f 
und einer gewissen unendlich kleinen Transformation: Iy,X,f, die wir 
berechnen können, obgleich wir die Gruppe X,f nicht kennen. 


Um diese Berechnung durchzuführen, denken wir uns statt 
%y...,%, neue Veränderliche: Y,, ..., y, eingeführt, welche Za,X, 
auf die Form öf:oy, und andererseits X,f auf die Form: 


1 : 
of 
mh .. Y,) öy, [483 


bringen. Alsdann nimmt die eingliedrige Gruppe: 


| 2a,X,f+ Z4,X,f) 
die Form an: e 


En Er En.e 


und dabei gehen die zugehörigen endlichen Gleichungen hervor durch 
Integration des simultanen Systems: 


dy, = (1 + hm (U ee) y„))dt, 

day, = ANY )Ah 
mit den Anfangswerten: =0, y,=y, und den Endwerten: ?— t, 
Y—%- | 
Wir brauchen diese Integration nicht vollständig durchzuführen. 


Es genügt, in den Integralgleichungen, geordnet nach den Potenzen der 
A,, die Glieder nullter und erster Ordnung zu berechnen. 


‘. Eine erste Annäherung liefern die Gleichungen: 
Word 
y=Y; 
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sodann eine zweite die Gleichungen: 


t 
Yn ur vr + Zr a , Yn-19 Y, Er £) dt, 
0 
(2) 





t 
y=y; + Ir W. 3 Yan, m Mat, 
er: 


welche auch folgendermaßen geschrieben werden können: 


1er f 
y-ytt +] mn 2 Ya-ı, mt dt, 
0 


22% t . 
Y, TE Y; +] Mr (Yı, en Yu yE ) dt. 
0 


Diese Gleichungen liefern von den Reihenentwickelungen der ge- [484 
suchten Integralgleichungen nach den A, die Glieder nullter und erster 
Ordnung. 

8. Es ist jetzt möglich, die in den Gleichungen (2) eingehenden 
bestimmten Integrale exakt zu berechnen. Es ist nämlich, wie wir jetzt 
zeigen, möglich, solche Größen g,(t) zu finden, daß Gleichungen: 


Zr Yı> re) —- Zp,(t) AU RE R Y,) 


bestehen. 
Setzen wir: 


Yyrtı=dy 


so handelt es sich darum, nachzuweisen, daß Größen g,(t) vorhanden 
sind, welche die Gleichungen: 


ANY + m HA) mM). 1:9 Fa iz £) 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichungen: 


u 
d 4 
— pl) 149 + mo ID = 0 
di = 


für jedes ? erfüllen. 
Diese Forderung erhält durch Ausführung die Gestalt: 


dp, = 
- MI ey. 
NY Inn N _ R 


+ 29.0) . | dt 





Nun aber ist: 


(Ia,X,, x) u; Sa 26, X,f, 
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und dementsprechend: 


72 PPIU PEmEerE Ber}; ar 
27 77 [77 u A De 2277 0, 





oder: 


00,5%) 
2 - 3 >T 
oY, q, Ga). 





Unsere Gleichung (3) erhält folglich die Form: 


x dp = 
0= PR SS NY; Ey DB In t) Be 
- 39,0) PLPZFARER Be ni) 
und zerlegt sich somit in die äquivalenten Gleichungen: 


d 
nn 90) ao: = 


[485 


Dieses simultane System von linearen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten können wir nun immer durch Auflösung einer 


algebraischen Gleichung integrieren. 


9. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir nach der bekannten Regel die vor- 


angehenden Gleichungen mit Konstanten /,, addieren: 


ns > nr= Polska: 


0,i,8 


und versuchen endlich, die Größen f, in solcher Weise zu wählen, daß die letzte 


Gleichung die Form: 


d 
Sea Spe, 
8 F 


annimmt. Dies gibt uns zur Bestimmung von den Konstanten: f,,...,/, und o 


die Relation: 


Ia,0 a;Pol; a2 nh 


Oy1,8 


die sich in die folgenden Ss 


(4) Saum a;f, F5 (o=l,..., 


Diese letzten Gleichungen können folgendermaßen geschrieben werden: 


(Zaua — 0) A De) f +:.+ Zeı,u)f=0, 


Derıa)h + E + (Zar, — o)f,—0. 


1): 
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Zur Auflösung derselben bildet man bekanntlich die algebraische Gleichung: 


ee Sl; IC5ırQ; 


(5) 0= 


De i % Be &6;,,4,; — @ | 


Sind »,, v,, ... die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung, so sind die [486 
gesuchten Größen gy,(t) bekanntlich ganze Funktionen von: 


Dabei sind die », algebraische Funktionen von a, ...a,. 


10. Auf die Gleichung (5) kommt man auch in anderer Weise. 

Gesetzt, wir wollen zu einer gegebenen infinitesimalen Transformation: 
a,X,f+:-:-+ a.X,f in allgemeinster Weise eine solche weitere: , X,f-+ 
+ e,X,f hinzufügen, daß die beiden eine zweigliedrige Gruppe bilden, und dabei 


insbesondere die Relation: 
(ZaX, ZeX)=wLeX 


und also auch die Gleichung: 


2 
PAIZPIFPRS ad o de,X, 
i,;k $ 

besteht. Diese Gleichung zerlegt sich in die folgenden: 


Da; e; Cine = 96 (seTt,..,r), 
. i, FRE 
oder ausführlich geschrieben: 


FENDT“ ni 2000-0, 
Za,c; is a N 


arslır 


welche in bekannter Weise auf die Gleichung: 


Auen 2a, ;irı 


>=0 
Z4,6;1r . a (0) 
führen. Aus derselben hat bekanntlich Killing großen Nutzen gezogen. 

11. Dabei wählen wir die Integrationskonstanten in solcher Weise, 
daß die p, für: {= 0 die Werte A, annehmen. Die hierdurch bestimm- 


ten Größen p,(t) erfüllen die Gleichung: 
BIRRUN Ya mt - 290 MH ser Ya-ır Ya). 


Infolgedessen erhalten die Gleichungen (2) die Gestalt: 


‘ 3 
v=y+t+f Ip) Ni 2 Yn-19 Y,)a, 
0 k 


t 
Y; sel +[ Ip) N (Yı» 00 10 y„)dt, 
N) k 
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oder: [487 


vet +2 nn vfp.ddt, 
; 0 
(6) 





t 
y=%Y +29 ee wlP. Od, 
0 
oder endlich, wenn wir: 


t 
Sp nat = vd 
0 
setzen: 
Y, u u +2 mr erg Y.) : v6), 
(7) | 


y—y tm 3 - 
Hiermit ist ein wichtiges Resultat gewonnen: 


Führen wir zuerst die unendlich kleine Transformation: 
htm 9) dd Bee 


darnach die endliche Transformation aus: 
„-nthb Amt: +1 1 


so entsteht die Transformation (7), oder, was auf dasselbe ‚hinauskommt, 
die Transformation: 


die sich in den alten Veränderlichen folgendermaßen schreiben läßt: 
2a, X,f+ Z4Xf}. 


12. Um die Bedeutung des gewonnenen Resultates klar zu machen, 
fügen wir noch die folgenden Bemerkungen hinzu.‘ 

Die g,(t) sind ganze Funktionen von t, e"', e®!, ..., WO v,, Ya... 
die Wurzeln der früher besprochenen algebraischen Gleichung sind und 
somit algebraische Funktionen von a,,..., a, darstellen. Im übrigen 
hängen die p, von den A ab, und zwar sind sie lineare homogene Funk- 
tionen erster Ordnung von den A,, etwa: g,=&o,,(f)A,. Hieraus geht 
nun hervor, daß die dein. 


t 
= /y)dt [488 
0 


wirklich durchgeführt werden können. Dabei erscheinen die %, als 
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ganze Funktionen von t, v,, v., ..., et, et, .... Wir erhalten in 
dieser Weise gewisse Ausdrücke von der Form: 


ie 


Y, -38,, (?) Ay 


und durch Auflösung nach A,,..., 4, ergibt sich, daß die A, lineare 
homogene Funktionen erster Ordnung von den % sind: 


,=39,,(ö)v,, 
J 


während die Koeffizienten © rationale Funktionen von t, De, 
ea 0 sn 


2: 


13. Indem wir nun die vorangehenden Ergebnisse zusammen- 
halten, erkennen wir, daß: 


ö(a;t) = It0,,(t, Ay... a,)v, 
J 


die allgemeinste infinitesimale Transformation der zweiten 
Parametergruppe ist. Es stellen daher: 


dr | | 
<t9,,(, (y4y:.4 G,) a) nn 


r unabhängige infinitesimale Transformationen der zweiten 
Parametergruppe dar. 


14. Jetzt findet man auch leicht in expliziter Form die infinitesi- 
malen Transformationen der ersten Parametergruppe. 


Wir suchen r Größen x,, ..., %,, welche die Gleichungen: 


Um .. Y,) 77 NH 1 Yn-ı9 nt ) 


erfüllen. Es leuchtet dabei ein, daß die y, ganz ebenso von den y, ab- 
hängen, wie die alten A, von den g,. Überdies erkennt man unmittel- 
bar, daß man zur Bestimmung von den y, (respektive A,) als Funkt- 
tionen von den », (respektive @,) ein System linearer Differential- 
gleichungen von der bekannten Form: 


d 
dt Az ?) Eu = Gas a0, =0 


zu integrieren hat. Es besitzen daher die y, die Form: [489 


Kr -Z0,(- t).d;. 
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Unsere Integralgleichungen (7) können daher, wenn von Gliedern 
zweiter Ordnung in den A, abgesehen wird, auch ın der Form: 


y„= Y, a5 t +29, 2 Yn_17 ae) 2 Ik» 


y=Yy +2: ee Yn-19 Ytı)-K 
dargestellt werden. 


Führt man daher zuerst die endliche Transformation: 
y, fs.» u md Y, =y,ti 


und darnach die infinitesimale Transformation: 
I Zum os Y,) 


aus, so entsteht die endliche Transformation: 





9. +24%&f), 


die in den alten Veränderlichen die Form: 


L (ZaXf+ IHK f) 
besitzt. | 
Nun bestehen die Formeln: 


Kr - I9,(- d).%,, 


Eı 
= ; 9, e h;, 
also wird: 
- 20, E). 9,0) : h;, 
woraus durch Auflösung: 


u - Zw,6, aa 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation der ersten Para- 
metergruppe hat somit die Form: 


— tw;l, 9, .- a Pi 


insbesondere sind: [490 


Stu, Ay.) z = En 
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r unabhängige infinitesimale Transformationen der ersten 
Parametergruppe.!) Am besten erteilt man ? den Wert 1. 


15. Aus dem Vorangehenden fließt nun unmittelbar das folgende 
äußerst wichtige Theorem: 


Theorem. Ist die Zusammensetzung einer r-gliedrigen Gruppe, da- 
gegen keine Gruppe von dieser Zusammensetzung bekannt, so ist es immer 
möglich, durch ausführbare Operationen die infinitesimalen Transforma- 
tionen der beiden zugehörigen Parametergruppen in endlicher Form zu 
berechnen. Dabei erscheinen die Koeffizienten dieser infinitesimalen Trans- 
formationen als rationale Funktionen von gewissen algebraischen Funk- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen, sowie von gewissen Exponential- 
größen:: eı, es, .... 

Nachdem hiermit die infinitesimalen Transformationen der beiden 
Parametergruppen ohne Integration in endlicher Form gefunden sind, 
bestimmt man durch Quadratur die endlichen Gleichungen der beiden 
Parametergruppen.?) Sodann liefert meine alte Theorie ohne Quadratur 
die endlichen Gleichungen jeder gleichzusammengesetzten transitiven 
Gruppe. 


Theorem. Kennt man die Zusammensetzung einer r-gliedrigen 
Gruppe, so findet man durch ausführbare Operationen die endlichen 
Gleichungen einer jeden gleichzusammengesetzten transitiven Gruppe. 

Verbinde ich hiermit eine wichtige Bemerkung Schurs in seiner 
neuerdings in diesen Berichten erschienenen Note?), so können die im 
vorangehenden besprochenen Quadraturen vermieden werden. 





1) Ich erinnere an die wichtige, in dieser Arbeit allerdings nicht benutzte 
Bemerkung Engels, daß die beiden Parametergruppen in meinem Sinne reziproke 
Gruppen sind. 

2) Diese Berichte: Reduktion einer Gruppe auf ihre kanonische Form [hier 
Abh. VII, 8. 248—259]. | | 

3) In dieser Note zeigt Schur, daß jede transitive Gruppe eine solche Form 
erhalten kann, daß ihre infinitesimalen Transformationen als Quotienten von be- 
ständig konvergenten Potenzreihen erscheinen. 
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Die Grundlagen für die Theorie der unendlichen 1316 
kontinuierlichen Transformationsgruppen. I. Abhandlung. 


Leipz. Ber. 1891, Heft III, abgeliefert 22. 12. 1891, S. 316—352. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 8. 6. 1891. 


Die kontinuierlichen Transformationsgruppen zerfallen in zwei Kate- 
gorien, in endliche und in unendliche Für die Theorie der endlichen 
ist schon sehr viel geschehen; außer meinen eigenen zahlreichen Unter- 
suchungen haben sich in der letzten Zeit auch mehrere andere Mathe- 
‘ matiker mit ihnen beschäftigt und wichtige Entdeckungen gemacht. 
Um so weniger hat man für die unendlichen Gruppen getan; außer 
meinen eigenen Arbeiten'!), in denen ich die Grundzüge ihrer Tbeorie 
entwickelt habe, gibt es über sie nur eine Abhandlung von Engel, die 
sich mit den Definitionsgleichungen ihrer infinitesimalen Transfor- 
mationen beschäftigt. 

Es ist jetzt mein Wunsch, die Aufmerksamkeit auf die unend- 
lichen kontinuierlichen Gruppen zu lenken, denn die bilden ein 
noch ausgedehnteres und noch dankbareres Gebiet als die endlichen, 
Freilich ıst ihre Theorie schwierig; während es schon jetzt möglich er- 
scheint, die Theorie der endlichen Gruppen zum Abschluß zu bringen, 
ist die Mannigfaltigkeit der unendlichen Gruppen noch nicht annähernd 
zu überblicken, wenn sich auch viele allgemeine Sätze über derartige 
Gruppen aufstellen lassen. 

Hoffentlich wird auch dieses Gebiet binnen kurzem von vielen 
Seiten in Angriff genommen. Besonders für die Theorie der Differen- 
tialgleichungen ist dies sehr wünschenswert. 

Im folgenden gebe ich einen Abriß der Theorie der unend- [317 
lichen Gruppen. Wenn es mir auch nicht möglich ist, diese Theorie 
mit derselben Vollständigkeit zu entwickeln, wie die der endlichen 





1) Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883 und 1889 und ein Teil der Ab- 
handlung über Differentialinvarianten in Bd. 24 der Math. Ann., 1884 [d. Ausg. 
Bd. V, Abh. XIII, XXIV; Bd. VI, Abh. II]. In der erstgenannten Arbeit habe ich 
den Begriff „unendliche Gruppe‘ zum ersten Male festgestellt und zugleich alle 
unendlichen Gruppen der Ebene bestimmt. 
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Gruppen, so glaube ich doch, daß die nachstehenden Auseinander- 
setzungen in der Hauptsache eine feste Grundlage für die Theorie der 
unendlichen Gruppen liefern. 


$ 1. Definition der unendlichen kontinuierlichen Gruppen. 


1. Wir definieren eine unendliche kontinuierliche Gruppe folgen- 
dermaßen: 


Definition. Eine Schar von Transformationen : 
(1) = Fila, -- -, 2%) Erg 


soll eine unendliche kontinuierliche Gruppe heißen, wenn F\,..., F, 


die allgemeinsten Lösungen eines Systems von partiellen Differential- 
gleichungen: 


2 
(2) Win, ey Lmı Kir rer Uns o% 2? On ES ) =) (&=1,2...) 


0x,’ ? 00° 





sind, und wenn dieses System die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 


Erstens sollen die allgemeinsten Lösungen des Systems (2) nicht bloß 
von einer endlichen Anzahl willkürlicher Konstanten abhängen. 


Zweitens soll stets, wenn: 
Eee la, 2.2) @=1,...,n) 
und: 
=D (2,...,.%,) @=1,...,n) 
irgend zwei Lösungensysteme der Differentialgleichungen (2) sind, zu- 
gleich auch: 
"=D (Fe, .:., 2) a 


n 


ein Lösungensystem dieser Differentialgleichungen sein, mit andern Worten: 
es sollen zwei beliebige Trransformationen der durch (2) definierten Schar 
nach einander ausgeführt stets wieder eine Transformation der Schar er- 
geben. 


Die Differentialgleichungen (2) nennen wir die Definitions- [318 

gleichungen der endlichen Transformationen der betreffen- 
den Gruppe. 
Außerdem ist noch zu bemerken, daß wir uns im folgenden das 
System (2) stets von vornherein auf eine solche Form gebracht denken, 
daß sich durch Differentiation nichts neues ergibt; genauer ausgedrückt: 
wenn m die Ordnung des Systems (2) ist, so sollen alle Differential- 
gleichungen m-ter oder niedrigerer Ordnung, die aus (2) durch Diffe- 
rentiationen und Eliminationen hergeleitet werden können, schon ohne 
Differentiation aus dem System (2) folgen. 
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s$ 2. Allgemeine Bemerkungen. 


2. Indem wir die unendlichen kontinuierlichen Gruppen in der 
eben erklärten Weise definieren, schließen wir von vornherein alle 
Gruppen aus, die sich nicht durch Differentialgleichungen definieren 
lassen. Das hat seinen sehr guten Grund. 

Allerdings gibt es unendliche kontinuierliche Gruppen, die sich 
nicht dureh Differentialgleichungen definieren lassen: eine solche Gruppe 
bildet zum Beispiel der Inbegriff aller Transformationen der Ebene, die 
einen gegebenen Punkt invariant lassen. Aber erstens scheint es schwer 
zu sein, allgemeine Sätze über derartige Gruppen aufzustellen; zum 
Beispiel ist es unmöglich, von vornherein zu entscheiden, ob eine 
Gruppe, die sich nieht durch Differentialgleichungen definieren läßt, 
Differentialinvarianten besitzt oder nicht. Zweitens sind wohl die kon- 
tinuierlichen Gruppen, die sich durch Differentialgleichungen definieren 
lassen, die einzigen, die für die allgemeine Theorie der Differential- 
gleichungen Bedeutung haben. 


‘Der Inbegriff aller Transformationen, die ein vorgelegtes System von Diffe- 
rentialgleichungen invariant lassen, bildet immer eine Gruppe, die, falls sie kon- 
tinuierlich ist, immer durch Differentialgleichungen definiert werden kann. 

Es erscheint allerdings denkbar, daß zur Definition der betreffenden Gruppe 
unter Umständen unendlich viele Differentialgleichungen erforderlich sind. Gibt 
es Gruppen von der hiermit bezeichneten Beschaffenheit, so muß die allgemeine 
Theorie auch auf diese ausgedehnt werden. Schwierig würde das nicht sein, denn 
jedenfalls wäre die Anzahl aller Definitionsgleichungen von m-ter und niedrigerer 
Ordnung begrenzt, es würden sich daher die folgenden Entwickelungen fast ohne 
Änderung auf derartige Gruppen übertragen lassen. Solange ich aber in Un- 
gewißheit darüber bin, ob es-wirklich kontinuierliche Gruppen gibt, die sich [319 
nur durch unendlich viele Differentialgleichungen definieren lassen, halte ich es 
für naturgemäß, mich auf Gruppen zu beschränken, zu deren Definition eine end- 
liche Zahl von Differentialgleichungen hinreicht. 


3. Zur Vereinfachung der Theorie führen wir noch eine zweite 
Voraussetzung ein, wir wollen nämlich nur solehe unendliche 
kontinuierliche Gruppen betrachten, deren Transformationen 
paarweise zu einander invers sind. In dieser Voraussetzung liegt 
dann zugleich, daß die betreffenden Gruppen die identische 
Transformation enthalten; denn führen wir zwei zu einander in- 
verse Transformationen einer Gruppe aus, so bekommen wir wieder 
eine Transformation der Gruppe, eben die identische Transformation. 

Die eben eingeführte Voraussetzung sieht aus wie eine Beschrän- 
kung, ist es aber nicht. Es läßt sich nämlich beweisen, daß jede un- 
endliche kontinuierliche Gruppe, die sich durch Differentialgleichungen 
von der Form (2) definieren läßt, die identische Transformation ent- 
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hält und aus paarweise inversen Transformationen besteht. Aber auch 
wenn dem nicht so wäre, hätte unsere Voraussetzung doch volle Be- 
rechtigung, denn in den Anwendungen kommen nur Gruppen mit paar- 
weise inversen Transformationen vor. 


4. Die Richtigkeit der eben aufgestellten Behauptung läßt sich folgender- 
maßen erkennen. 


Sind: 
(A) vhs: --. 2) a 
und 
(B) 5 = Pillıy + En) OR RN 


zwei Transformationen einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe, so gehört auch 
die Transformation: 
(C) | = Hl. u) (G=1,..,n) 


der Gruppe an. Ist insbesondere (A) eine bestimmte Transformation der Gruppe, 
(B) dagegen eine ganz beliebige, so ist auch (C) eine ganz beliebige Transformation 
der Gruppe; man überzeugt sich davon, wenn man in den Definitionsgleichungen: 


wlt, er ee zu a se za, =0 (=1,2,...) 
der allgemeinen Transformation (B) der Gruppe die unabhängigen Veränderlichen 
U», Z, vermöge der Transformation (A) durch &,,..., x, ersetzt. 
Wir greifen jetzt unter den Transtormationen unsrer Gruppe irgend eine [320 
Schar: 
D) | ver, 8 0) (=1,..,,%) 


von 0! heraus, die für: = a, die Transformation (A) und für: «=a die Trans- 
formation (B) liefert. Ergibt sich dann aus (A) und (D) durch Fortschaffung der 
x etwa: 

(E) = Pl. Hin) (=1,...,n), 


so stellen diese Gleichungen nach dem oben Gesagten, wenn @ in der Um- 
gebung von a bleibt, lauter Transformationen unsrer Gruppe dar; es sind also 
DB ,..., P,, solange @ in der Umgebung von a bleibt, Lösungen der Definitions- 
gleichungen unsrer Gruppe. Daraus aber folgt, daß %,,..., #, überhaupt für 
alle Werte von @ Lösungen dieser Definitionsgleichungen sind, und daß die Glei- 
chungen (E) für alle Werte von @ Transformationen unsrer Gruppe darstellen. 
Da nun die Gleichungen (E) für: @=a, die identische Transformation liefern, so 
enthält unsre Gruppe die identische Transformation. 
Ist endlich: 

= Fi; ::-, %) d=1,...,n) 
irgend eine solche Transformation unsrer Gruppe, die in der Umgebung der iden- 
tischen Transformation liegt, so läßt sich nach den oben gemachten Bemerkungen 
immer eine solche zweite Transformation: 


Sau B,(tı» NE e (i=1,;,..., n) 
der Gruppe angeben, daß die Gleichungen: 
= Pd (FM, Ww,.:.-, F,„(®)) GA, 270) 


die identische Transformation der Gruppe darstellen. 
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Die Transformationen unsrer Gruppe sind also wirklich paarweise zu einander 
ınvers. 

d. Wir werden ferner in den nächsten Paragraphen nachweisen, 
daß jede unendliche kontinuierliche Gruppe von der beschriebenen Be- 
schaffenheit gewisse infinitesimale Transformationen enthält und daß 
sie zugleich die eingliedrigen Gruppen umfaßt, die von diesen infinite- 
simalen Transformationen erzeugt werden. 

Durch die Einführung und grundsätzliche Benutzung der infinite- 
simalen Transformationen gewinnt nun auch die Theorie der unend- 
lichen kontinuierlichen Gruppen eine überraschende Einfachheit. Hier, 
. wie in der Theorie der endlichen Gruppen bilden die infinitesimalen 
Transformationen die eigentliche Grundlage der Theorie. 


6. Man wolle übrigens einen Umstand nicht außer Acht lassen. 
Der größte Teil der folgenden Entwickelungen (die $$ 2ff.) ist ganz 
davon unabhängig, daß die Gruppe, die untersucht wird, unendlich ist; [321 
fast alle Betrachtungen bleiben auch noch gültig, wenn die betreffende 
Gruppe endlich ist. Man hat demnach in den folgenden Entwickelungen 
zugleich eine neue Begründung für die Theorie der endlichen kon- 
tinuierlichen Gruppen. 


$ 3. Unendlich kleine und infinitesimale Transformationen. 


7. Um das Verständnis des Folgenden zu erleichtern und um uns 
überall klar ausdrücken zu können, führen wir in dem gegenwärtigen 
Paragraphen zunächst ausdrücklich einen Begriff ein, der den Begriff 
„infinitesimale Transformation“ als besonderen Fall umfaßt. 

Wir wollen unter einer unendlich kleinen Transformation 
eine solche Transformation verstehen, die sich von der identischen 
Transformation unendlich wenig unterscheidet. Bedeutet dt eine unend- 
lich kleine Größe, so ist die allgemeine Form einer unendlich kleinen 
Transformation diese: 


=, +091.9,%,..,5)+ (000. .v@,-.-., 0) +: Geben, 
wo die Koeffizienten von dt, (öt),.... ee Funktionen von 
29, Band: 


8. Jede infinitesimale Dr ansloretien ist eine spezielle unendlich 
kleine Transformation und kann einfach definiert werden als die un- 
endlich kleine Transformation der von ihr erzeugten eingliedrigen 


Gruppe. Ist nämlich: 
Dit, a IE 
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eine infinitesimale Transformation, so lauten die endlichen Gleichungen 
der eingliedrigen Gruppe, die von X/f erzeugt wird, folgendermaßen: 


‚ t Ay 8 
K-htgstıe XE+SXXE + teen): 


Die unendlich kleine Transformation dieser eingliedrigen Gruppe ergibt 

sich nun, wenn man dem Parameter ? einen unendlich kleinen Wert [322 

öt erteilt; sie besitzt daher die Form: 
(O0)° 


en +öt. + RE 4 


öt)° Ri 
S DIN G=1,..,n). 





Das ist aber, wenn von allen unendlich kleinen Größen zweiter und 
höherer. Ordnung abgesehen wird, genau die Form: 


=, +6t.$8, Gel. 


in der wir gewöhnlich die Gleichungen der infinitesimalen Transforma- 
tion Xf zu schreiben pflegen. 

Wir können demnach auch sagen: eine infinitesimale Transforma- 
tion ist eine solche unendlich kleine Transformation, in deren Glei- 
chungen die unendlich kleinen Glieder zweiter und höherer Ordnung 
durch die unendlich kleinen Glieder erster Ordnung vollständig be- 
stimmt sind. Hierin liegt auch der Grund dafür, daß man in den 
Gleichungen einer infinitesimalen Transformation sich mit Angabe der 
Glieder erster Ordnung begnügen und die Glieder höherer Ordnung 
ganz weglassen kann; bei einer beliebigen unendlich kleinen Trans- 
formation ist dieses Verfahren nicht ohne weiteres erlaubt. 


9. Die Einführung des allgemeinen Begriffs „unendlich kleine Trans- 
formation“ ist für das folgende unentbehrlich. Bevor wir nämlich zeigen 
können, daß jede unendliche kontinuierliche Gruppe infinitesimale Trans- 
formationen enthält, müssen wir zunächst nachweisen, daß sie unend- 
lich kleine Transformationen besitzt; das soll im nächsten Paragraphen 
durchgeführt werden. Erst auf Grund des Vorhandenseins unendlich 
kleiner Transformationen können wir auch das Vorhandensein infini- 
tesimaler Transformationen beweisen. 


$4. Die unendlich kleinen Transformationen einer "unendlichen 
kontinuierlichen Gruppe. 


10. Unter den endlichen Transformationen einer unendlichen kon- 
tinuierlichen Gruppe von der früher definierten Beschaffenheit greifen 
wir irgend eine Schar: 

(3) ra). G=1,..,n) [828 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 20 
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von oo! Transformationen heraus. Die oo! zugehörigen inversen Trans- 
formationen, die ebenfalls in unsrer Gruppe enthalten sind, mögen 
lauten: 

(4) = pl... %3 0) Vals: 


Ferner mögen sich die f, sowie die p, in der Umgebung von: «= «a, 


° 


regulär verhalten. 
Führen wir jetzt zuerst die Transformation: 


1 asi 9,(&, Br Ay) G@=1,...,n) 
aus und sodann die Transformation: 
£ . 5 
= hlkı, onen in) a, + E) G=1,:.,m) 


mit dem willkürlichen Parameter &, so bekommen wir oo! Transforma- 
tionen: 


(5) E FE 1.Cp:@, Ay); .. 9,8%, A)5 Gt €) al 5 n), 


die wiederum unsrer Gruppe angehören. Hier können die rechten 
Seiten nach Potenzen von & entwickelt werden; mit Berücksichtigung 
der Identitäten: 

F(P (X, a9, + +, Pn&, Ay; a) — 4; Re 


erhalten wir daher für die Transformation (5) die folgende Darstellung: 


of;(y, (€, u 9,8, A); A, + &) z 
DE nz ... 





(5) G=2,+8: G=1,..,n). 

11. Wir haben hiermit eine unsrer Gruppe angehörige Schar von 
Transformationen gefunden, deren Gleichungen für: &= O0 die identische 
Transformation liefern und sich überdies in der Umgebung von: & = 0 
regulär verhalten. Wir wollen von den Transformationen einer solchen 
Schar sagen, daß sie in der Umgebung der identischen Trans- 
formation gelegen sind. 

Erteilen wir insbesondere dem Parameter e in den Gleichungen 
(5) einen unendlich kleinen Wert, so finden wir eine unendlich kleine 
Transformation, die unsrer Gruppe angehört. 

Offenbar ist die eben abgeleitete unendlich kleine Transformation [324 
im allgemeinen, keine infinitesimale Transformation; eine solche ist sie 
nur dann, wenn die oo! Transformationen (3) einer eingliedrigen Gruppe 
angehören. Tritt dieser Fall ein, so ist die betreffende eingliedrige 
Gruppe natürlich von der betreffenden infinitesimalen Transformation 
erzeugt. 


12. Aus der Schar (3) lassen sich noch mehr unendlich kleine 
Transformationen ableiten, die unsrer Gruppe angehören; es ist je- 
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doch bequemer, an Stelle der Schar (3) die Schar (5) zum Ausgangs- 
punkte zu wählen, weil diese letztere schon die identische Transforma- 
tion enthält. 

Wir wollen die Transformationen (5”) kurz so schreiben: 


(6) li. 5 €) ann 
die Auflösungen dieser Gleichungen nach &,,...., x, mögen lauten: 
=D, (=1,...,n). 


Führen wir nun zuerst die Transformation: 
el... 0 8) RR 
aus und sodann die Transformation: 
u=F(t,:--»438+ o) TR TER N 


so bekommen wir wieder eine Transformation unsrer Gruppe, nämlich 


diese: 


E BE F,(®,(z, ©), .., Da, 9; € es ©) (=1,...,n). 


Da sich die F', in einer gewissen Umgebung von: &=( regulär ver- 
halten, können wir nach Potenzen von & entwickeln und finden: 


-.. 


a=E 





OFD, (©, 9, -.., D,(@, 8); @) 
0a i 


Berücksichtigen wir schließlich noch, daß das von ® freie Glied auf 
der rechten Seite gleich x, ist, und setzen wir überdies: 


OF, (dd, , 9),.-. 
Venen 


E a FD, (e, €), 0.0 DT; &); €) u | 





., Dn(a, 8); ©) 
BIN] lan.) Webemı 


so ‚erhalten wir für unsre Transformation die folgende Darstellung: [325 
& vn, +0.&(0,:.:,2050)+*-- Ke, 
wo die Koeffizienten der weggelassenen höheren Potenzen von & eben- 
falls Funktionen von &,,...,x, und & sind. 

Nunmehr erteilen wir dem Parameter © einen unendlich kleinen 
Wert und bekommen sofort eine unsrer Gruppe angehörige, unendlich 
kleine Transformation, deren analytischer Ausdruck einen willkürlichen 
Parameter, nämlich &, enthält. Von & unabhängig ist diese unendlich 
kleine Transformation nur dann, wenn die Schar der oo! Transforma- 
tionen (6) eine eingliedrige Gruppe bildet. In diesem Falle ist sie na- 
' türlich nichts anderes als die infinitesimale Transformation, von der 
diese eingliedrige Gruppe erzeugt wird; in jedem anderen Falle da- 
. gegen haben wir den oo! Werten von & entsprechend oo! verschiedene 


unendlich kleine Transformationen unsrer unendlichen Gruppe. 
203 
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Wir sprechen die gewonnenen Ergebnisse folgendermaßen aus: 


Satz 1. Aus jeder Schar von 0! Transformationen: 
(8) neh... 2 @) G=1,...,0, 


die einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe mit paarweise inversen 
Transformationen angehört, läßt sich eine der Gruppe angehörige Schar 
von Transformationen ableiten: 


D=-ut+t0.8(&,-..3,25) 4 - da, ih)tr erm, 


welche die identische Transformation und außerdem formell zwei Para- 
meter & und & enthält. Wählt man in dieser Schar das & unendlich 
klein, so erhält man entweder eine oder oo! verschiedene unendlich kleine 
Transformationen der unendlichen Gruppe, und zwar tritt der erste Fall 
dann und nur dann ein, wenn die oo! Transformationen (3) einer ein- 
gliedrigen Gruppe angehören. 


13. Man kann mit der Schar: 
(6) = Filayı 23 €) G=1,..m) 
auch anders verfahren. | 


Betrachtet man die x, als Funktionen von eg, so ergibt sich [326 
aus (6) durch Differentiation nach e: 


di; OF. ni) 
Ben, 08 I 





oder, wenn man auf der rechten Seite die Substitution: 


2 a, 0: We rn 
macht: 





dr, Es on nr 2] 
de 


Ze = et, Men ne sl sr 


&,=Py,(t; 8) 


wo die &, augenscheinlich dieselben Funktionen ihrer Argumente sind, 
wie in den Gleichungen (7). Integriert man nun umgekehrt das simul- 
tane System: 


ö dr ed 
9 n n =... = kr = de 
( ) Fe €) El Ln5 €) 








unter Hinzufügung der Anfangsbedingungen: 


(10) I u @= 1) 
so werden die t, ganz bestimmte Funktionen von &,,...., 2%, & Wir 
wissen aber andrerseits, daß die Gleichungen (6), aus denen das si- 
multane System (9) durch Differentiation abgeleitet ist, für: = 0 die 
Form: 


uw=% 


i ee 
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annehmen. Folglich können wir schließen, daß wir durch Integration 
des simultanen Systems (9) mit den Anfangsbedingungen (10) gerade 
die Gleichungen (6) erhalten müssen. 

Hieraus ergibt sich zunächst, daß die Funktionen &, nicht sämtlich 
verschwinden können; sonst würden wir nämlich durch die erwähnte 
Integration des simultanen Systems (9) nicht die Schar von »o! Trans- 
formationen (6) bekommen, sondern bloß die identische Transformation: 


u=%, 


; Ar ne 


Weiter ergibt sich, daß die Schar (6) stets dann aber auch nur [327 
dann eine eingliedrige Gruppe bildet, wenn die Funktionen &, sich in 
der Form darstellen lassen: 


lu) 5) EC, Zr £,):.2(e) (=1,...,n), 


wo die &, von & ganz frei sind. Ob die unendlich kleine Transforma- 
tion (8) von & unabhängig und eine infinitesimale Transformation ist, 
läßt sich demnach schon durch Betrachtung der Glieder von erster 
Ordnung in & entscheiden. 


14. Die vorhin erkannte Beziehung zwischen der Schar von Trans- 
formationen (6) und dem simultanen Systeme (9) läßt auch eine an- 
schauliche Deutung zu. 

Ist nämlich eine eingliedrige Gruppe von der infinitesimalen 
Transformation: 


Yf= Dina, ES; %,) nn 
1 


erzeugt, so werden ihre endlichen Transformationen durch Integration 
des simultanen Systems: 
dx dx, A 


Dee) Due I RER 








erhalten, mit Zugrundelegung der Anfangsbedingungen: #, =, für: 
t=(0. Man kann sich daher die endlichen Transformationen dieser 
eingliedrigen Gruppe auch dadurch entstanden denken, daß die infini- 
tesimale Transformation Xf unendlich oft hinter einander ausgeführt 
worden ist. 

In entsprechender Weise kann man sich die endlichen Trans- 
formationen der Schar (6) dadurch entstanden denken, daß unendlich 
viele verschiedene infinitesimale Transformationen nach ein- 
ander ausgeführt werden. Zu diesem Zwecke braucht man bloß 
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zwischen: &= (0 und: &= s eine kontinuierliche Reihe von Werten ein- 
zuschalten; erteilt man nun in der infinitesimalen Transformation: 


n 
>! of 
n 8, (2 5 ey Bu €) or, 
1 


dem & der Reihe nach alle diese Werte und denkt man sich die so 
erhaltenen unendlich vielen infinitesimalen Transformationen der Reihe 
nach ausgeführt, so erhält man gerade die allgemeine endliche [328 
Transformation der Schar (6). 

Das Vorstehende ist natürlich nur eine anschauliche Versinnlichung 
des Integrationsprozesses, vermöge dessen die Gleichungen (6) aus dem 
simultanen Systeme (9) entstehen. | 


15. Um zu veranschaulichen, wie eine eingliedrige Gruppe von 
einer infinitesimalen Transformation: 


m) (=1,..,n) 


erzeugt wird, habe ich mich mehrfach der folgenden Vorstellungsweise 
bedient: ich dachte mir eine kompressible Flüssigkeit, die in einer 
stationären Bewegung begriffen war; die Geschwindigkeitskomponenten 
des Teilchens, das sich an der Stelle z,,..., x, befand, waren dann 
immer durch die Gleichungen: 


bestimmt. 
Sind nun andererseits: 


die Gleichungen von oo! Transformationen einer unendlichen Gruppe, 
so sind diese Gleichungen, wie wir oben fanden, die Integralgleichungen 
eines gewissen simultanen Systems: 


(9) Fr Per 9) Geh um). 


Denken wir uns daher eine kompressible Flüssigkeit, deren (im all- 
gemeinen nicht stationäre) Bewegung dadurch definiert ist, daß zur 
Zeit t das Flüssigkeitsteilchen an der Stelle t,,...,t, die Geschwindig- 


keitskomponenten: 
d nn 
= $, (d, A, L.; £) =1,..,n) 


besitzt, während dasselbe Flüssigkeitsteilchen zur Zeit: {= (0 die An- 
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fangslage: %,, .. ., 2, einnimmt, so wird das eben besprochene Flüssig- 
keitsteilchen zur Zeit: 2=e sich an der Stelle: 


Ye PO, 5,0586) (i=1,...,n) 
befinden. 

Stellen daher die Gleichungen: 7, = F\,(x, &) oo! Transforma- [329 
tionen einer unendlichen Gruppe dar, unter denen sich insbesondere 
die identische Transformation befindet, so kann man sich von diesen 
oo! Transformationen immer dadurch ein einfaches kinematisches Bild 
machen, daß man sich oo! auf einander folgende Lagen einer kompres- 
sibeln Flüssigkeit vorstellt, die sich in einer gewissen, im allgemeinen 
nicht stationären Bewegung befindet. 

16. Ob die oben auftretenden infinitesimalen Transformationen 
unsrer unendlichen Gruppe angehören, das ist eine Frage, die erst im 
übernächsten Paragraphen ihre Beantwortung finden wird, und zwar im 
bejahenden Sinne. Zunächst wollen wir noch eine andere wichtige Be- 
ziehung entwickeln, die zwischen diesen infinitesimalen Transformationen 
und der Schar (6) besteht. 

Es sei 2(x,,...,%,) eine Funktion, die bei allen Transformationen 
der Schar: 

(6) ei ARE ES rn 


invariant bleibt. Unter dieser Voraussetzung besteht eine Identität 
von der Form: 


2(F29).., FW) =Rlı,.-..,%,)- 


Durch Differentiation nach & ergibt sich hieraus die Identität: 
= OR AD, FR )) oOF',(&, €) u (j 
>= 0 F,(&, &) de ee 





oder, wenn wir die Substitution: 
ee DB ir,-..,4;8) (W=1,..,n) 
machen und die Identitäten: 
F(®,99,..,9,Wo)=%, 


OF, (X, e) 
0 € x, = Py(te) 





—45 (Ur Eu €) 


berücksichtigen, die folgende Identität: 





ken e | 
> ar Ln) Br ..., Lu; €) ZEHN, [330 
1 
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Diese aber sagt aus, daß die Funktion 2(r,, ..-, £„) die oo! infinitesi- 
malen Transformationen: 


Sao. 
1 , 


gestattet. Wir können daher den Satz aussprechen: 
Satz 2. Es sei: 
(6) iena. 00 (=1,...n) 


eine Schar von oo! Transformationen, der die identische Transformation 
angehört, und zwar für: &=0; es sei ferner: 





ar, dr, a 


ER IS GEE ea) 





das simultane System, aus dem man durch Integration mit den An- 
fangsbedingungen: Ä 
ar = I a, ur nn In 


die Gleichungen (6) erhält. Gestattet nun die Funktion: 2(&,,..., %,) 
die oo! Transformationen (6), so gestattet sie zu gleicher Zeit auch die 
oo! infinitesimalen Transformationen: 


17. Bisher haben wir davon noch gar keinen Gebrauch gemacht, 
daß unsre Gruppe unendlich ist; die vorstehenden Entwickelungen 
würden daher ebensogut für eine beliebige endliche kontinuierliche 
Gruppe gelten, deren Transformationen paarweise zu einander invers 
sind. Wir werden jetzt auch darauf Rücksicht nehmen, daß wir es 
mit einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe zu tun haben, und 
werden zeigen, daß unsre Gruppe unbegrenzt viele verschiedene un- 
endlich kleine Transformationen enthält. 

Da unsre Gruppe unendlich ist, so hängt ihre allgemeinste Trans- 
formation nicht bloß von einer endlichen Anzahl willkürlicher Para- 
meter ab; es gibt also in der Gruppe Transformationen, die be- [331 
liebig viele Parameter enthalten. Betrachten wir zum Beispiel eine 
Transformation: 


(11) u ACH ey Un Ay ee a,) @=1,...,n) 


unsrer Gruppe, in der gerade / wesentliche Parameter: a,,..., a, auf- 
treten. Die ganze Zahl / können wir dabei beliebig groß wählen. 
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Die zu (11) gehörige inverse Transformation möge lauten: 


(12) Beni, 2, ee G=1,.,n), 


und a®,...,a? sei ein Wertsystem, in dessen Umgebung sich sowohl 


die f, als die 9, regulär verhalten. Führen wir nun zuerst die Trans- 

formation: 
= a 0 

v= 9%, ey I Ay a, ) = 1,..4n) 


aus und sodann die Transformation: 
eilt, sis Fa R +8) Ben; 
so bekommen wir eine Transformation: | 
g = f;(p, (8, a), 9,8, a°)); rar, a) + &)) @=1,..,n), 


die wieder unsrer Gruppe angehört und die ebenso wie (11) ! wesent- 
liche Parameter enthält, nämlich: &,..., &- 
Wir schreiben diese Transformation kurz so: 


(13) ie Be, du) Ey ++ &) Weban 


F\,..., F, sind dann gewöhnliche Potenzreihen nach &,,...,., und 
reduzieren sich für: 4, =0,...,&=0 auf bezüglich: x,,...,&,. Die 
Auflösungen der Gleichungen (13) nach &,,..., ©, mögen lauten: 


(14) re @=1,..4n). 
Führen wir nun zuerst die Transformation: 
ED (=1,...,n) 
aus und sodann die Transformation: 
= Fl. „wat. ,&H+ 9) Se) 


so bekommen wir eine Transformation unsrer Gruppe, die sich mit 


Hilfe der Abkürzung: 





Eee GE. 0. [2,5 An u] a [332 
(15) ci Bert 
re) 
so schreiben läßt: 
I 
(16) v-® + Do, een an: 
1 


wo die nicht mit geschriebenen Glieder von höherer Ordnung in 
Ds: 20 Bind: 
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Erteilen wir hier den ®, unendlich kleine Werte, so erhalten 
wir eine unendlich kleine Transformation unsrer Gruppe, die von den 
! Parametern &,,...,., und außerdem von den 2— 1 willkürlichen 
Verhältnissen der ®, abhängt. Da ! beliebig ist, enthält also unsre 
unendliche Gruppe unbegrenzt viele unendlich kleine Transformationen. 

18. Zu den Funktionen $,,, die in (16) auftreten, kann man auch 
noch auf andere Weise kommen. 

Differentiiert man nämlich die Gleichungen (13) nach g;: 

Bi OF 3.1} dar +, 87) 

08, 68 
und macht man rechts die Substitution (14), so bekommt man: 

ge [= (@ . alt, oo |. , ee 5), 

wo die &,, offenbar dieselben Funktionen ihrer Argumente sind, wie 
in den Gleichungen (15). Wir können demnach schließen, daß die 
Gleichungen (13) erhalten werden, wenn man das System der partiellen 
Differentialgleichungen: 











or; 
(17) De lern G=l..yn;kel,..,)) 


mit Hinzunahme der Anfangsbedingungen: 
ner (=1,...,n) 
integriert. 
Hieraus ergibt sich endlich noch eine wichtige Eigenschaft [333 
der Funktionen $,,. | 
Da nämlich die ! Parameter &,,..., & in den Gleichungen (13) 
wesentlich sind, so können die » Funktionen r,,...., t, der Z Veränder- 
lichen &,,..., &, niemals ein und dieselbe Differentialgleichung von 


der Form: 


02 
Di (Ey. 6) Dr Ö 
1 
befriedigen, wo die «, Funktionen von den & allein sind. Folglich 
können auch die In Funktionen &,,(t,&) niemals n Relationen von 


der Form: 


a 
> a.(E1, ee 8) 3 (£ı> a L) In; &, 0, &) Ta 0) @=1,...,n) 


ai 


erfüllen. Mit anderen Worten: die / infinitesimalen Transformationen: 


> eilt, a) PR &, ... 8) 3 We) 
1 


in den Veränderlichen x,,..., x, sind von einander unabhängig. 
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19. Wir wollen nicht unterlassen, dieses wichtige Ergebnis als 
Satz zu formulieren. Um das in möglichst bequemer Form zu tun, 
bemerken wir, daß die / infinitesimalen Transformationen: 


N 
> of 
Y &,(, ee) %) &; | &) 0%, Kl) 
1 


im allgemeinen auch dann noch von einander unabhängig bleiben, wenn 
wir den & irgend welche bestimmte Zahlenwerte erteilen. Ferner be- 
merken wir, daß aus der Transformation (16) ! verschiedene Trans- 
formationen mit je einem Parameter gebildet werden können, wenn 
man nämlich der Reihe nach alle © bis auf o,, dann alle bis auf ®,, 
und so weiter, gleich Null setzt. Wir können daher sagen: | 


Satz 3. Wie groß man auch die positive ganze Zahl I wählen mag, 
eine unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise inversen Trans- 
formationen enthält stets | solche Scharen: 


vu 4 0: rt Aetenn 


von je oo! Transformationen, daß die I Ausdrücke: [334 


Rn 
of 
> EA de, (k=1,...,)) 
1 


ebensoviele unabhängige infinitesimale Transformationen bestimmen. 


$ 5. Die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen 
einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe. 


20. Wir dachten uns die endlichen Transformationen: 
uw=F,(a, ... 2) | Welen) 


einer unendlichen Gruppe mit paarweise inversen Transformationen 
durch ein System von partiellen Differentialgleichungen: 





2 
(18) W, (2, a 5, er Se, . ) — (0 &=12..) 
definiert. Wir werden jetzt zunächst zeigen, daß dieses System von 
Differentialgleichungen in einem gewissen Sinne die unendliche Gruppe 
gestattet, die es definiert. 
21. Sind: 

(19) ee 20,.0.,2) (=1,..,n) 
und: 


(20) el... eben 
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irgend zwei Transformationen unsrer unendlichen Gruppe, so ist stets 
auch: 


(21) = @(F@),..., F,@) en 


eine Transformation der Gruppe. Y,,..., I, befriedigen daher, als Funk- 
tionen von %,,..., 2, betrachtet, die Differentialgleichungen: 

‚ | „ ‚ or 0.0 
(18°) W, (2;  Knı Ir er dm dm’ ran 0x,’ dar’ ) = 0 k=1,2,...) 
identisch. 

Andererseits erfüllen x,,...,t, als Funktionen von z,,...,x, [335 
betrachtet die Gleichungen (18) identisch; denken wir uns daher aus 
(18) vermöge (20) die Veränderlichen r,,...., t, fortgeschafft, so müssen 
wir ein System von Differentialgleichungen: 





‚ ‚ 0u On. | 
(22) r = eo. Kay I» ng L,» öx,?’ re ER 022? RR ) = Ö (Kal 27  %) 


erhalten, das ebenso wie das System (18°) bei der Substitution (21) 
identisch befriedigt wird. 

Nun sind (19) und (20) ganz beliebige Transformationen unsrer 
unendlichen Gruppe, und da wir (19) insbesondere mit der identischen 
Transformation zusammenfallen lassen können, so ist auch (21). eine 
ganz beliebige Transformation der Gruppe; die Gleichungen (21) stellen 
also ein ganz beliebiges Lösungensystem der Differentialgleichungen (18°) 
dar. Wir sehen also, daß jedes Lösungensystem der Differential- 
gleichungen (18°) zugleich den Differentialgleichungen (22) genügt; 
hieraus aber folgt sofort, daß das System (22) mit dem Systeme (18°) 
“ Äquivalent ist. | 

In der Tat, das System (22) ist aus (18) entstanden, indem 
U... £, vermöge der Transformation (20) an Stelle von £,,..., L, 
eingeführt wurden; es ist daher von derselben Ordnung wie das 
System (18°) und enthält auch genau so viele unabhängige Gleichungen 
wie dieses, Da endlich das System (18°) durch Differentiation keine 
neuen Gleichungen von derselben oder von niedrigerer Ordnung liefert 
(s. 5.318 [hier S. 301]), so können die sämtlichen Lösungen von (18) 
nur dann auch Lösungen von (22) sein, wenn diese beiden Systeme 
von Differentialgleichungen äquivalent sind, wenn also alle Gleichungen 
(22) aus den Gleichungen (18°) an sich folgen und umgekehrt. 

Damit ist bewiesen, daß das System (18) immer seine Form be- 
wahrt, wenn man an Stelle von t,, .. ., £, vermöge irgend einer Trans- 
formation (20) unsrer Gruppe die neuen Veränderlichen Y\,...,r, ein- 
führt. Wir sprechen dieses Ergebnis folgendermaßen aus: 
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Satz 4. Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise 
inversen Transformationen durch ein System von partiellen Differential- 
gleichungen: 

0 2 0 | 
(18) Me, a I , ..)=0 (k=1,2,...) [336 


3 n’ dx,’ 02,’ DE Zu 





definiert, und vst: | 
RE G=1..,n) 


irgend eine der Gruppe angehörige Transformation, so gestattet das System 
der Differentialgleichungen (18) stets die Transformation: 
L, = B,(6; ... E)r z, me =1,..,n). 


22. Dieser wichtige Satz läßt sich umkehren. 
Gestattet nämlich das System (18) die Transformation: 


(23) = ll. ol = aa: 
und ist: 
(19) re F; (21, nr %,) @=1,...,n) 


irgend eine Transformation der durch (18) definierten unendlichen 
Gruppe, so bilden mit den Funktionen (19) zu gleicher Zeit auch die 
n Funktionen: 


(24) Eu. , Ko) Be 


ein Lösungensystem der Differentialgleichungen (18). Hieraus folgt zu- 
nächst, daß die Gleichungen (24) eine Transformation unsrer unend- 
lichen Gruppe darstellen. 

Um uns bequem ausdrücken zu können, wollen wir jetzt für die 
Transformationen (19) und (23) bezüglich die Symbole $ und 7 ein- 
führen; dann läßt sich das eben gewonnene Ergebnis kurz so aus- 
sprechen: Gestattet das System (18) die Transformation 7, und ist S 
eine Transformation der durch (18) definierten Gruppe, so ist stets 
auch ST eine Transformation dieser Gruppe Nun aber enthält die 
Gruppe mit 8 zu gleicher Zeit auch die Transformation S”" und also 
auch die Transformation S”' ST, das heißt, sie enthält 7. 

Damit ist das wichtige Theorem bewiesen: 


Theorem I. Ist eine unendliche kontinwierliche Gruppe mit paar- 
weise inversen Transformationen durch ein System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen: 


2 
(18) Wlan ner 9m. 0 u )=0as1,2. [337 


da 00,’ 2 dx,’ 002?’ 
definiert, so gestattet dieses System von Differentialgleichungen eine Trans- 
formation von der Form: | ' 


Der. £n)s =! G=1,...,n) 
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stets dann, aber auch nur dann, wenn die Gleichungen: 
le A 
eine Transformation der betreffenden unendlichen Gruppe darstellen. 


23. Es ist vielleicht nützlich, diesen Satz durch ein Beispiel zu 
erläutern. 
Die Differentialgleichung: 


u OL 0% a 
(25) | Pas re 
definiert eine unendliche kontinuierliche Gruppe. Sind nämlich x,,..., X, 
solche Funktionen von &,,...,%,, die der Gleichung (25) genügen, und 
Ys-: 2, solehe Funktionen von %,,...,t,, die der Gleichung: 


; AUG or, Dr. 
96 > + OLı O&s es Ua 1; 
(26) Ferch Gr. 








genügen, so befriedigen t,,...,t,, als Funktionen von &,,...,%, be- 
trachtet, die Gleichung: 


Sr 0, 








dd dm, 
die aus (25) und (26) durch Multiplikation entsteht. 
Ist jetzt: 
(27) ee =, B=1,...,0) 


irgend eine Transformation, bei der die Differentialgleichung (25) in- 
variant bleibt, so erhält die Gleichung (25) bei Ausführung der Trans- 
formation (27) die Form: 

(28) Ssaocı 00 | [338 


=... 0x 








Rn 


wo für ©,,...,%, wieder &,,...,%, geschrieben sind; andererseits aber 
zieht die Gleichung (25) an und für sich bekanntlich nach sich: 


0% 0x 
29 a Br 
(29) PAnE ee 


Multiplizieren wir daher (28) und (29) mit einander, so kommt: 


N orı ar L. 
ol, ÖL, 


Hieraus erhellt sofort, daß die Gleichungen: 
= Ffu,- 2) 5) (i=1,...,n) 


wirklich eine Transformation der durch (25) definierten unendlichen 
Gruppe darstellen. 
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24. Das Theorem I auf 8. 336 (hier S. 317) sagt aus, daß die 
Definitionsgleichungen (18) einer unendlichen Gruppe invariant bleiben, 
wenn man auf die Veränderlichen t,,..., x, eine beliebige Transforma- 
tion der Gruppe ausführt, auf die Veränderlichen &,,...,x, dagegen 
nur die identische Transformation. Es läßt sich nun leicht zeigen — 
wir lassen aber den sehr. einfachen Beweis dafür weg — daß dem 
Theoreme I das folgende zur Seite steht: 


Theorem 11. Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe mit paar- 
weise inversen T’ransformationen durch ein System von partiellen Differential- 
gleichungen: 





or 0 OH 
(18) Da KL U... L.» a: 2 -) — (0 (k=1,2,...) 


BAT, PR 0a: ? R 
definiert, so gestattet dieses System von Differentialgleichungen eine Trans- 
formation von der Form: 
web = Pla,:.,%,) (de1,..,n) 
stets dann, aber auch nur dann, wenn die Gleichungen: 


f | . ; 
u 0) Wels) 


eine Transformation der betreffenden unendlichen Gruppe darstellen. [339 


Hier werden also t,,...,t, durch die identische, x,,..., x, dagegen 
durch eine beliebige Transformation der Gruppe transformiert. 


$ 6. Die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen 
kontinuierlichen Gruppe. 


Durch das Theorem I sind wir nunmehr in den Stand gesetzt, zu 
beweisen, daß jede unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise 
inversen Transformationen gewisse infinitesimale Transformationen und 
gewisse eingliedrige Gruppen enthält. 


25. Es sei: 
(30) BBbtEeit, ut Ed...) teten 


irgend eine Schar von oo! Transformationen, die unsrer unendlichen 
Gruppe angehört, und zwar setzen wir, wie die Form der Gleichungen 
(30) zeigt, voraus, daß diese Schar die identische Transformation 
enthält. 

Fügen wir zu den Gleichungen (30) noch die folgenden: 


(31) A 


Rn 
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hinzu, so müssen wir dem Theoreme I zufolge eine Schar von x! Trans- 
formationen erhalten, bei der die Definitionsgleichungen: 

or On Or 
(18) Wal as IL,» Lu) ER , 0x,’ a) = (k=1,2,...) 
unsrer Gruppe invariant bleiben. Auf diesem Umstande beruhen alle 
folgenden Schlüsse. 


26. Wir erweitern die oo! Transformationen (30), (31), indem wir 
berücksichtigen, daß auch die Differentialquotienten der x nach den x 
transformiert werden. Auf diese Weise bekommen wir eine Anzahl 
Gleichungen von der Form: 














2E E Bu « I a. 1340 
® un Su 
»2 . 2 = 
L 
und zwar nehmen wir alle Dißerentislquotienten erster, zweiter, ... bis 


m-ter Ordnung mit, wenn das System der Differentialgleichungen (18) 
von der m-ten Ordnung ist. 

Fügen wir jetzt die Gleichungen (32) zu (30) und (81) hinzu, so 
erhalten wir in den Veränderlichen: 


or, a om, 
(33) DVEERIE IE TEEEIE TE aaa Fe 





eine Schar von x! Transformationen, bei der das Gleichungensystem 
(18) in diesen Veränderlichen invariant bleibt; das ist nur eine andere 
Ausdrucksweise für die Tatsache, daß das System der Differentialglei- 
chungen (18) bei den oo! Transformationen (30), (31) invariant bleibt. 

Um die Invarianz des Gleichungensystems (18) bequem analytisch 
ausdrücken zu können, führen wir jetzt noch die infinitesimale Trans- 


formation: . 
7) 
Xf= >: Br 2 3 
3: 


ein und erweitern auch sie durch Mitnahme aller Differentialquotienten 
der g nach den x bis zur m-ten Ordnung. Die hierdurch entstehende 
erweiterte infinitesimale Transformation: 


Xeon 


8 6; Nr. 25—27. Bildung erweiterter Trff. 391 


in den Veränderlichen (33) ist sehr leicht zu berechnen; sie muß näm- 
lich das System der Pfaffschen Gleichungen: 





o%; y, a7 a 
Gr, —.— FIT Fi Bar 
in den Veränderlichen (33) invariant lassen, und da sie &,,...,x, [341 


gar nicht transformiert, so findet man sehr leicht: 


(m) (OL\ _ SI 08 08,0%, 
= (=) 4.0508! 
] 








m uN x 0? De =, oa 03L0T, 
% (Ha ee Mr 0%, 0x, + 000 0 x, \ 


‘ Mit andern Worten: man kann die ee der oo! Transforma- 
tionen — (31), (32) kurz so schreiben: 








R 2, =%, 
X; ee ee, De ee »3 
0%. 0% (m) ( ©%; 
m | Brain 
a Rh? (m) 0°% 
PER TA ie (oe, at 
Ro 





Wie in diesen Gleichungen die Koeffizienten der höheren Potenzen 
von & beschaffen sind, wissen wir allerdings nicht; das ist aber auch 
ganz gleichgültig. 

2%. Nunmehr gehen wir dazu über, aus der oben erwähnten In- 
varlanz des Gleichungensystems (18) neue Schlüsse zu ziehen. 

Das Gleichungensystem (18) gestattet die oo! Transformationen (34). 
Denken wir uns daher in (18) alle Veränderlichen mit Strichen ver- 
sehen und drücken wir in den so erhaltenen Gleichungen: 


(35) Wi 0. WE, 


überall vermöge (34) die gestrichenen Größen durch die ungestriche- 
nen aus, so muß das hervorgehende Gleichungensystem für jeden Wert 


von & vermöge der Gleichungen (18). bestehen. Nun aber bekommen 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 21 
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wir durch das angegebene Verfahren aus (35) das folgende Gleichungen- 
system: 
i W,+eX”"(W)+:. =0 Be, 
wo wieder bloß die ersten Potenzen von & berücksichtigt sind. [342 
Soli dieses Gleichungensystem für jeden Wert von & vermöge (18) be- 
stehen, so ist jedenfalls notwendig, daß alle Ausdrücke: | 


X 2 ( W,) 


vermöge (18) verschwinden; das aber heißt nichts anderes als: das 
Gleichungensystem (18) in den Veränderlichen (33) gestattet außer den 
00! Transformationen (34) auch noch die infinitesimale Transformation 
X“”)f in diesen Veränderlichen. 


28. Da das Gleichungensystem (18) die infinitesimale Transforma- 
tion X” f gestattet, so gestattet es auch jede Transformation der von 
X") f erzeugten eingliedrigen Gruppe. Kehren wir daher zu dem ur- 
sprünglichen Standpunkte zurück, auf dem wir (13) als ein System 
von Differentialgleichungen auffaßten, so können wir sagen: das System 
der Differentialgleichungen (18) gestattet die infinitesimale Transforma- 
tion Xf und zugleich jede Transformation der von Xf erzeugten ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Damit ist aber nach Theorem I bewiesen, daß unsre „unendliche 
Gruppe die infinitesimale Transformation Xf und auch die von Xf er- 
zeugte eingliedrige Gruppe umfaßt. Wir gelangen demnach zu dem 


Theorem III. Enthält eine unendliche kontinuierliche Gruppe mit 
paarweise inversen Transformationen ©! Transformationen von der Gestalt: 
(30) w-2+ ER ae, 2) m ed: ... 2) -— rn Barnsen), 


wo & einen willkürlichen Parameter bezeichnet, so enthält sie zugleich die 
infinitesimale Transformation: 


: d 
Dia 
1 


und überhaupt die von dieser erzeugte eingliedrige Gruppe. 


29. Dieses wichtige Theorem ist noch einer Ausdehnung fähig. 
Es kann ja vorkommen, daß in den Gleichungen (30) die Koeffizienten 
von &,&%,..., =! alle verschwinden, während erst die Koeffizienten 
von 8 nicht alle null sind. In diesem Falle erhält man durch genau 
dieselben Betrachtungen wie oben den 


Satz 5. Enthält eine unendliche kontinwierliche Gruppe mit paar- [343 
weise inversen Transformationen ©! Transformationen von der Form: 


g=%+ ACHEE . 5) au er y le, ..; %,) ee Ga 





” 
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wo Il eine positive ganze Zahl > 1 bezeichnet, so enthält sie auch die in- 
finstesimale Transformation: 


= of 
> (dr, ee) rn 
1 


und die von dieser erzeugte eingliedrige Gruppe. 

Hiermit ist also bewiesen, daß jede unendliche kontinuierliche 
Gruppe mit paarweise inversen Transformationen nicht bloß unendlich 
kleine, sondern auch infinitesimale Transformationen enthält. 


30. Schließlich können wir noch mit Hilfe des Satzes 3 auf 8. 333 
[hier 5. 315] sehr leicht beweisen, daß unsre Gruppe unbegrenzt viele 
unabhängige [infinitesimale] Transformationen enthält. 

In der Tat, diesem Satze zufolge enthält unsre Gruppe stets, wie 
groß auch ! sein mag, ! Transformationen von der Gestalt: 


ven + 098,(@0,:.,2) ++ ker .m 


wo ® einen willkürlichen Parameter bezeichnet, und wo die I Aus- 
drücke: | 


(36) | > SACzE RA 2) ne Be) 
1 


'ebensoviele unabhängige infinitesimale Transformationen . darstellen. 
Nach dem Theoreme IlI gehören dann aber die / infinitesimalen Trans- 
formationen (36) und die von ihnen erzeugten eingliedrigen Gruppen 
unsrer unendlichen Gruppe an; also: 


Satz 6. Jede unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise in- 
versen Transformationen enthält unbegrenzt viele unabhängige infinitest- 
male Transformationen und zugleich die von diesen infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugten unbegrenzt vielen verschiedenen eingliedrigen Gruppen. 


$ 7. Die endlichen Transformationen einer unendlichen Gruppe [341 
sind von infinitesimalen Transformationen der Gruppe erzeugt. 


3l. Hat man eine endliche kontinuierliche, etwa eine r-gliedrige 


Gruppe: 
a CR Lu Ayo. a) N) 


mit paarweise inversen Transformationen, so weiß man, daß sich die 
Transformationen dieser Gruppe in eingliedrige Gruppen anordnen: jede 
Transformation, deren Parameter in einer gewissen Umgebung der Para- 


meter der identischen Transformation liegen, gehört einer gewissen ein- 
a 21° 
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gliedrigen Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe an und ist demnach 
von einer infinitesimalen Transformation dieser Gruppe erzeugt. 

Im vorigen Paragraphen haben wir nun allerdings gezeigt, daß 
jede unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise inversen Trans- 
formationen unbegrenzt viele eingliedrige Gruppen enthält, aber damit 
ist keineswegs bewiesen, daß die Gruppe aus lauter eingliedrigen Grup- 
pen besteht. Ob das der Fall ist, ob jede Transformation der unend- 
lichen Gruppe einer eingliedrigen Untergruppe dieser Gruppe angehört 
und also von einer infinitesimalen Transformation der Gruppe erzeugt 
ist — das ist eine funktionentheoretische Frage, deren Beantwortung 
nicht leicht zu sein scheint. Hier lassen wir diese Frage ganz auf sich 
beruhen und dürfen das um so mehr, weil wir zeigen können, daß die 
Transformationen einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe doch in 
gewissem Sinne von infinitesimalen Transformationen der Gruppe er- 
zeugt sind. | 


32.. Wir erinnern an die Entwicklungen auf 8. 327 ff. [hier 5. 309 f.]. 
Dort betrachteten wir eine Schar: 


(6) = Fa... a ©) eei,.n) 


von oo! Transformationen, die einer unendlichen Gruppe angehörte und 
die identische Transformation enthielt. Die identische Transformation 
gehörte zu dem Werte: &= 0, und zwar verhielten sich die F', in einer 
gewissen Umgebung von: e= 0 regulär. 

Wir haben damals gezeigt, daß jede der oo! Transformationen (6) 
dadurch erhalten werden kann, daß man oo! verschiedene infinitesimale 
Transformationen: 


# n ä - 
(6) Dan. an) 2 [345 
1 


nach einander ausführt. Andererseits aber fanden wir, daß unsre un- 
endliche Gruppe eine Schar Transformationen enthielt, die durch Glei- 
chungen von der Form: 


(8) ee 060. te GH) 


dargestellt wurde. Wir können daher aus dem Theoreme III, S. 342 
[hier 5. 322] schließen, daß die oo! infinitesimalen Transformationen (6’) 
sämtlich unsrer unendlichen Gruppe angehören, daß also jede der 
oo! Transformationen (6) dadurch erhalten werden kann, daß man oo! 
verschiedene infinitesimale Transformationen unsrer Gruppe nach ein- 
ander ausführt. 

Erinnern wir uns noch, daß jede Transformation, die einer Schar 
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(6) von der oben beschriebenen Beschaffenheit angehört, kurz bezeichnet 
‘werde sollte als eine in der Umgebung der identischen Transformation 
gelegene Transformation (s. S. 323 [hier S. 306]), so können wir uns 
folgendermaßen ausdrücken: 


Satz 7. Jede in der Umgebung der identischen gelegene Transforma- 
tion einer unendlichen kontinwierlichen Gruppe mit paarweise inversen 
Transformationen kann dadurch erhalten werden, daß man oo! ver- 
schiedene infinitesimale Transformationen dieser Gruppe nach einander 
ausführt. 


33. Ein recht einfaches Beispiel wird zur Erläuterung der Sache 
' geeignet sein. 

Die unendliche kontinuierliche Gruppe aller Punkttransformationen 
einer Ebene wird durch zwei Gleichungen von der Form: 


’ (37) i=F,(e, Y), y=F,(e, y) 


dargestellt, unter F\ und F, ganz beliebige Funktionen von x,y ver- 
standen; die Differentialgleichungen, welche die endlichen Gleichungen 
dieser Gruppe definieren, bestehen also bloß aus der identischen Glei- 
chung: 0 =. | 

Unter den Transformationen der Gruppe (37) wählen wir irgend 
eine bestimmte aus, etwa: 


(37) r=h(®, Y), y=hle, Y) 


und wollen nachweisen, daß diese von infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe erzeugt ist. 

Konstruieren wir zunächst eine Schar von oo! Transforma- [346 
tionen unsrer Gruppe, in der sowohl die identische Transformation 
als die Transformation (37”) enthalten ist. Zu diesem Zwecke verbinden 
wir jeden Punkt z,y mit dem Punkte r,y, in den er bei der Trans- 
formation (37°) übergeht, durch eine Gerade und bestimmen auf dieser 
Geraden einen Punkt x’, y’, dessen Entfernung von x,y sich zu der 
Entfernung der beiden Punkte x,y und t,) verhält wie 4:1. Der 
Punkt x’, y’ wird dann durch die beiden Gleichungen: 


Ba + Afı®, Yy) — x), 
y-y+ Alf, y) — Y) 


dargestellt, und es ist klar, daß diese Gleichungen mit dem willkür- 
lichen Parameter A eine Schar von oo! Transformationen darstellen, 
welche die verlangten Eigenschaften besitzt. 

Bei der Transformation (38) geht der Punkt x,y über ın Bea 
ersetzen wir A durch A + dA, so geht x,y über in einen dem Punkte 


(38) 
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x, y' unendlich benachbarten Punkt: ©’ + dx’, y + dy’. Von dem Punkte 
x',y aber können wir offenbar durch eine unendlich kleine Transfor- 
mation unsrer Gruppe zu dem Punkte: x’ + dx, y + dy’ gelangen. 
Um diese unendlich kleine Transformation zu finden, brauchen wir nur 
dx’, dy durch: x, y, A und dA auszudrücken. Wir differentiieren also 
die Gleichungen (38) nach 4: 


d $ ö Iy 
ho W)-% hey) -y 


und schaffen sodann x und y vermöge (38) fort, wobei sich Gleichungen 
von der Form: Ei 
m &@ X,y,A), “Y nla,y,a) 


ergeben. Damit ist die gesuchte unendlich kleine Transformation ge- 
funden. 

Augenscheinlich können wir aber auch sagen: von dem Punkte ' 
x,y gelangen wir nach dem unendlich benachbarten Punkte: £ + d«‘, 
y+dy, indem wir auf x, y’ die infinitesimale Transformation mit 
dem Symbole: 

(39) sw, va Hy 


ausführen. Denken wir uns nun in (39) für } der Reihe nach [347 
alle reellen Zahlen zwischen O0 und 1 eingesetzt, so erhalten wir oo! 
infinitesimale Transformationen, die, nach einander ausgeführt, gerade die 
Transformation (37) ergeben. 

Damit ist nachgewiesen, daß die Transformation (37) von oo! ın- 
finitesimalen Transformationen der Gruppe (37) erzeugt ist; denn diese 
Gruppe enthält überhaupt alle Punkttransformationen der Ebene, sie 
enthält daher insbesondere auch die oo! infinitesimalen Transforma- 


tionen (39). 


$ 8. Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen 
‘ einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe. 
34. Wie früher möge durch ein System von partiellen Differential- 
gleichungen: 


er Bene 
(40) mo 2.77 ER = a )=0 re) 


, O2,’ 0x2? 
eine unendliche kontinuierliche Gruppe mit paarweise inversen Trans- 
formationen definiert sein. 


Sind: 
Xf- Di Eis. 3 En) 5, Yf= Di n,lk, a, 
1 : 1 . 
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zwei infinitesimale Transformationen unsrer Gruppe, so gestattet das 
System der Gleichungen (40) die beiden erweiterten infinitesimalen 
Transformationen: | 


X m)f va 


or, I u OL, 


LIEREEIE FR SEE da 0’ > In? dad 


in den Veränderlichen: 


(s. 8. 339 ff. [hier S. 319 ff.]). Dann aber gestattet das System (40) zu- 
gleich auch die infinitesimale Transformation: 


AR DE elaXf+ br [348 


die aus: aXf-+ bYf durch Erweiterung entstanden ist. Wir haben also 
den Satz: 


Satz 8. Sind X,f, Xaf, Xsf, - : . infinitesimale Transformationen 
einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe mit paarweise inversen Trans- 
formationen, so enthält diese Gruppe zugleich jede infinitesimale Trans- 
_ formation von der Gestalt: 


aXftrtaeKf+aXf+ E 
welche Werte man auch den Konstanten €,, Cy, C5, - . . erteilen mag. 


Andererseits aber gestattet das Gleichungensystem (40) mit X” 
und Y"”f zu gleicher Zeit auch die infinitesimale Transformation: 


ar (m) & ym X f 


p) 
die aus: 


Xu ıı- On 


durch Erweiterung entstanden ist. Demnach gelangen wir zu dem 
grundlegenden 


Theorem IV. Sind X,f, Xaf, Xaf, - - : infinitesimale Transforma- 
tionen einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe mit paarweise inversen 
Transformationen, so gehört auch jede infinitesimale Transformation: 

RI KR (KR) eur 
der Gruppe an. 

35. Für dieses wichtige Theorem geben wir 2 noch einen anderen, 
_ elementareren Beweis. 

Sind Xf und Yf zwei infinitesimale Transformationen unsrer 
Gruppe, so enthält diese Gruppe auch die beiden zugehörigen ein- 
gliedrigen Gruppen, deren endliche Gleichungen hei Berücksichtigung 
der Glieder erster und zweiter Ordnung ee lauten: 


(41) gene, er 2 Ne: Fe G=l...,%) 
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und: 


(42) u=L En el, wW+5 In+ (=1...,n). 


Wir bringen nun zuerst den Punkt x, durch eine Transfor- [349 
mation der eingliedrigen Gruppe (41) in die neue Lage y, und sodann 
führen wir den Punkt x. durch eine Transformation der eingliedrigen 
Gruppe (42) in die neue Lage z;: 


[Z r D ‚ 2 er a ä 
GE tEenin- ut 13 Yn,+t°- @=1l,...,n). 


no wir hier aus (41) die Werte der rt; ein, so bekommen wir die 
rt, durch die 2 ausgedrückt: 


Yenrtekiu..Wt+rF Kt 
(43) | +8 {ml +eXm) + ehuon 





Die Gleichungen (43) stellen dann natürlich eine Transformation unsrer 
_ Gruppe dar. 

Andererseits bringen wir den Punkt r, zuerst vermöge der Trans- 
formation (42) in die neue Lage x. und den Punkt f, mit Hilfe von 
(41) in die neue Lage r,, dann drücken sich die r, durch die x, fol- 
gendermaßen aus: 


= ur a: Ss + ; I is 
(44) | a a EN 
+53 X + 





\ 


Auch das ist eine Transformation unsrer Gruppe. 

Betrachten wir jetzt die Transformation, die den Punkt x! in £/ 
überführt. Diese Transformation gehört unsrer Gruppe an und wird 
erhalten, wenn man f%,,...,t, aus (43) und (44) fortschafft. Zunächst 
ergibt sich: 

Beute... mL, 
wo die weggelassenen Glieder von dritter und höherer Ordnung sind. 


Drückt man hier noch vermöge (43) die x durch die x” aus, so [350 
kommt: 


(45) ug =-u te (5 —-NXmM)+--- @=1,...,n). 


Das sind, von Gliedern dritter und höherer Ordnung abgesehen, die 
Gleichungen der Transformation, die den Punkt x‘ in f/ überführt. 
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Setzt man &=€', so erhält man eine Schar von Transformationen 
unsrer Gruppe, auf die man ohne weiteres den Satz 5, S. 343 [hier 
S. 322] anwenden kann. Es ergibt sich daher sofort, daß unsre Gruppe 
die infinitesimale Transformation: 


Dr IE) ZE- XI YXf-(XY) 


enthält. 
Damit ist der versprochene zweite Beweis des 'Theorems IV geliefert. 


36. Werden die endlichen Transformationen (41) und (42) der beiden ein- 
gliedrigen Gruppen Xf und Yf beziehungsweise mit S und 7 bezeichnet, so stellen 
die Gleichungen (45) augenscheinlich die Transformation: 


(46) I N 


dar; wählt man daher insbesondere S und T beide unendlich klein, indem man 
etwa &—= 8’ —= dt setzt, so erhält die Transformation (46) bis auf Glieder zweiter 
Ordnung genau die Form: 


ui +IYTE—- An): RE 


Diese Bemerkung erklärt, wie auch hier hervorgehoben werden mag, die wichtige 
Rolle, die der Poissonsche Klammerausdruck: 


n 
an Dan an 
1 
in der Gruppentheorie spielt. 

Wir wollen ferner erwähnen, daß die Entwickelungen der letzten Seiten ‘auch 
auf solche Gruppen mit paarweise inversen Transformationen Anwendung finden 
können, die nicht durch Differentialgleichungen definierbar sind. 

Weiß man aus irgend einem Grunde, daß eine solche Gruppe die beiden in- 
finitesimalen Transformationen Xf und Y/f und also auch die zugehörigen ein- 
gliedrigen Gruppen enthält, so kann man aus dem oben Gesagten schließen, daß 
sie zu gleicher Zeit die unendlich kleine Transformation: 


=; + HAT, — X)t Geb..,n [364 


enthält; ob sie freilich die infinitesimale Transformation: (X Y) umfaßt, das ist 
eine andere Frage. 

37. Einen dritten Beweis des Theorems IV liefern uns die folgenden Betrach- 
tungen: 

Verstehen wir wiederum unter S und 7 die endlichen Transformationen (41) 
und (42) der eingliedrigen Gruppen Xf und Yf, und denken wir uns das e fest 
gewählt, &’ dagegen als beliebig, so bilden die oo! Transformationen S-17S eine 
eingliedrige Gruppe, die unsrer unendlichen Gruppe angehört und die von der 
infinitesimalen Transformation: 


IHN + SUN + 


erzeugt ist. Das System der Differentialgleichungen, das unsre unendliche Gruppe 
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definiert, gestattet demnach die infinitesimale Transformation Y/, und da = jeden 
Wert annehmen kann, so gestattet es zugleich die infinitesimale Transformation: 
(YX)= — (XY), also gehört auch (X Y) und die von (X Y) erzeugte einglied- 
rige Gruppe unsrer unendlichen Gruppe an. Das aber ist eben der Inhalt des 
Theorems IV. 

Wendet man diese Betrachtungen auf beliebige unendliche kontinuierliche 
Gruppen an, die zwar nicht gerade durch Differentialgleichungen definierbar sind, 
deren Transformationen sich aber paarweise als invers zusammenordnen, so ergibt 
sich folgendes: 

Enthält eine solche Gruppe die beiden infinitesimalen Transformationen Xf 
und Yf, so enthält sie zugleich die infinitesimale Transformation: 


Ni D 42 2760.05 2 ur2(6 2:07 OR. Eur 


welchen Wert auch e haben mag. Enthält nun aber die Gruppe überhaupt die 
beiden unendlich kleinen Transformationen: 


2 


=; Ft Pill. HMI. sw Een), 
=; tv: sam)IEL + --- Ki un) 


so enthält sie, wie man sich leicht überzeugt, bei beliebigen «a und b auch die 
unendlich kleine Transformation: 


=; + (ap +by)öi+--- Wele,n). 


Also können wir unter den gemachten Voraussetzungen schließen, daß unsre 
Gruppe die unendlich kleine Transformation, deren Glieder erster Ordnung mit 
den Gliedern erster Ordnung der infinitesimalen Transformation: 


e(YX)-+ n (YX)X)+--: 


übereinstimmen, enthält. Da e beliebig ist, können wir hieraus erkennen, daß 
unsre Gruppe überhaupt eine unendlich kleine Transformation enthält, deren 
Glieder erster Ordnung mit den Gliedern erster Ordnung der infinitesimalen [352 
Transformation (X Y) übereinstimmen. Daß dagegen unsre Gruppe die infini- 
tesimale Transformation (X Y) selbst enthält, können wir, solange die Gruppe 
nicht durch Differentialgleichungen definiert ist, nicht wirklich beweisen; doch 
kann man wohl nicht bezweifeln, daß es der Fall ist. 


38. Die vorliegende Abhandlung ist ebenso wie die über lineare Dif- 
ferentialgleichungen (diese Berichte S. 253 ff. [d. Ausg. Bd. IV, Abh.V]) 
von Herrn Professor Engel nach einem Manuskripte von mir ausge- 
arbeitet worden. 


XI. 


Die Grundlagen für die Theorie der unendlichen 1353 
kontinuierlichen Transformationsgruppen. II. Abhandlung. 


Leipz. Ber. 1891, Heft III, abgeliefert 22. 12. 1891, 8. 353—393. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 3. 8. 1891. 


Nachdem wir erkannt haben, daß jede unendliche kontinuierliche 
Gruppe unbegrenzt viele unabhängige infinitesimale Transformationen 
enthält, wollen wir jetzt zeigen, daß sich die ganze Theorie der un- 
endlichen kontinuierlichen Gruppen auf die Untersuchung der infinitesi- 
malen Transformationen soleher Gruppen zurückführen läßt. 


$ 9. Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen 
einer unendlichen Gruppe. 


1. Es seien wie bisher: 
| OL On Ob 
(1) | W, Eon Ya kan een Ins oa,’ ee, ER 0x2? 5“ ) =0 @=12.. 
die Definitionseleichungen der endlichen Transformationen einer un- 
oO oO 

endlichen kontinuierlichen Gruppe mit paarweise inversen Transforma- 
tionen. Wir wollen aber von jetzt ab für die Differentialquotienten 
der t nach den x schreiben: 

Gr DE 

0% En Ev Lu 0%, en Ei, un oo? 





so daß unsre Definitionsgleichungen in der Form: 
(2) Wa; wnry Ins is eey ind un a, En,n? L 11 ar .) = (=1,2;...) [354 


erscheinen. 
Soll die infinitesimale Transformation: 


f 7 af 
| Xf- > 8, (Eı» 2 L,) Ar, 
unsrer Gruppe angehören, so ist nach Theorem I, 8. 336 [hier S. 517] 
notwendig und hinreichend, daß das System der Differentialgleichungen 
(1) die infinitesimale Transformation Xf gestattet, oder, was auf das- 
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selbe hinauskommt, daß das Gleichungensystem (2) in den Veränder- 


lichen: &, % Yu, &an -; „ die erweiterte infinitesimale Transformation: 


1 En 
2 ES Na DE 
(3) X f> S: ap +3 OLu ee. OLı,v ze 


gestattet. Analytisch läßt sich diese Bedingung so aussprechen: es 
müssen alle Ausdrücke von der Form: 


m) oW 
(4) x" W,=- - 540 + Se ar a, . 
vermöge (2) verschwinden. 
2. Ist nun: 
(5) = F,(&,...,%) =1...,n) 


irgend eine endliche Transformation unsrer Gruppe, so werden die 
Gleichungen (2) bei der Substitution: 


3 0° F, 
(6) = Fl), &, oe Orr 





identisch erfüllt. Denken wir uns daher die Gleichungen (5) nach 
Xuy +, %, aufgelöst: 


(7) = 9l,..,%) m 


und denken wir uns weiter diese Werte von «,,. in die aus (6) 


folgenden Ausdrücke für die r, er 


I 


ei, L; PET, 2 ea 


(8) Lv 3aar 2,0), E; u ze Du); ee, 


so müssen die Gleichungen (2) auch bei der durch (7) und (8) [355 
definierten Substitution in lauter Identitäten übergehen. Oben aber 
sahen wir, daß X/ dann und nur dann eine infinitesimale Transformation 
unsrer Gruppe ist, wenn die Ausdrücke (4) vermöge (2) verschwinden. 
Wir können demnach auch sagen: X/f ist dann und nur dann eine in- 
finitesimale Transformation unsrer Gruppe, wenn die Ausdrücke (4) 
bei der Substitution (7), (8) stets identisch verschwinden, welche Trans- 
formation unsrer Gruppe auch (5) sein mag. Deuten wir die Sub- 
stitution (7), (8) durch Einschließen in eckige Klammern an, so kommt 
diese Forderung darauf hinaus, daB &,(r),:..,8,(£) die Differential- 
gleichungen: | 


De W wı- So [r]+3 [5 re) 


eu 
. k=1,2,...) 
befriedigen müssen. 
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3. Anscheinend erhalten wir auf diese Weise unbegrenzt viele ver- 
schiedene Differentialgleichungen für &,,..., &,, da ja unsre Gruppe 
unbegrenzt viele verschiedene Transformationen (5) enthält. Es läßt 
sich aber zeigen, daß die Gleichungen (9) von der besonderen Wahl 
der Transformation (5) vollständig unabhängig sind: benutzt man zwei 
verschiedene Transformationen (5) unsrer Gruppe zur Bildung der 
Gleichungen (9), so erhält man beide Male dasselbe System von Diffe- 
rentialgleichungen für &,,...,$,- 

Um diese Behauptung zu beweisen, machen wir zunächst darauf 
aufmerksam, daß die Form, in der wir das Gleichungensystem (2) be- 
nutzen, auf das System der Differentialgleichungen (9) keinen wesent- 
lichen Einfluß hat; ersetzen wir also das Gleichungensystem (2) durch 
ein äquivalentes: | 


U, Eis rn nn En Kr, 19 9 Im Ei,11r )=0 a=13..), 


so ist das System der Differentialgleichungen: 
X U] = 0 ER We. 


von dem Systeme (9) nur in der Form verschieden, vorausgesetzt natür- 
lich, daß wir beide Male zur Substitution | ] dieselbe Transformation (5) 
verwendet haben. Man vergleiche, um sich davon zu über- [356 
zeugen, Theorie der Transformationsgruppen, Abschnitt I, 8. 1099—111 
[Leipzig 1888]. 


4. Es sei nun: 


(10) X; = (81 ---, 2) | @=1,...,n) 


irgend eine andere Transformation unsrer Gruppe, und es möge sich 


aus (5) und (10) durch Fortschaffung der x ergeben: 
(11) = Pin. Z,) @=1,...,n); 


dann gehört auch die Transformation (11) unsrer Gruppe an, und die 
Transformation (10) kann offenbar dadurch erhalten werden, daß man 
zuerst (11) und nachher (5) ausführt. 

Erinnern wir uns jetzt des Theorems II, S. 338 (hier S. 319). Nach 
diesem Theoreme behält das System der Differentialgleichungen (1) 
seine Form, wenn wir an Stelle von &,,..., ©, vermöge der Trans- 
formation (11) unsrer Gruppe die neuen Veränderlichen 2,,...,%, 
einführen. Setzen wir daher: 

OL; Er OL = 
I an An Kur 
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und bilden wir die Gleichungen: 


: ie rn 
= Pf), Be 2 Ur da, 


2 ÜX, O8, = x 
Eva - 57 +: L;, T ETF 


(12) 


Ei,zz 0%, ÖKu 





\ 


indem wir uns die Differentialquotienten: 


0, 


0’ 0% ER 


alle vermöge (11) durch &,,..., @, ausgedrückt denken, so geht das 
Gleichungensystem (2) bei der Substitution oo in ein Gleichungen- 
system: 


(13) U,@,-..,2, Ion Bventem Em )=0 Behr.) 


über, das mit dem Gleichungensysteme: [357 


(14) WE... Erenlo Bvenlam Im )=0 @=u2..) 


äquivalent ist. Wollen wir also das System von Differentialgleichungen 
bilden, das sich bei Benutzung der Transformation (10) für &,,...,$&, 
ergibt, so können wir nach dem oben Gesagten statt des Systems (14) 
ohne weiteres das System (13) benutzen. 

5. Um die aus (10) folgenden Differentialgleichungen für die &,(r) 
zu erhalten, erweitern wir die infinitesimale Transformation Xf, indem 
wir Y,...,t„ als Funktionen von %,,..., X, betrachten: 





(15) Xf- 3 &; ( + + v un ne ” 


Eu, B 
iuv CL,v 


und bilden sodann die Ausdrücke: 


1 
(m) ır _ oU, 
(16) I" Uu- IE nt ne = er. 


iuv 


Ferner drücken wir vermöge (10) die @,, r,,, & durchöy, ....Lraus: 


DUVIES 


ee ee. 
und endlich machen wir in den Ausdrücken (16) die Substitution (17), 


was durch geschweifte Klammern angedeutet werden mag. Dann sind: 


I..n 
Sm) 7 | OU, er ee, 
as) (zn Sun a Se, U Eeeer 


F OLu 
Gi 
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die Differentialgleichungen, die sich bei Benutzung der Transformation 
(10). für &,,:..,&, ergeben. 

6. Wir werden nachweisen, daß die Differentialgleichungen (18) 
und (9) mit einander identisch sind. 

Unter den gemachten Voraussetzungen gehen die Funktionen W,, 
W,,... bezüglich in U,, D,,... über, wenn an Stelle der ©, X, „, Eun-- 
vermöge (12) die 2, %, ,, Eu», - eingeführt werden. Bei der Trans- [358 
formation (12) verwandelt sich aber zu gleicher Zeit die infinitesimale 
Transformation X" fin X "”f; denn X“”f ist dadurch definiert, daß es 
das System der Pfaffschen Gleichungen: 


BE 


12:0 . 
(19) dry, EIu ZSu,de, ws 0, dr,, kun SU. ,ar, Bi 0, 


u 


invariant läßt; andererseits ist X” / dadurch definiert, daB es das 


System: 


1 EBER 


3 n 
(20) dr, ae DE,dz, en 0, AT; , Te DIE LE, sl 0, 


invariant läßt. Das System (19) aber erhält bei der Transformation 
(12) die Form (20), also muß X”f bei der Transformation (12) die 


Form X "”f bekommen. 

Hieraus erhellt, daß die Ausdrücke (4) bei der Substitution (12) 
in die Ausdrücke (16) übergehen. Nun aber entstehen die linken Seiten 
der Gleichungen (18) aus den Ausdrücken (16) durch die Substitution 
(17), also können wir auch sagen: die linken Seiten der Gleichungen 
(18) werden aus den Ausdrücken (4) erhalten, wenn man zuerst die 
Substitution (12) und sodann die Substitution (17) ausführt. Erinnern 
wir uns endlich, daß die beiden Transformationen (11) und (5) nach 
einander ausgeführt die Transformation (10) liefern, so erkennen wir, 
daß die beiden Substitutionen (12) und (17) nach einander ausgeführt 
genau dasselbe ergeben, als hätten wir die Substitution (7), (8) allein 
ausgeführt. Die linken Seiten der Gleichungen (18) werden daher aus 
den Ausdrücken (4) durch die Substitution (7), (8) erhalten, mit andern 
Worten: die Gleichungen (18) sind mit den Gleichungen (9) identisch. 

“Hiermit ist bewiesen, daß die besondere Wahl der Trans- [359 
formation (5) auf die Differentialgleichungen (9) keinen Einfluß hat, 
daß man, wie auch die Transformation (5) unsrer Gruppe gewählt 
werden mag, doch immer ein und dasselbe System von Differential- 
gleichungen für: &,(X),..., &,(£) erhält. | 

‘. Es steht uns demnach ganz frei, welche Transformation (5) 
unsrer Gruppe wir zur Bildung der Differentialgleichungen (9) benutzen 


336 XI. Die Grundlagen f. d. Th. d. unendl. kont. Trfsgr. II. Leipz. Ber. 1891 


wollen. Am einfachsten wird natürlich alles, wenn wir die Trans- 
formation (5) mit der identischen Transformation zusammenfallen lassen, 
denn dann werden die £,, = &,,, wo &,, gleich 1 ist, sobald =», und 
verschwindet, sobald ©=+»v, die L;,u» ale und ebenso alle Differential- 
quotienten höherer Ordnung der r, werden gleich Null; die Differential- 
gleichungen (9) erhalten daher die einfache Form: 


In SER 
N W. 0 oW, 
(21) SR) 5] +33 n iu rel em 


Lox;, v 


wo das Zeichen O0 an der eckigen Klammer bedeutet, daß alle »,=r, 
alle x,,= &,,, alle L; u», ... gleich Null zu setzen sind. 

Denkt man sich das Gleichungensystem (2), bevor man es zur 
Bildung der Differentialgleichungen (21) benutzt, aufgelöst, so erkennt 
man, daß das System der Differentialgleichungen (21) von derselben 
Ordiune ist, wie das System (1), und daß es genau so viele unabhängige 
ee enthält wie dieses. Zugleich ist klar, daß alle aus (21) 
durch Differentiation und Elimination ableitbaren Differentialgleichungen, 
deren Ordnung die Ordnung von (21) nicht übersteigt, schon ohne 
Differentiation aus (21) folgen. 


8. Die Differentialgleichungen (21), deren allgemeinste Lösungen: 
&,%),---,8,(%) die allgemeinste infinitesimale Transformation: 


x-2:Wf 


unsrer Gruppe bestimmen, nennen wir die Definitionsgleichungen 
der infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe. 

Diese Definitionsgleichungen (21) besitzen eine für sie cha- [360 
rakteristische Eigenschaft. Sind nämlich Xf und: 


1 ER 


Yf= IelE) ni 


zwei infinitesimale Transformationen unsrer Gruppe, so ist nach 


Theorem IV, S. 348 [hier S. 327] stets auch: 


Den 
Br Qu on; 08; of 
(7) 2 = 5 on 1 an] er 





eine infinitesimale Transformation der Gruppe; mit andern Worin 


wenn: &,,...,8, und: 1,...,n, irgend zwei Lösungensysteme der Dit 
ferentialgleichungen (21) sind, so ist zugleich auch: 

Se 9%; ö8,; 

Sei. nn 


ein Lösungensystem von (21). 
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Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse zusammen in dem 


Theorem V. Lassen sich die endlichen Transformationen einer un- 
endlichen kontinuierlichen Gruppe mit paarweise inversen Transformationen 
durch eine endliche Zahl von partiellen Differentialgleichungen definieren, 
so lassen sich auch die in dieser Gruppe enthaltenen infinitesimalen 
Transformationen durch eine endliche Anzahl von Differentialgleichungen 
definieren; diese letzteren Differentialgleichungen haben die Form: 


(22) BR} air DR 6; Fe >7 Erin) nt en; 
En 
sie sind also linear und homogen .in &, (X), - .-, &,(X) und deren Differential- 


quotienten, sie besitzen überdies noch die folgende Eigenschaft: sind &,,...,&, 
und 9, ..-, 7, irgend zwei Lösungensysteme von (22), so ist stets auch: 


S (6, 5,5) | N 


ein Lösungensystem von (22). 


9. Das vorstehende Theorem soll als der erste Fundamen- [361 
talsatz der Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen bezeichnet 
werden; es entspricht dem Satze, daß r unabhängige infinitesimale 
Transformationen: 


X,f -— I 8,0, Teen %) 08, 
einer r-gliedrigen Gruppe paarweise in Beziehungen von der Form: 


er 
(EX) Do, xt („k=1,...,r) 
stehen. 

Auch der oben bewiesene Satz, daß die Differentialgleichungen (9) 
von der Wahl der Transformation (5) unabhängig sind, hat sein Ana- 
logon in der Theorie der endlichen Gruppen: er entspricht, wie bei- 
läufig bemerkt werden mag, dem Satze, daß die endlichen Gleichungen: 


Be Te ee G=1,...,n) 


einer r-gliedrigen Gruppe Differentialgleichungen von der Form: 


’ E 
N >> P,.(a, .. a,)5,,(& 0.) Geheoniksiu.,n) 
3 


befriedigen. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 22 


338 XII Die Grundlagen f. d. Th. d. unendl. kont. Trfsgr. II. Leipz. Ber. 1891 


$ 10. Unendliche Gruppen von infinitesimalen Transformationen. 
Differentialinvarianten solcher Gruppen. 


10. Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß die infini- 
tesimalen Transformationen einer jeden unendlichen kontinuierlichen 
Gruppe sich durch ein System von partiellen Differentialgleichungen 
definieren lassen, das gewisse besondere Eigenschaften besitzt: es ıst 
linear und homogen in den &, und deren Differentialquotienten; aus je 
zweien seiner Lösungensysteme kann man durch eine gewisse Operation 
ein drittes Lösungensystem ableiten; endlich hängt sein allgemeinstes 
Lösungensystem nicht bloß von einer endlichen Anzahl willkür- [362 
licher Konstanten ab — die letzte Eigenschaft folgt daraus, daß jede 
unendliche Gruppe eine unbegrenzte Anzahl von unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen enthält. 

Es liest recht nahe, zu vermuten, daß auch umgekehrt jedes System 
von partiellen Differentialgleichungen, das die eben beschriebenen Eigen- 
schaften besitzt, die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen 
Gruppe definiert. Demnach ist es naturgemäß, wenn wir jetzt zunächst 
ein beliebiges System von partiellen Differentialgleichungen betrachten, 
das die angegebenen Forderungen erfüllt. 


11. Wir denken uns also jetzt ein beliebiges System: 


a AR 


Ber a 
S DE 
(22) BER EDITOR nett @=48. 


von linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen vorgelegt, 
das die nachstehenden beiden Eigenschaften besitzt: 


Erstens soll das allgemeinste Lösungensystem von (22) nicht bloß 
von einer endlichen Anzahl willkürlicher Konstanten abhängen. 


Zweitens soll stets, wenn: &, (X), - - -, 5,.(8) und: n(£), -- -, n„(£) irgend 
zwei Lösungensysteme von (22) sind, zugleich auch: 


(, 6m; we 
ud \ Sr 5 won) @=1,...,n) 


ein Lösungensystem von (22) sein. 


Außerdenn machen wir entsprechend den Annahmen auf S. 318 
[hier S. 302] noch die folgende Voraussetzung: Wenn q die Ordnung 
des Systems (22) ist, so sollen alle Differentialgleichungen g-ter und 
niedrigerer Ordnung, die aus (22) durch Differentiationen und Elimi- 
nationen hergeleitet werden können, schon ohne Differentiation aus (22) 


folgen. 
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Unser System (22) definiert offenbar eine Schar von unbegrenzt 
vielen unabhängigen infinitesimalen Transformationen, und zwar eine 
Schar, die mit den beiden infinitesimalen Transformationen Xf und Yf 
stets zugleich auch die infinitesimalen Transformationen: aXf+bYf 
und (X Y) enthält. Es liegt nahe, eine solche Schar als eine unend- 
liche Gruppe von infinitesimalen 'Transformationen zu bezeichnen. [363 
Wir stellen daher die folgende Definition auf: 

Eine Schar von unbegrenzt vielen unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen soll eine unendliche Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen heißen, wenn sie durch ein System Differential- 


gleichungen von der Form (22) definiert ist, das die oben angegebenen 
Ligenschaften besitzt. 


12. Aus dem Theorem V folgt, daß die infinitesimalen Trans- 
formationen einer unendlichen Gruppe. stets eine unendliche Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen bilden. Später werden wir er- 
kennen, daß auch umgekehrt die infinitesimalen Transformationen einer 
unendlichen Gruppe von infinitesimalen Transformationen stets die in- 
finitesimalen Transformationen einer gewissen unendlichen Gruppe sind. 
Ist das erst nachgewiesen, so hat es natürlich keinen Zweck mehr, von 
unendlichen Gruppen von infinitesimalen Transformationen zu reden; 
diese Ausdrucksweise ist dann überflüssig, bis dahin ist sie aber sehr 
bequem und vorteilhaft. 

Zunächst werden wir beweisen, daß jede unendliche Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen unbegrenzt viele Differentialinvarianten 
bestimmt. Daraus wird sich dann ohne Schwierigkeiten ergeben, daß 
auch jede unendliche Gruppe von endlichen Transformationen solche 
Differentialinvarianten bestimmt. Durch Betrachtung gewisser Diffe- 
rentialinvarianten von besonderer Beschaffenheit werden wir dann in 
den nächsten Paragraphen beweisen, daß jede unendliche Gruppe von 
ınfinitesimalen Transformationen aus den infinitesimalen Transforma- 
tionen einer gewissen unendlichen Gruppe besteht. 

13. Die durch (22) definierte unendliche Gruppe von infinitesi- 
malen Transformationen transformiert die Veränderlichen t,, ..-, I. 
Zu diesen Veränderlichen fügen wir noch gewisse Hilfsveränderliche: 
Y}» +, ), hinzu, die bei unsrer Gruppe gar nicht transformiert werden, 
und behalten uns vor, die Zahl dieser Hilfsveränderlichen nach Bedarf 
zu wählen. Die a +7 Veränderlichen: %,,.-., La Yis -- -, d; werden 


dann bei unsrer Gruppe durch eine infinitesimale Transformation von 
der Gestalt: 


Sat, 5, 
ei 


v 


XD 
189 
% 
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transformiert, wo die &, und n, durch (22) und durch die Glei- [364 
chungen: | 
05 _ een, 
Yu Yu Od - —_ MuOEr ; 
u ONu oO’ Nu 
a nz “ 200, 08 en 
definiert sind. Ist q die Ordnung des Systems (22), so denken wir uns 
in den Gleichungen (23) alle Differentialquotienten bis mit g-ter Ord- 
nung der & und n nach den r und y mitgenommen. 

Unter den n + I Veränderlichen: %,, -- -, & Dis - - -, 9, betrachten 
wir eine gewisse Zahl, etwa n, als unabbängig und bezeichnen sie mit: 
&3 5 21, den+i—n=[ übrigen betrachten wir als Funktionen 
Von 2, ..., Zn und nennen sie: %,,... -, 4. Unsre unendliche Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen transformiert dann den +/=n 
+1! Veränderlichen: 2,, ..-, 21, %, --., % durch eine infinitesimale 
Transformation: 








er, 


(23) 


re: of . of 
DEZ DEE Une Wi), +20, (,-- an Ur) a, 
- / 


die ihrerseits durch gewisse lineare ee partielle Differential- 


gleichungen: 
er ı! 15.1 
Pula WE Pru (2, u) ar 2, 
a he „325 Tau Or + a 


S 


‚ &v 0@ L 
>> 3 [Birne u u) De 2 u) os) 4 N 


definiert wird. Man erhält diese Differentialgleichungen (24) augen- 
scheinlich, wenn man in (22) und (23) an Stelle der 2, y,& und 7 
die z, u, & und ® einsetzt. Unter den Gleichungen (24) befinden sich 
insbesondere gewisse, die aussagen, daß / von den Funktionen: &,,..., &n, 
0, ..., © nebst allen ihren Differentialquotienten erster bis g-ter [365 
Ordnung verschwinden; ferner gewisse Gleichungen, die aussagen, daß 
für »n unter den Funktionen $&,, ©, sämtliche Differentialquotienten nach 
Yy; -- -, U, verschwinden. | 

Es versteht sich von selbst, daß die Gleichungen (24) eine un- 
endliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen definieren und 
daß diese Gruppe die Veränderlichen: 2,,..., 21, %, ..., 4 genau so 
transformiert, wie die durch (22) definierte unendliche Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen. 





u 
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14. Wir erweitern jetzt die infinitesimale Transformation Z/ durch 
Mitnahme aller Differentialquotienten: 


ö Uu 0°’u u 


RE Uu,v» 02,02, = Urn eh 








etwa bis zur N-ten Ordnung einschließlich. Dabei berücksichtigen wir 
aber zunächst noch nicht, daß die &, und ®, den Differentialgleichungen 
(24) genügen. Die betreffende erweiterte Transformation, die wir Zr 
nennen, ist dadurch definiert, daB sie das System der Pfaffschen Glei- 


chungen: 
1.. 2 


(25) du, Du, ‚@2,=0, du,, Un,d2,=0, 


invariant läßt; die Ausdrücke: 
Zu Zu 


u4,V) U, VE 
werden daher lineare homogene Funktionen von: &,..., 61 @yy-:--, @t 


und deren Differentialquotienten. Demnach können wir Zf folgender- 
maßen schreiben: 


len 1: % u h dau 
oe. 0, Bf +S ee Ar Et ie 


ur 


Ss 





SSH een + 


wo die Br Br a ... ganz bestimmte infinitesimale Trans- [366 
formationen in den Veränderlichen: 


17 U u 


v’ ur Wuv) TREE 
sind und die &,, ©, sowie deren Differentialquotienten gar nicht ent- 
halten. 

15. Nunmehr mögen auch die Differentialgleichungen (24) be- 
rücksichtigt werden. 

Wir wollen annehmen, daß sich aus (24) gerade m, unabhängige 
Gleichungen nullter Ordnung bilden lassen: 


35 So 


an Zurle, u)&, + Sa (2, u)o,= 0 Gh) 


ferner gerade m, using Gleichungen erster Ordnung: 


ae S 
6 un BEN 


ron 
Zuns, + I mo, + 3 et >17 TE 
(24!) (k— 1.2. ms 


0 0 U 
en _ be.dE 4 + Piar m _ 
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aus denen nicht alle Differentialquotienten erster Ordnung fortgeschafft 
werden können, und so weiter, endlich gerade Mm, unabhängige Glei- 
chungen g-ter Ordnung: (24°), aus denen nicht alle Differentialquotien- 
ten g-ter Ordnung fortgeschafft werden können. 

Das System der my + m ++ m, von einander unabhängigen 
Gleichungen: 
(26) | (24°), (24), (24°),..., (24) 
ist dann mit dem Systeme (24) äquivalent, und es ist sicher, daß aus 
(26) durch Differentiationen und Eliminationen nur solche Gleichungen 
g-ter und niedrigerer Ordnung abgeleitet werden können, die schon 
ohne Differentiation aus (26) folgen. Außerdem ist zu bemerken, dab 
unter den gemachten Voraussetzungen die Zahl m, mindestens gleich ! 
ist, ferner die Zahl m, mindestens gleich: I! + 2nl, und so weiter. 
16. Ist die oben vorkommende Zahl N > g, so müssen wir auch [367 
die Differentialquotienten (g + 1)-ter bis N-ter Ordnung der &, und @, 
mitnehmen. Wir differentiieren daher die Gleichungen (24°) noch 
N—g Male nach z,,..., 2, und %,..-, % und bekommen auf diese 
Weise noch m,,, unabhängige Gleichungen (q + 1)-ter Ordnung, aus 
denen nicht alle Differentialquotienten (g-+ 1)-ter Ordnung fortgeschafit 
werden können, ..., endlich my unabhängige Gleichungen N-ter Ord- 
nung, aus denen nicht alle Differentialquotienten N-ter Ordnung fort- 
geschafft werden können. Das Gleichungensystem: 


De oo 0 
umfaßt dann alle linearen homogenen Relationen, die zwischen den all- 
gemeinsten Lösungen: &,..., &, ®p» -. ., @ der Differentialgleichungen 


(24) und den Differentialquotienten erster bis N-ter Ordnung dieser 
Lösungen bestehen. 

17. Das Gleichungensystem (27) denken wir uns jetzt aufgelöst, 
nach m, von den Funktionen &,, ®,, ferner nach m, von den Diffe- 
rentialquotienten erster Ordnung: | 


08, 08, co, oo, 
Ba 00. 0, 00, 
und so weiter, endlich nach my von den Differentialquotienten N-ter 
Ordnung der &, und ® . Die gefundenen Ausdrücke setzen wir in die 
oben gebildete infinitesimale Transformation Z°°f ein und bekommen 


eine verkürzte infinitesimale Transformation: 


“ er —— 08% 7% 0m, > 
ZI SEAT +0 Bf + 2A zu Burf+ 


um OU 


0%; 0.00: — 
+35 LE RE = dr, 8,.f}+ Irre 


uv 
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Hier sind die A,f, B,f,... ebenso wie vorher die A,f, B,f,... ganz 


bestimmte infinitesimale Transformationen in den Veränderlichen: 


Bi u 


u? Un» U AR 
aber es kommen jetzt nicht mehr alle: ı +{[=n-+I Funktionen er 
©, vor, sondern nur: n + 1 — m, = &, unter ihnen, ferner kommen [368 


von den (n + !)* Differentialquotienten erster Ordnung der &,, ®, 
nur noch: nn + —m= 3 | 


vor, allgemein von den Differentialquotienten A-ter Ordnung der £&,, ©, 
nur noch &,. Die betreffenden Zahlen: &,, &,, &,... sind dabei augen- 
scheinlich von der Zahl ! ganz unabhängig und sind schon durch die 
Gleichungen (22) vollständig bestimmt, ein Umstand, der uns sogleich 
von Nutzen sein wird. 

18. Nach diesen Vorbereitungen können wir endlich beweisen, 
daß die unendliche Gruppe von infinitesimalen 'Transformationen, die 
durch die Gleichungen (24) definiert wird, Differentialinvarianten besitzt. 

Eine Differentialinvariante der betreffenden Gruppe ist jede Funk- 
tion von: 2,: +, Zn; %,-.., U und von den Differentialquotienten der 
u, nach den 2,, die bei ge infinitesimalen Transformation: 


Se 2 Sr P) 
ze 
v rg u 


he 





der Gruppe invariant bleibt. Die Bestimmung aller Differentialinva- 
rianten N-ter Ordnung der Gruppe (24) kommt daher hinaus auf die 
Bestimmung aller Funktionen von: 


(28) 2 ds 
welche die infinitesimale Transformation Z”’f gestatten, dabei voraus- 
gesetzt, daß unter: &,,...,&n, @,...,@; das allgemeinste URTEyELEN. 
der Differentialgleichungen (24) etebanden wird. 
Nun kommen in VAR: nur noch: 9 + &+:*:+ ex von den 
Größen: bes 06, 2 dar "dm, 
En Du d2,’ du,’ 02,’ du,’ 


U U 


yv) Un MVYTIS 


vor und diese: 9, ++ &y Größen sind durch keine lineare homo- 
gene Relation verknüpft, wenn: &,...,&1 @,..., @; das allgemeinste 
Lösungensystem von (24) bezeichnet. Also kann eine Funktion der 
Veränderlichen (28) dann und nur dann die infinitesimale Transforma- 
tion ZM f gestatten, wenn sie eine gemeinsame Lösung der: 9 + +&v 
linearen partiellen Differentialgleichungen: 


(29) Af= I BD Ö, A 0; B,.f= Dr, [369 
e 0 Be 
1st. 
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Wir werden beweisen, daß die Gleichungen (29) ein vollständiges 
System bestimmen, das höchstens (&, + + ev)-gliedrig ist. 


19. Bedeutet: &,,..., &n, @,..-, @ı das allgemeinste Lösungensystem 


von (24), so stellt der Ausdruck Zf augenscheinlich die allgemeinste 
infinitesimale Transformation dar, die eine gewisse unendliche Gruppe 


von infinitesimalen yon in den Veränderlichen (28) ent- 
hält. Sind daher: 


Z,f- En. 2. Duden, @=1,9) 


irgend zwei infinitesimale Transformationen der durch (24) definierten 
Gruppe, und setzen wir: 


oh 
(Z, 2) mn 9; 





dh, 


so stehen die drei infinitesimalen Transformationen: 
Mad 
Zr Zn-3r. 


Mit andern Worten: der Inbegriff aller linearen partiellen Differential- 
gleichungen, die man erhält, wenn man sich in: 


ZUf=0 


in der Beziehung: 


für: &,,:.., Sn, @y-..,@ı alle Lösungen von (24) eingesetzt denkt, 
bildet ein vollständiges System in den Veränderlichen (28). Da nun 
aber die: 95, +++ ey Größen: 
08 co, 
u Qu 22, 


r SET ZUN . . . . . 
die in Z”f vorkommen, nicht durch eine lineare homogene Relation 
verknüpft sein können, solange: &,,..., &1, @,..., @; ein beliebiges [370 
Lösungensystem von (24) ist, so müssen sich die Ausdrücke: 


AA EB, 
BB) er 
(A vr) A): 


sämtlich linear und homogen durch die: 
4A,f, Bf, Ar; 


ausdrücken lassen mit Koeffizienten, die Funktionen der Veränderlichen 
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(28) sind. Das heißt aber nichts anderes als: die Gleichungen (29) 
bilden ein vollständiges System, das höchstens (&, +: + ev)- 
gliedrig ist. 


20. Die Frage, ob die unendliche Gruppe, die durch 29) definiert 
wird, Differentialinvarianten N-ter Ordnung besitzt, ist jetzt erledigt, 
wenn es uns gelingt, nachzuweisen, daß das yollslandipe System (29) 
Lösungen besitzt. 


Solche Lösungen wird es immer geben, wenn die Anzahl der in 
(29) auftretenden Veränderlichen (28) größer ist als die Anzahl der 
von einander unabhängigen unter den Gleichungen (29). Nun wissen 
wir, daß es unter den Gleichungen (29) höchstens: &, +: + ex von 
einander unabhängige gibt. Andererseits wissen wir, daß die Zahlen: 
&gy &y + „En von } unabhängig sind, während wir dagegen die Zahl der 
Veränderlichen (28) durch geeignete Wahl von ! so groß machen 
können, wie wir wollen. Demnach hat das vollständige System (29) 
stets Lösungen, wenn wir nur / in geeigneter Weise wählen. 


Kehren wir jetzt von der Gruppe (24) zu der durch (22) definierten 
Gruppe zurück, so erhalten wir den 


Satz 9. Jede unendliche Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen in den Veränderlichen x,,..., £, besitzt jedenfalls dann Differen- 
tialinvarianten, wenn man zu T,.- ® t„ noch eine geeignete Anzahl Ver- 
änderlicher: Y,,...,Y, hinzufügt, die bei der Gruppe nicht transformiert 
werden. Hat man | in geeigneter Weise gewählt und betrachtet man unter 
den Veränderlichen: X, y- - :, In» Dis - - -, U, irgend welche als Funktionen der 
übrigen, so können alle Differentialinvarianten N-ter Ordnung der Gruppe 
durch Integration eines vollständigen Systems gefunden werden, in [371 
dem die x, die y und die Differentialguotienten der abhängigen unter ihnen 
nach den unabhängigen als Veränderliche auftreten. 


21. Es ist zwar selbstverständlich, mag aber doch erwähnt wer- 
den, daß die Differentialinvarianten einer unendlichen Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen auch bei allen den eingliedrigen Gruppen 
invariant bleiben, die von den infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe erzeugt werden. 

Man kann überdies auch nach Systemen von Differentialgleichungen 
N-ter Ordnung fragen, die bei der durch (22) definierten Gruppe inva- 
yiant bleiben. Offenbar findet man alle Systeme dieser Art, wenn man 
in den Veränderlichen (28) alle Gleichungensysteme bestimmt, welche 
die infinitesimalen Transformationen: 


I, Bl; 4, B, a 
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gestatten. Freilich muß man in jedem einzelnen Falle noch unter- 
suchen, ob das betreffende System von Differentialgleiebungen inte- 
grabel ist. 


r 


s 11. Jede unendliche kontinuierliche Gruppe von endlichen 
Transformationen besitzt Differentialinvarianten. 


22. Wir denken uns wieder eine unendliche Gruppe von endlichen 
Transformationen durch ein System von partiellen Differentialglei- 
‚chungen definiert: 


or Öin Mr ; 
(30) W; A er ISURERIE A727 EEE de ae (k=1,2,...). 


Die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen dieser 
Gruppe seien: 


1... En, 08, 
(31) Da,,(2)5, de 0, (x) 0x, +... =0 (k=1,2,...). 


Unter den gemachten Voraussetzungen bilden die durch (31) de- 
finierten infinitesimalen Transformationen eine unendliche Gruppe [372 
von infinitesimalen Transformationen, und es ist natürlich jede Diffe- 
rentialinvariante der durch (30) definierten Gruppe zugleich eine Diffe- 
rentialinvariante der durch (31) definierten Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen. Wir behaupten, daß auch umgekehrt jede Differen- 
tialinvariante der zweiten Gruppe zugleich eine der ersten ist. 

23. Es sei: 

(32) = Fan. ® 8) @e1..m 


irgend eine Schar von oo! Transformationen der Gruppe (30); für: 
e=() möge diese Schar die identische Transformation liefern, und die 
F, mögen sich für: &= 0 regulär verhalten. 

Wir bilden zunächst nach Anleitung des vorigen Paragraphen 
Differentialinvarıanten der unendlichen Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen (31). Wir fügen also zu &,,...,z, noch gewisse Ver- 
änderliche %,,...,y, hinzu, die bei der Gruppe nicht transformiert wer- 
den; unter den Veränderlichen: &,,...,%,, %,--.,%, betrachten wir n, 


die 2,,...,2n heißen mögen, als Bo den +i—n=! übrigen: 
Ur. WU Hals Funktionen von 2,,.:..,%. Es sei: 
J(2,, ...o Au; U; ... U, U, 1» ...y Un; U 11 Se 3 


irgend eine der so entstehenden Differentialinvarianten N-ter Ordnung. 
Bei den Transformationen (32) werden die Veränderlichen: z,,...,x 
Yıy:-:,Y, folgendermaßen transformiert: 


= Fila, Ze €), U, 


n? 


Yu (=1,...,n; u=1,...3,)). 
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Schreiben wir diese Transformationen in 2,,.. .,2m U. -, Ur: 


(33) | ee Pa dan Uıy-ı U; €) 


— ion 
N 


so kommt unsre oben aufgestellte Behauptung darauf hinaus, daß J 
bei den oo! Transformationen (33) invariant bleiben soll. 


24. Um zu beweisen, daß dies der Fall ist, verfahren wir ebenso, 
wie beim Beweise des Satzes 2 auf S. 330 [hier S. 312]. 

Wir denken uns die ange (33) nach 2,,...., Ay, U, .,.% 
aufgelöst, was ergeben möge: 


(34) | 2 — Puldın >23 du ee, 6) 
se X, ee An, U, , N Ur; €) 


Ferner bilden wir die en 


N I 





d3; —-. $ 
* - on „5% e) 





de 
duu a (2, U, € m 
ds je | 08 n Fu x u 0, (ZU,E). 


Dann stellt der Ausdruck: 
tt re el 2 
Zr Da u e) GE + Dolame) ya, 


für jeden Wert von & eine der infinitesimalen Transformationen dar, 
durch welche: #,...,2n; %,-.., % bei der unendlichen Gruppe (30) 
transformiert werden (vgl. S. 324—326 und Theorem II, S. 342 [hier 
S. 306—309 und S. 322]); es ist also: 


ZN, de). 
Machen wir nun in der Funktion: 
Ru 
die Substitution (33), so bekommen wir eine Gleichung von der Form: 
Bene ee 2 un, 


und es wird ee 


a a al, Un: J=d, 


wo Z”f aus Z®°f erhalten wird, wenn man: 2,..., Em Yır-- %, 
%,,... durch die entsprechenden deutschen Buchstaben ersetzt. Hier- 
aus folgt, daß X von & frei ist, und daß der Wert von X gefunden 
wird, wenn man in der Gleichung (35) e= 0 setzt. 
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Für: &= 0 geht aber (33) in die identische Transformation über, also 
hat die Gleichung (35), die vermäge (33) besteht, die einfache Form: 


BO A An sn Min 0) el 2 ua u a 


Mit andern Worten: die Funktion J(z, u, %, ,,...) bleibt bei jeder der 
oo! Transformationen (33) invariant. 


25. Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen, und wir 
haben das 


Theorem VI. Jede unendliche kontinuierliche Gruppe, deren endliche 
Transformationen durch ein System partieller Differentialgleichungen : 
(30) We De = ) — 0 1,2...) 
definiert werden können, besitzt jedenfalls dann Differentialinvarianten, 
WENN MAN ZU %,..., X, moch eine geeignete Zahl solcher Veränderlicher 
Yy:::, 9, hinzufügt, die bei der Gruppe nicht transformiert werden. 

Um solche Differentialinvarianten zu bilden, hat man, nach geeigneter 
Wahl von 1, irgend welche unter den Veränderlichen: & 5. - 5 > Yıy: 9, 
als Funktionen der übrigen zu betrachten. Die Differentialinvarianten sind 
dann Funktionen von: & 5. .,%,5 Yı,-..Y, und von den Differentialguotienten 
der abhängigen unter diesen Veränderlichen nach den unabhängigen; als 
Differentialinvarianten sind sie dadurch gekennzeichnet, daß sie bei jeder 
Transformation der unendlichen Gruppe ihre Form bewahren. 

Die betreffenden Differentialinvarianten lassen sich überdies defi- 
nieren als die Differentialinvarianten der unendlichen Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen, die von den infinitesimalen Transformationen 
der durch (30) bestimmten Gruppe gebildet wird. Ihre Anzahl ist unbe- 
grenzt, aber alle Differentialinvarianten von gegebener Ordnung können 
durch die Integration eines gewissen vollständigen Systems gefunden 
werden. | 


$ 12. Die unendliche Gruppe aller Punkttransformationen 
in n. Veränderlichen. 


26. Unsre Aufgabe ist nunmehr, die Umkehrung des Theorems V 
zu beweisen, also zu zeigen, daß jede unendliche Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen aus den infinitesimalen Transformationen 
einer gewissen unendlichen Gruppe von endlichen Transformationen be- 
steht. Wir werden dabei den Umstand benutzen, daß die Definitions- 
gleichungen der endlichen Transformationen einer unendlichen Gruppe [375 
in gewissem Sinne bei den infinitesimalen Transformationen dieser 


Gruppe invariant bleiben (Theorem I, 8.336 [hier S. 317]). 
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Ist nun eine unendliche Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen vorgelegt, so werden wir zeigen, daß bei dieser Gruppe ein 
System von Differentialgleichungen invariant bleibt, das eine unendliche 
Gruppe von endlichen Transformationen definiert, und zwar eine unend- 
liche Gruppe, deren infinitesimale Transformationen gerade die gegebene 
unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen bilden. 

Ehe wir jedoch die angedeuteten Untersuchungen ganz allgemein 
in Angriff nehmen, wollen wir einen besonders einfachen Fall behan- 
deln; wir werden dabei zu Ergebnissen gelangen, die uns später bei 
dem Falle einer beliebigen unendlichen Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen die Bildung des eben erwähnten invarianten Systems 
von Differentialgleichungen wesentlich erleichtern. 


27. Wir betrachten die unendliche Gruppe aller infinitesimalen 


Transformationen: 
1. 


N ..Nn 2 
Xf= SE, ... Lt.) 3 


° 


in den rn Veränderlichen x,,...,t,. Dieser Fall ist besonders einfach 
deswegen, weil wir von vornherein wissen, daß die betreffende Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen aus den infinitesimalen Transfor- 
mationen der unendlichen Gruppe aller endlichen Transformationen in 
U, 2, besteht. Nach Theorem VI sind daher die Differentialinvari- 
anten unsrer unendlichen Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
zugleich auch die Differentialinvarianten der unendlichen Gruppe aller 
endlichen Transformationen in X, -.., L,- 

Zu den Veränderlichen t,, ..., £, fügen wir jetzt noch » weitere 
%,..,%, hinzu, die bei Xf gar nicht transformiert werden; %,...,T, 
betrachten wir als Funktionen von %,,...,%, und fragen nach allen 
Funktionen von: 


727 0*%; 
MEERE 7?) Fr a Re Er Evan 


die bei allen infinitesimalen Transformationen Xf invariant bleiben. 
Diese Funktionen sind dann natürlich gewisse Differentialinvarianten 
der unendlichen Gruppe aller Transformationen in &,,...,L,- 

28. Zunächst ist klar, daß es keine Funktionen von t,,...L, [376 
allein gibt, die bei allen infinitesimalen Transformationen Xf invariant 
bleibt; denn schon die » infinitesimalen 'Transformationen: 

u IR 
0.0, 


besitzen keine gemeinsame Invariante. 
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Erweitern wir X durch Mitnahme der r,,, so kommt: 
Km X > ae, 
jede Funktion der x, und r,,, die bei allen infinitesimalen Transfor- 
mationen X invariant bliebe, müßte daher die Gleichungen: 


en 
of es y Di: ® 
(37) dr, a an Ö, _ dr, , — () i=l,..,n) 


erfüllen. Von diesen sagen die ersten » aus, daß die Funktion von 
Ys +-» L, frei ist; die letzten nn zeigen ebenso, daß sie von den L, 
frei ist, denn die Determinante: 


re 


$) 


verschwindet nicht identisch. 
Es gibt demnach auch keine Differentialinvariante erster Ordnung 
von der verlangten Beschaffenheit; dagegen stellt offenbar die ner 
— (0) eine bei unsrer endlichen Gruppe invariante Differential- 
de erster Ordnung dar. 


29. Nehmen wir auch noch die x, ,, hinzu, so erhalten wir aus Xf 
die erweiterte infinitesimale Transformation: 


..;R 
Sn xt 95, y : ne 
3% rt Ta Lo,» zz RD 


wo &,, wie gewöhnlich en wenn ?=+1r ist, und den Wert 4 
besitzt, wenn v —=r ist; dieses &,, ist eingeführt, weil Gr ln ist, 
und der Differentialquotient von f nach rt, ,, doch nur einmal be- [377 
rücksichtigt werden darf. Soll daher eine Funktion der r,, r;,, &,. bei 
allen infinitesimalen Transformationen X f invariant. bleiben, so muß sie 
die Gleichungen: 


Kar Kö S 


ivVT 


a 
0,0. =, 
1..n df Ion Be af 
R €E,7z ” 
(88) = went a 
a i 
Sara 2) 








v er or, vT 
befriedigen. 


Die Gleichungen in der letzten Reihe von (38) lassen sich folgen- 
dermaßen schreiben: 


1 x 


= Sr v > (1 a: €, 2) Un, ” nn Fr 0, 
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sie ziehen also, da 4 nicht identisch verschwindet, die Gleichungen: 


.N 


ne. _. 
nach sich; diese wiederum ergeben aus demselben Grunde die Glei- 
chungen: 


ERBE are (‚nyz=1,. .,n), 


die zeigen, daß f von den %,,, frei ist. Da wir nun aber schon ge- 
sehen haben, daß es keine Differentialinvarianten erster Ordnung von 
der verlangten Beschaffenheit gibt, so ist hiermit auch bewiesen, daß 
es keine solchen von zweiter Ordnung gibt. 


30. Um allgemein zu beweisen, daß auch bei beliebigem N keine 
Differentialinvarianten N-ter Ordnung von der verlangten Beschaffen- 
heit vorhanden sind, denken wir uns Xf durch Mitnahme der Differen- 














tialquotienten %,,, E,., -.. bis mit N-ter Ordnung erweitert. Die so 
entstehende infinitesimale Transformation können wir kurz schreiben: 
1,7 br. i9- 
ML of 08) Of | 13 
X" f= 250 ör, 2: = dx, N 
(39) . 
RT) of 
e1 OX,, or 0%, 7 OL, a ’ 


N 
„vn den Bedingungen: 


SswSswyS...Svy 


wo die Summationsbuchstaben v,, v3, .. 


genügen müssen. Denken wir uns die in (39) angedeuteten Differen- 
tiationen ausgeführt, so kommt: 


za SeWarı S® u rt 





(40) 
0 er 
ee At 
wo die A,f, A,,f, -.. gewisse infinitesimale Transformationen in den 
Veränderlichen r,, t;,, - - ; bezeichnen, und wo z,, ..., ty denselben Be- 


dingungen genügen müssen, wie oben v,,....,vx- 

Soll es nun eine Funktion von den x und deren Differential- 
quotienten erster bis N-ter Ordnung geben, die bei allen infinitesimalen 
Transformationen X’ invariant bleibt, so muß diese alle Gleichungen: 


(41) et 
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befriedigen; es ist aber leicht, zu sehen, daß diese Gleichungen von 
einander unabhängig sind und nur befriedigt werden können, wenn f 
von den t, und von deren Differentialquotienten frei ist. 

In der Tat, die tr, sind unbestimmte Funktionen von x,,...., 2,5 es 
genügt daher, nachzuweisen, daß die Gleichungen (41) auch dann noch 
von einander unabhängig sind, wenn wir in ihren Koeffizienten für die 
t, irgend welche bestimmte Funktionen von den x einsetzen, etwa t, = x. 
Machen wir aber in den Koeffizienten von (41) die Substitution: 1, = z, 
oder, genauer gesagt, die Substitution: 





(42) L; 27 I; Er Ze En Esz Far Li,v,...ry ER 9 
so kommt einfach: [379 
0 OR 2: öf 
A,f= 2%? 4,.f= A ...y Ayz..yl = A 


Man sieht das sofort, wenn man die Substitution (42) auf die Koeffi- 


zienten der beiden Formen (39) und (40) von X” ausführt und die 
beiden erhaltenen Ausdrücke mit einander vergleicht, wobei noch zu be- 
achten ist, daß &,,...,&, beliebige Funktionen ihrer Argumente sind. 
Damit ist bewiesen, daß die Gleichungen (41) von einander unab- 
hängig sind und das Verschwinden aller Differentialquotienten: 


, 7)... TN 


nach sich ziehen; es gibt also auch keine Differentialinvarianten N-ter 
Ordnung von der verlangten Beschaffenheit. 


$ 13. Der zweite Fundamentalsatz. 


31. Es sei jetzt wieder eine beliebige unendliche Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen gegeben, und zwar durch ein System von 
partiellen Differentialgleichungen: 





m l..n r 

(43) Sit Sn dgr+ 0 &=12... 
Wir setzen voraus, daß dieses System von der Ordnung g ist, und daß 
sich durch Differentiation und Elimination keine neuen Gleichungen 
gq-ter und niedrigerer Ordnung ableiten lassen. Das allgemeinste Lö- 
sungensystem von (43) soll natürlich nicht bloß von einer endlichen 
Anzahl willkürlicher Konstanten abhängen. 

Unter N verstehen wir irgend eine positive ganze Zahl, die auch 
größer als q sein kann. Ist N>q, so fügen wir zu (43) alle durch 





8 12, 13; Nr. 30—32. Eine beliebige unendl. Gr. 353 


Differentiation entstehenden Gleichungen (q + 1)-ter,...., N-ter Ordnung 
hinzu. Das erhaltene System denken wir uns dann ähnlich wie auf 
S. 367 [hier $. 342] aufgelöst, nämlich nach je m,, m,, ..., my von den 
Differentialquotienten nullter, erster, ..., N-ter Ordnung, und zwar so, [380 
daß jedesmal m, von den p, Differentialquotienten v-ter Ordnung durch 
die p,— m, übrigen und durch solche von niederer Ordnung aus- 
gedrückt sind. 

Nunmehr betrachten wir t,, ..., t, als Funktionen von gewissen 
Veränderlichen &,, ..., %,, die gar nicht transformiert werden, und 
suchen alle Funktionen von: 


ou ak TER 
L;, 0x, mel Öx, Ox, et ns 





die bei allen durch (43) definierten infinitesimalen Transformationen 
invariant bleiben. 
32. Wir erweitern wie auf S. 377f. [hier S. 351] die infinitesimale 


Transformation: 


xr- en. war 


durch Mitnahme aller iin: E 
Ordnung: 


bis zur N-ten 


i,v? . . 





ar N 


(40) 








N) N 
+ ee ale, > z er Ara. 


In dieser infinitesimalen Transformation drücken wir jetzt vermöge (43) 
jedesmal m, Differentialguotienten v-ter Ordnung der $&, durch die p, — m, 
übrigen und durch die von niederer Ordnung aus und bekommen eine 
verkürzte infinitesimale Transformation: 


X SEHDAF+N Dr A,.f+ 


NE ge 
+ BL + >, aus En BEE 


in der von den &, nur noch 9, — m,, überhaupt von den Differential- 
quotienten v-ter Ordnung der &, nur noch p, — m, vorkommen. Die 


A,;f, A;.h, ;.. sind linear aus den A,f, A,,f, ... zusammengesetzt, und 
zwar ist: 
4, = 4; Yan = Pi (B A » Piuy (tl Be ale [381 
4 Mm 
A,.f= A..f+2 — 0.) 2 Ken a ur. 0) 4% a 
uv uvr 





Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd VI 23 
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bei der Substitution (42) wird daher: 
Af= “ + RE 
I, 


=! 


re) ee SE =D 


1,V 


en x) un ® 2) = 





se T 1 ae v z Eu, vr 





wo offenbar in den A,f lauter andere Differentialquotienten: 
2 
OEu, 





vorkommen als die, nach denen die A,,f aufgelöst sind, und so weiter. 


33. Die gesuchten Differentialinvarianten sind nun offenbar die 
gemeinsamen Lösungen der: 9 — Mm + "+ Px — My linearen partiellen 
Differentialgleichungen: 


(46) ARD UL A 


Von diesen Gleichungen wissen wir schon, daß sie ein vollständiges 
System bestimmen (s. 8. 369£. [hier S. 344f.]); in unserm Falle sind 
sie überdies offenbar von einander unabhängig, also bilden sie ein 
(Po — My + + Pr — My)-gliedriges vollständiges System, und da sie: 
Po +:::+ Pr unabhängige Veränderliche enthalten, so haben sie ge- 
rade: m, + ::- + my unabhängige Lösungen gemein. 

Das Gesagte gilt für jeden Wert von N, also besitzt unsre unend- 
liche Gruppe von infinitesimalen Transformationen die folgenden Dif- 
ferentialinvarianten von der verlangten Beschaffenheit: Gerade m, unab- 
hängige Differentialinvarianten nullter Ordnung: 


0 . 
Jı (Es An L) Mal uneN 


gerade m, von einander und von den Ju unabhängige Differentialinvari- 
anten erster Ordnung: 


1 \ 
Ju BE: eg In» L,1» en en (v=1,...,m,), 


überhaupt my Differentialinvarianten N-ter Ordnung, die von einander [382 
und von denen niedrigerer Ordnung unabhängig sind. 

Die besprochenen Differentialinvarianten besitzen mehrere wichtige 
Eigenschaften. Man kann nämlich erstens aus jeder von ihnen durch 
einfache Differentiation nach &,, ..., x, beliebig viele neue Differential- 
invarianten von höherer Ordnung ableiten; zweitens kann man, sobald 
alle Differentialinvarianten g-ter Ordnung gegeben sind, überhaupt alle 
Differentialinvarianten (qg + 1)-ter und höherer Ordnung durch Differen- 
tiation herstellen; endlich drittens bleibt der Inbegriff aller Differential- 
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invarianten nullter bis g-ter (und höherer) Ordnung nur bei den durch 
(43) definierten, sonst aber bei keinen infinitesimalen Transformationen 
in den Veränderlichen x,, ...., £, Invariant. 


34. Das erste läßt sich sehr leicht einsehen. Ist nämlich: 
Re ee 


irgend eine Differentialinvariante (N —1)-ter Ordnung von der ange- 
gebenen Beschaffenheit, so genügt J als Funktion von &,,...,x, der 
Gleichung: 


(47) A > a = da, — —(, 


wo 0J:0x, die Form hat: 
20 N 
DI N 04 0J 
or, : or, Ei,» es 2 DL: Erv a 


Ist nun X eine beliebige infinitesimale Transformation der durch (43) 
definierten Gruppe, so ist X” J=0, und ebenso wird: 


x” 5) = > 


denn X“”f muß das aus der Gleichung (47) und aus den Gleichungen: 


EN 


In 
> ar ee 
dr, I, L,dx, eG, 0, neieg Mkı,n..r,_, Aue BE Er...r,_ vd u 0 
v v r 


gebildete System von Pfaffschen Gleichungen invariant lassen. [383 
Demnach ist 5J: 0x, wirklich eine Differentialinvariante N-ter Ordnung. 


35. Um die beiden andern Eigenschaften unsrer Differential- 
invarianten zu beweisen, müssen wir etwas weiter ausholen. 
Die Gleichungen (43) waren nach: m, +++ m, von den &, und 
deren Differentialquotienten erster bis g-ter Ordnung auflösbar; wir 
wollen die betreffenden Größen so bezeichnen: 








08; O8; 
(48) | 5; Da Ole + Obn, 
Die: pp — Mm, + +9, — m, übrigen mögen von jenen durch andere 
Benennung der Indizes unterschieden werden: 
08; 078; 
(49) e a d = 
I En On, 


Außerdem wollen wir noch voraussetzen, daß die Koeffizienten in den 


Auflösungen von (43) sich für: 1, =0,..., rt, = 0 regulär verhalten. 
23* 
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Wählen wir nun N =, so können wir die Gleichungen (46) ge- 
nauer so schreiben: 


(50) Ar 2 U 
wo. die Indizes i,n, ... dieselben Werte zu durchlaufen haben, wie in 
(49). Erinnern wir uns ferner der Form (45), welche die An. ..be 


der Substitution (42) annehmen, so erkennen wir, daß die Gleichungen 
(50) sich nach den Differentialquotienten: 


vu. of 


EEE a u 
ou’ On Omen 





auflösen lassen, und daß die Koeffizienten in den aufgelösten Gleichungen 
sich für das Wertsystem: 


L, = 0 L,,n —-&, L,,zo = 0, N BRD 

regulär verhalten. [384 

Als Lösungen des vollständigen Systems (50) können wir daher 
seine: my + + m, Hauptlösungen für: 


(51) ud, En et ee; on a 


d 
benutzen. Diese Hauptlösungen sind gewöhnliche Potenzreihen der: 


n+p,+:::+p, Größen: 


Eye cn dm Lı,n Be 72,5 I.,mm? Be, a. ua 


bei der Substitution (51) reduzieren sie sich der Reihe nach auf die 
Größen: | 


L;; En a Un...ng? 


wo die Indizes i, v, ... dieselben Werte zu durchlaufen haben wie in 
(48); wir wollen sie deshalb so nennen: 
(52) J;, a, a 


Dabei ist von vornherein klar, daß die J, von nullter Ordnung 
sind, die J,, von erster, und so fort; da nämlich die Gleichungen (46) 
für jeden Wert von N ein vollständiges System bilden, so sind die 
Hauptlösungen des Systems (46) in jedem der Fälle: N=0, 1,...,q 
zugleich Hauptlösungen des Systems (50). Selbstverständlich lassen 
sich auch alle Differentialinvarianten nullter bis g-ter Ordnung durch 
die: my ++ m, Funktionen (52) ausdrücken. 

36. Es ist nunmehr leicht, zu beweisen, daß die durch (43) de- 
finierten infinitesimalen Transformationen die einzigen sind, die jede 
einzelne der Funktionen (52) invariant lassen. 
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In der Tat, soll die infinitesimale Transformation: 
Xf= 5 5, 


jede der Funktionen (52) invariant lassen, so ist notwendig und hin- 
reichend, daß die Ausdrücke: | 


(53) X  K 


iv]... vg 


sämtlich identisch für alle Werte der: n+p, +: + p, Größen: 
Inn im Im Euer (%7%,...=1,..,n) [385 


verschwinden. Eine notwendige Bedingung ist daher, daß die Aus- 
drücke (53) bei der Substitution: 


(54) Erz — een &,mm a 0, es Urn... N) rn eh.,n) 


noch für alle Werte von x,,...., £, identisch verschwinden. Mit anderen 
Worten: Xf läßt die Funktionen (52) jedenfalls nur dann invariant, wenn 
&19 5, die: m, ++ m, Gleichungen: 


(55) RIO, 2, RT.) 0 


befriedigen, wo die runden Klammern andeuten, daß die Substitution 
(54) ausgeführt ist. 

Die Gleichungen (55) stellen nun, wie aus den Eigenschaften der 
Hauptlösungen (52) leicht folgt, gerade: m, ++ m, unabhängige 
lineare homogene Differentialgleichungen für &,,..., &, dar, und zwar 
sind diese Differentialgleichungen nach den: my +»: + m, Größen: 

08; or, 

(48) ne oe 

auflösbar, genau in derselben Weise, wie wir uns auf $. 383 [hier 
S. 355] die Gleichungen (43) aufgelöst dachten. Andrerseits wissen 
wir, daß Xf stets, wenn &,,...,&, die Gleichungen (43) erfüllen, die 
Funktionen (52) invariant läßt; also können wir schließen, daß die 
Gleichungen (55) nichts andres sind, als die Gleichungen (43) in 
andrer Form. | 

Damit ist wirklich bewiesen, daß die Gleichungen (43) die all- 
gemeinste infiuitesimale Transformation definieren, bei der die Funk- 
tionen (52) sämtlich invariant bleiben. 

3%. Endlich ist noch zu beweisen, daß man aus den m, Differen- 
tialinvarianten g-ter Ordnung: 


(56) 





3, 11...99 
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durch Differentiation nach x,,..., x, gerade die nötige Zahl, nämlich 
m,;ı solche Differentialinvarianten (g + 1)-ter Ordnung erhält, die von 
einander und von den Differentialinvarianten niedrigerer Ordnung un- 
abhängig sind. Auch das ist nicht schwer. 

Wir wissen, daß sich aus (43) durch einmalige Differentiation [386 
nach X, ---,t, so viele Gleichungen (g + 1)-ter Ordnung ergeben, 
daß man nach gerade m,,, von den Differentialquotienten (9 + 1)-ter 
Ordnung der & auflösen kann. Da nun die beiden Systeme (43) und 


(55) äquivalent sind, so ergibt sich, daß die n.m, Ausdrücke: 





» 0 () 2 
(5%) ae) Fe 
in bezug auf m,,;, der Differentialquotienten: 


Ob Oleg 


von einander unabhängig sind. Andrerseits ist klar, daß in jedem der 
n.m, Ausdrücke: 


6 
(59) ea J; Be n (=1,...,n) 
der Koeffizient von: 
(60) Er... 7H+1 


jedesmal derselbe ist, wie der Koeffizient des Differentialquotienten 
(58) in dem entsprechenden der Ausdrücke (57). Mithin sind die 
Ausdrücke (59) in bezug auf m,,, von den Größen (60) von einander 
unabhängig. Hieraus folgt aber, daß sich unter den ». m, Differential- 
invarianten (q + 1)-ter Ordnung: 

0: 

or, $Wvy...9g 
wirklich gerade m,,, befinden, die von einander und von denen niedri- 


gerer Ordnung unabhängig sind. 


38. Nach diesen Vorbereitungen sind wir endlich im Stande, das 
Ziel zu erreichen, das wir uns zu Anfang des $ 12 gesteckt haben. 

Wir suchen jetzt direkt ein System von partiellen Differential- 
gleichungen: 


(61) Mate ee et BL) 


das die endlichen Transformationen einer gewissen unendlichen [387 
Gruppe definiert, und zwar soll diese Gruppe alle infinitesimalen Trans- 
formationen enthalten, die durch (43) definiert sind, sonst aber keine 
weiter. 
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Es ist von vornherein klar, daß die Differentialgleichungen (61), 
wenn sie existieren, von der identischen Transformation: t,= x, be- 
friedigt werden müssen, daß also die Substitution: 


(62) TE Se 0 Urv =(,. 

auf (61) ausgeführt lauter Identitäten liefern muß. Aus den Ent- 
wiekelungen der S. 353—359 [hier 5. 331—336] geht überdies hervor, 
daß die Gleichungen (61) von der g-ten Ordnung sein müssen, und daß 
es unter ihnen gerade: m, ++ m,=s von einander unabhängige 


geben muß. 


39. Nach Theorem I, $. 336 [hier $. 317] muß das System der 
Differentialgleichungen (61) jede der durch (43) definierten infinitesi- 
malen Transformationen gestatten; das Gleichungensystem (61) in den: 
+2, ++, Veränderlichen: 2,1, &;,, ... muß also die infini- 
tesimale Transformation KR gestatten, vorausgesetzt, daß man darin 
für &,,..., &, das allgemeinste Lösungensystem von (43) eingesetzt hat. 
Dazu wiederum ist notwendig und hinreichend, daß das Gleichungen- 


system (61) die auf 5. 380 [hier 5. 353] definierten: 
a 


infinitesimalen Transformationen: 


Al, Aust, re) Ah 
gestattet. 

Erinnern wir uns jetzt der Eigenschaften dieser infinitesimalen 
Transformationen und bedenken wir, daß das Gleichungensytem (61) 
bei der Substitution (62) identisch erfüllt sein muß, so erkennen wir, 
daß das Gleichungensystem (61) sich durch Relationen zwischen den 
Lösungen des vollständigen Systems: 


A,f=0, A,.f=9, Bi A. u 


ausdrücken lassen muß. 

Dieses vollständige System besitzt [ja] gerade » + s unabhängige 
Lösungen, nämlich erstens: &,,...., 2, und zweitens die s Differential- 
 invarlianten (52), die wir jetzt kurz: J,,..., J, nennen wollen. Da nun 
das System (61) gerade s unabhängige Gleichungen enthalten muß und 
da es sicher keine Relation zwischen &,,..., z, allein liefert, so [388 
muß es notwendig nach J,,..., J, auflösbar sein und also die Form 


haben: 
0 ÖL, 
(63) J, 03 ES) L,» ER ee) a OS ) = &, (2), SE ) 2.) (k=1,..4 8), 


wo ei die Funktion von &,,..., x, bezeichnet, die aus J, durch die 
Substitution (62) entsteht. 
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40. Die Gleichungen (63) stellen ein System von Differential- 
gleichungen g-ter Ordnung für &,,...,t, dar. Wegen der Eigen- 
schaften der Differentialinvarianten J,,..., J, ist es sicher, daß sich 
aus (63) durch Differentiation und Elimination keine Gleichung g-ter 
oder niedrigerer Ordnung ableiten läßt, die nicht schon ohne Differen- 
tiation aus (63) folgt. Demnach definieren die Gleichungen (63) eine 
Schar von endlichen Transformationen, der die identische Transforma- 
tion angehört. Wir behaupten, daß diese Schar eine Gruppe bildet, 
und daß die betreffende Gruppe keine andern als die infinitesimalen 
Transformationen enthält, die durch (43) definiert sind. 


Es seien: 
(64) = Fila... ©) eu 
und: 
(65) E nn d; (&, = 5) ee 


zwei beliebige Transformationen der durch (63) definierten Schar; dann 
ist zu beweisen, daß stets auch die Transformation: 


(66) = 520, ,82.6)) (@=1,...,n) 
dieser Schar angehört. 


41. Unter den gemachten Voraussetzungen genügen die x, als Funk- 
tionen von &,,..., 2, den Differentialgleichungen (63), und die x; als 
Funktionen von t,, -.., it, den Differentialgleichungen: 


‚ ‚ G or or), 
(63) J, (Ki rd ER wo. En ns = (6, .n &) (k=1,...,s). 


Demnach genügen die r; als Funktionen von &,,...,x, gewissen [389 
Differentialgleichungen: 

’ Ob 0X, 
UA a 3 .) = 3 (Fu@) ..., F,@) 


(kelrı.ıa, 


die man aus (63) durch die Substitution: 


ou _ 9 0%, 
(68) 5=F,(e), eo 
erhält, wobei man sich aber die Differentialquotienten der x, nach den 
tr, vermöge (64) durch z,,...,x, ausgedrückt zu denken hat. 

Das System (67) besteht natürlich aus s unabhängigen Gleichungen 
und ist von derselben Ordnung wie das System (63). Seine Form 
hängt anscheinend von der Wahl der Transformation (64) ab; wir 
werden aber sehen, daß sie in Wahrheit nicht davon abhängig ist. 
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42. Das System (63°) nämlich gestattet offenbar alle infinitesi- 
malen Transformationen: 


Re 
xf- I: ... 28 n ’ 


die der durch (43) definierten Schar angehören; außerdem wird es 
durch die Substitution: x; = r, identisch befriedigt. Hieraus folgt, daß 
das System (67) ebenfalls alle die betreffenden infinitesimalen Trans- 
formationen X’f gestattet und daß es bei der Substitution: 


(69) Dein.) Ben 


identisch erfüllt wird. Durch diese beiden Eigenschaften ist nun das 
System (67) vollständig bestimmt, es muß nämlich nach dem Früheren 
die Form: 
3 7 or), 
Ale 3. nn. = ER Bra) re 





besitzen; die Funktionen ß, sind dabei so zu wählen, daß man bei [390 
der betibakion (69) lauter Identitäten bekommt, mit anderen Worten: 
es ist B, = g;. 

Demnach läßt sich das System (67) auf die Form: 


‚ or or, 
(70) J, ee Ze, .. De Le 2.) (k = 1.29) 


bringen, die von der besonderen Wahl der Transformation (64) un- 
abhängig ist. Damit ist aber bewiesen, daß die Transformation (66) 
stets der durch (63) definierten Schar angehört, daß also diese Schar 
eine Gruppe bildet; wie wir behauptet haben. 

43. Es ist schließlich nicht schwer, zu zeigen, daß die durch (65) 
definierte Gruppe alle durch (43) definierten infinitesimalen Transfor- 
mationen enthält, sonst aber keine weiter. | 

In der Tat, nach Theorem I, S. 336 [hier 8. 317] gehört die 


Transformation: 





DeHild, %,) (=1,...,n) 


dann und nur dann der durch (63) definierten Gruppe an, wenn das 
System der partiellen Differentialgleichungen (63) bei der Transtor- 


mation: 


(71) = Fl. io) 4=% G=b..m 


invariant bleibt; hierzu wiederum ist offenbar notwendig und hin- 
reichend, daß die Transformation (71) jede einzelne der s Funktionen: 


J, se a: ee OEn “) (k=1,..., 9) 


2 ’ ’ 
0x, 020, 
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invariant läßt. Nun haben wir auf 8. 385 [hier 5. 357] gesehen, daß 
die durch (43) definierten infinitesimalen Transformationen die einzigen 
sind, die alle Funktionen J,,...,J, invariant lassen; also können wir 
schließen, daß diese infinitesimalen Transformationen die einzigen sind, 
die der durch (63) definierten Gruppe angehören. 


44. Nunmehr können wir den zweiten Fundamentalsatz in 
der Theorie der unendlichen Gruppen aussprechen; er lautet wie folgt: 


Theorem VII. Es sei ein System von s unabhängigen linearen |391 
homogenen partiellen Differentialgleichungen vorgelegt: 


1.0.70 een a j 
(12) SEI, get 0 au 


das die folgenden Eigenschaften besitzt: es soll von der q-ten Ordnung 
sein und durch Differentiation und Elimination keine von den Glei- 
chungen (12) unabhängige Gleichung g-ter oder niedrigerer Ordnung 
liefern; ferner soll sein allgemeinstes Lösumgensystem nicht bloß von einer 
endlichen Anzahl willkürlicher Konstanten abhängen; endlich soll stets, 
wenn Eu, ::., 5, Und N, --:, n„ zwei Lösungensysteme von (12) sind, 
auch: 


23 (£, or, ., (=1,...,n) 
ein Lösungensystem sein. 
Unter diesen Voraussetzungen definiert das System (12) die allge- 


meinste infinitesimale Transformation: 


Pan 
Re Se 
einer gewissen unendlichen Gruppe. Die endlichen Transformationen dieser 
Gruppe sind bestimmt durch s unabhängige partielle Differentialgleichungen 
g-ter Ordnung von der Form: 


or, OR 
(73) J, (%, Re, In 0x,’ .. EEE Er .) == 17 u .. 2.) (k—eleme23): 


die bei der Substitution: X, —= x, in lauter Identitäten übergehen; die Funk- 
tionen JS, .:, J, haben überdies die Eigenschaft, bei jeder Transfor- 
mation: 

ne kenn 


die der unendlichen Gruppe angehört, invariant zu bleiben. Sind die 
Gleichungen (12) gegeben, so kann man die Gleichungen (73) dwrch Inte- 
grabion eines vollständigen Systems finden. 


8 13, 14; Nr. 43—46. Normalform der Defingl. 363 


45. Es versteht sich von selbst, daß die unendliche Gruppe alle [392 
eingliedrigen Gruppen enthält, die von den durch (72) definierten in- 
finitesimalen Transformationen erzeugt werden, daß sie aber sonst keine 
eingliedrigen Gruppen enthält; ob dagegen umgekehrt jede ihrer Trans- 
formationen einer der erwähnten eingliedrigen Gruppen angehört, ob 
sie also ganz aus eingliedrigen Gruppen besteht, das lassen wir dahin- 
gestellt (vgl. S. 344 [hier S. 323f., Nr. 31]). 

Aus dem Theorem VII folgt ohne weiteres ein ähnliches Theorem‘ 
für unendliche Gruppen von Berührungstransformationen eines (n+1)-fach 
ausgedehnten Raumes: 2,%,,...., %,; statt der Gleichungen (72) treten 
gewisse lineare homogene partielle Differentialgleichungen auf, die eine 
unbekannte Funktion W und 2n + 1 unabhängige Veränderliche: 
2, Kay Im Pr, 2, enthalten; die allgemeinste Lösung W dieser 
Gleichungen ist dann die charakteristische Funktion der allgemeinsten 
infinitesimalen Berührungstransformation, die der betreffenden Gruppe 
von Berührungstransformationen angehört. | 

Schließlich sei nochmals hervorgehoben, daß die vorstehenden Ent- 
wiekelungen zugleich eine neue Begründung für die Theorie der end- 


lichen kontinuierlichen Gruppen liefern (s. S. 320f. [hier S. 304, Nr. 6]). 


$ 14. Schlußbemerkungen. 


46. Die Grundlage für die Theorie der unendlichen Gruppen ist hier- 
mit gelegt; mit einigen Worten will ich jetzt noch die besonderen 
Probleme dieser Theorie erwähnen, die ich bereits erledigt habe. 

Die Begriffe transitiv und intransitiv lassen sich auf unendliche 
kontinuierliche Gruppen sofort übertragen. Sind die Definitions- 
gleichungen der infinitesimalen 'Transformationen einer unendlichen 
Gruppe gegeben, so kann man stets entscheiden, ob die Gruppe in- 
transitiv ist oder nicht, außerdem kann man dann auch alle bei der 
Gruppe invarianten Gleichungensysteme bestimmen, und zwar durch 
Determinantenbildung und durch Integration vollständiger Systeme. 

In derselben Weise kann man die Begriffe primitiv und imprimitiv, 
systatisch und asystatisch auf unendliche Gruppen übertragen. Auch 
die Begriffe Zusammensetzung, Isomorphismus, einfache Gruppe, in- 
variante Untergruppe und derivierte Gruppe lassen sich auf unendliche 
Gruppen anwenden. 

Bereits im Jahre 1883 habe ich eine Bestimmung aller unend- [393 
lichen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene veröffentlicht 
(Ges. d. Wiss. zu Christiania [d. Ausg. Bd. V, Abh. XHI]). In neuerer 
Zeit habe ich ferner alle unendlichen irreduzibeln Gruppen von Be- 
rührungstransformationen der Ebene bestimmt und eine wichtige Klasse 
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von Gruppen dieser Art im Raume von n + 1 Dimensionen. Ebenso 
ist es mir gelungen, alle primitiven unendlichen Gruppen von Punkt- 
transformationen des gewöhnlichen Raumes aufzustellen und wenigstens 
eine gewisse Klasse von Gruppen dieser Art im Raume von n» Dimen- 
sionen. 


4%. Die hier angedeuteten Untersuchungen sollen im dritten Abschnitt 
meiner Theorie der Transformationsgruppen veröffentlicht werden; dort 
‘wird auch die im vorstehenden auseinandergesetzte allgemeine Theorie 
in umgearbeiteter Fassung erscheinen. Deshalb ist die gegenwärtige 
Abhandlung ebenso wie die erste von Herrn Professor Engel ausge- 
arbeitet worden unter Zugrundelegung eines Manuskriptes von mir. 


XI. 


Sur une application de la theorie des groupes continus [334 
& la theorie des fonctions. 
Comptes Rendus Bd. 114, S. 334—337, Paris 1892; vorgelegt von E. Picard in 
der Sitzung vom 15. 2. 1892. 
1. Jai demontre autrefois que chaque groupe continu et transitif ä 
n variables, dont les transformations sont permutables (vertauschbar), 
peut &tre defini par n @quations de la forme: [335 


Re A ee (k=1,...,n) 
tu, -, t, designant des parametres arbitraires. De ce theoreme gene- 
ral, j’ai tire moi-m&me des consequences importantes, et M. Picard en 
a trouv& d’autres. 

Parmi ces groupes, il yen a un nombre infini, dont les trans- 
formations finies sont algebriques, quoique les fonctions ®, soient 
transcendantes; ces derniers groupes meritent une attention speciale. 
Dejä, en 1869, jai trouve, par la consideration d’un tel groupe bien 
connu, savoir le suivant: 

log 2, =logx +4, logy =logy-+1t,loga,=logz +1, 
une liaison remarquable entre la theorie des surfaces minima et la 
theorie du complexe tetraedral. Ayant, "par exemple, determine au 
moyen de translations infinitesimales toutes les surfaces minima alge- 
briques et plus generalement toutes les surfaces de translation al- 
gebriques, je parviens, par la consideration des transformations in- 
finitesimales projectives de la forme: 
z,=asx, y=by, 24=es, 
a la Dan de toutes les surfaces algebriques zeprecenlee par 
les formules?): 
= U,(u)V,@), 9= U, P;ß), 2= UWV;%). 

1) En soumettant les surfaces minima & une transformation convenable, on 
obtient les surfaces: PORN foat ik plndı 

a+t a+r 
p(T)dr 


ee oa, j3 E 


logz = le Dan, 
c+t c+7r 


dont la theorie est interessante. Je me borne ici & la remarque qu’on peut de- 
terminer les courbes asymptotiques de ces surfaces qui embrassent un grand 
nombre de surfaces remarquables. 
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Par la generalisation de ces theories dejä anciennes je suis par- 
venu ä des resultats d’une grande generalite qui meritent peut-etre 
quelque attention. 


2. Jai d’abord trouve le theoreme suivant: [336 
Considerons m + 1 equations de la forme: 

(1) | . A,1(k) =n en Bi Arm (tm) (k=1,..m+l), 
designons ensuite les determinants d’ordre le plus eleve de la matrice: 
d4;;| 
Er 





par A,,A,,..., A,,, et supposons enfin que ces determinants ne sa- 
tisfassent & aucune equation lineaire: 


4A, 0: en BD —=(, 


a coefficients constants. Alors, pour que la relation: &(v,,...,0,41)=0, 
qu’on obtient par l’elimination des parametres £,,..., t,, soit algebrique, 
ıl faut et il suffit que deux quantites queleonques A,, et A,, soient 
toujours liees par une relation algebrique. Si, au contraire, les quan- 
tites A, satisfont & g <m + 1 equations independantes et lineaires ä 


coeffieients constants, on reduit immediatement le systeme donne (1) ä 
un systeme plus simple: 


v, = FR, a, RL (k=1,...,m-9g+1) 


entre m — q + 1 quantites v, de la forme: 


er 1 dı an nl 


les d,, designant des constantes. Pour que ce systeme reduit soit al- 
gebrique, ıl faut et ıl suffit que deux quantites quelconques D,, et B,, 
soient liees par une relation algebrique. 

Quand les A,,(t,) sont des integrales abeliennes, ce theoreme 
coineide avec un resultat deduit par M. Koenigsberger de la gene- 
ralisation d’un theoreme d’Abel. 


3. Le theoreme ci-dessus admet des generalisations remarquables. 
Je me borne aux remarques suivantes. 

Je prends un groupe continu et transitif dont les transformations 
sont algebriques et permutables. J’obtiens, par exemple, de tels groupes: 


(2) Dlyır -- I) Das. HE) th (k=1,...,P), 
comme le montre le theoreme d’Abel, en posant: 


Da Fra) t + 9,(%,): 
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9,(8), ..., 9,(2) designant des integrales abeliennes convenablement 
choisies. M. Picard a obtenu d’autres groupes essentiellement nouveaux 
par l’inversion des integrales totales de differentielles algebriques; on 
peut m&me facilement deduire de mes theories generales que les [337 
®, sont toujours de telles integrales, recemment introduites avec tant 
de succes par M. Picard. 

' Maintenant, en designant par ®,,..:, ®, des integrales totales de 
differentielles algebriques, choisies de telle maniere que les @quations 
(2) determinent un groupe algebrique, on peut toujours reconnaitre 
si p + 1 €quations donnees de la forme: 


(8) DB, 39) = Aula) tr + Anl) ee 


determinent une relation algebrique entre les quantites 9,,..., Y,- 
En effet, en designant comme precedemment par A,,..., A,,, les 
determinants d’ordre le plus eleve de la matrice: 
Kzr 
a 





il faut d’abord decider si les quantites A,,..., A,,, satisfont ä des 
equations lineaires ä coefficients constants. Si cela n’arrive pas, pour 
que les quantites y,, ..., 9, soient liees par une equation algebrique, 
il faut et il suffit que le systeme de relations entre les y, deduit des 


equations plus simples: 
P,(yı, ee Y,) EI; 4,,(,) (k=1,..,p+1) 


soit algebrique, quelque valeur que l’on attribue a lindice ©. Si, au 
contraire, les A, satisfont a des equations lineaires, on reduit le systeme 
donne (3) & un systeme plus simple, auquel la regle generale s’ap- 
plique. | 

La d&monstration de ces theoremes resulte presque immediatement 
de la remarque suivante. En soumettant dans un espace ä& n dimen- 
sions une multiplieite algebrique & une transformation infinitesimale 
algebrique, ou la multiplieite se transforme en elle-m&me, ou la nou- 
velle multiplieite coupe la precedente suivant une multiplieite algebrique. 

En supposant que les A,, dependent de plusieurs parametres, on 
obtient des theoremes encore plus generaux. Enfin, on peut substituer 
au groupe (2) l’ensemble de deux groupes transitifs et algebriques, 
tellement choisis que les transformations de chaque groupe soient per- 
mutables aux transformations de l’autre groupe. 


XIV. 


Über einige neuere gruppentheoretische Untersuchungen. [297 
Leipz. Ber. 1892. Heft III, abgeliefert 5. 10. 1892, S. 297—305. Vorgelest in der 
Sitzung vom 1. 8. 1892. 

Mehrfach schon habe ich auf die wertvollen Arbeiten hingewiesen, 
in denen sich Herr Schur mit meiner Gruppentheorie beschäftigt hat. 
Ich war allerdings in mehreren Punkten über die Beziehungen dieser 
Arbeiten zu meinen eigenen andrer Meinung als ihr Verfasser, aber im 
persönlichen Verkehr haben Herr Schur und ich uns jetzt über alle 
wesentlichen Punkte verständigt. Da nun die Wichtigkeit der Gruppen- 
theorie in neuerer Zeit in immer größeren Kreisen erkannt wird, und 
da sich die Schurschen Arbeiten auf die Grundlagen dieser Theorie 
beziehen, so halte ich es für angebracht, einmal genauer anzugeben, 
was Herr Schur zur Vervollständigung meiner Untersuchungen bei- 
getragen hat. 

Die gruppentheoretischen Arbeiten des Herrn Schur!) bewegen 
sich in zwei verschiedenen Richtungen. Einerseits liefern sie neue Be- 
weise für die drei Sätze, die ich als die drei Fundamentalsätze 
meiner Gruppentheorie zu bezeichnen pflege; andrerseits verfolgen 
sie den Zweck, den weiteren Ausbau der Theorie zu fördern. Ich werde 
der Reihe nach besprechen, was Herr Schur in diesen beiden Rich- 
tungen geleistet hat. | 


1. Mein erster Fundamentalsatz sagt aus, 


daß die endlichen Gleichungen: 
(1) Re ACER a ORRERR B) @=1..., m[298 


Jeder r-gliedrigen Gruppe gewisse Differentialgleichungen von der Form: 
0x; © , 5 
(2) da, =» va, oo a) AR 2) 2) (=1,..., n;k=1,..., r) 
1 





1) Math. Ann. Bd. 35, S. 161—197 und Bd. 38, S. 263—286. Das wichtigste 
Resultat der ersten Arbeit ist vorher in diesen Berichten veröffentlicht (1889, 
S. 229—231, Sitzung vom 6. Mai). Ein Teil der Ergebnisse der zweiten Abhandlung 
findet sich ebenfalls schon in diesen Berichten (1890, $. 1—7, Sitzung vom 
13. Januar). 
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befriedigen, und daß umgekehrt jede Schar (1) von ©" T ransformationen, 
die Gleichungen von der Form (2) erfüllt und außerdem die identische 
Transformation enthält, eine r-gliedrige Gruppe bildet. 


Der erste Teil dieses Satzes kann sicher nicht einfacher bewiesen 
werden, als es in Bd. I meiner Theorie der Transformationsgruppen 
geschehen ist, wenigstens soweit es auf die dem Beweise zugrunde 
liegenden Gedanken ankommt. Im Grunde ist auch Herrn Schurs Be- 
weis nur eine speziellere Fassung meines Beweises, der weder die Exi- 
stenz einer identischen Transformation voraussetzt, noch über die Form 
der Gruppe in der Umgebung der identischen Transformation irgend 
welche Voraussetzungen macht.!) 

Was den zweiten Teil des nesehenen Satzes betrifft, so gebe 
ich zu, daß die Redaktion meines Beweises in Abschn. I die rkliche 
Einfachheit der benutzten Überlegungen nicht mit der wünschenswerten 
Klarheit hervortreten läßt, aber abgesehen von diesem formellen Mangel 
scheint mir mein Beweis an Einfachheit nichts zu wünschen übrig zu 
lassen?) Herr Schur seinerseits hat den Beweis, den er in seiner 
ersten Annalenarbeit geliefert hatte, in der zweiten fallen lassen, weil 
er zu kompliziert war, und hat ihn durch einen andern ersetzt. Ich er- 
kenne gern an, daß dieser zweite Schursche Beweis sehr einfach ist 
und große analytische Eleganz besitzt. Nach meiner persönlichen Auf- 
fassung ist aber mein Beweis durchsichtiger und überdies elementarer, 
da er den Begriff Parametergruppe nicht benutzt. An einer andren 
Stelle komme ich hierauf zurück. : 

2. Mein zweiter Fundamentalsatz lautet so: [299 


Wenn: 
> el, ee 


r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 
sind, so bestehen Relationen von der Form: 


(3) KI)-D 0,X,f (het 
1 


und umgekehrt erzeugen r unabhängige infinitesimale Transformationen: 
X,h::.,X,f die in Beziehungen von der Form (3) stehen, stets eine 
r-gliedrige Gruppe. 





1) Meine Betrachtungen gelten überdies auch für Gruppen, die aus mehreren 
getrennten kontinuierlichen Scharen von Transformationen bestehen. 
2) Zu bemerken ist, daß auch die zweite Hälfte meines ersten Fundamental- 
satzes bei mir als spezieller Fall eines allgemeinen Satzes hervortritt. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 24 
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Meinen Beweis des ersten Teiles dieses Satzes wesentlich zu ver- 
einfachen, ist nicht möglich. Den Beweis des zweiten Teiles habe ich 
mit Hilfe des ersten Fundamentalsatzes geführt, indem ich vorher eine 
einfach transitive Gruppe konstruierte, die mit der Gruppe: X, f,..., X,f 
gleichzusammengesetzt war. Herr Schur konnte beim Beweise dieses 
zweiten Teiles nicht wohl anders verfahren, nur konstruiert er die ein- 
fach transitive Gruppe in andrer Weise als ich. 


3. Mein dritter Fundamentalsatz endlich sagt aus, 


daß die Konstanten c,, 


in den Gleichungen (3) meine bekannten FRela- 
tionen: 


s 
Cjxs 4 Cris = 0 
r 
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erfüllen, und daß umgekehrt jedes System von r® Konstanten c;,,, das die 
Gleichungen (4) befriedigt, die Zusammenzetzung einer r-gliedrigen Gruppe 
bestimmt. 

Der erste Teil dieses Satzes läßt sich wieder nicht einfacher be- 
weisen als ich es von jeher getan habe, nämlich mit Hilfe der Jacobi- 
schen Identität. Den Beweis!) für den zweiten Teil dagegen hat Herr 
Schur wesentlich vereinfacht.?) 

Ich hatte ursprünglich diesen zweiten Teil im wesentlichen [300 
nur für den Fall bewiesen, daß die zu der Zusammensetzung c,,, ge- 
hörige adjungierte Gruppe r-gliedrig war. Erst 1833 in den Verhand- 
lungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania°) lieferte ich allgemein den Be- 
weis, daß man zu jedem Systeme von c,,,, das die Gleichungen (4) er- 
füllt, eine r-gliedrige Gruppe von der Zusammensetzung c,,, finden 
kann, und zwar durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. 


1) Immerhin leistet mein Beweis insofern mehr, als er direkt die Bestim- 
mung der betreffenden Gruppen auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurück- 
führt. Bemerkenswert ist auch, daß mein Beweis den betreffenden Satz als Korollar 
aus viel allgemeineren Theorien ableitet. 

2) Herrn Killings Untersuchungen über die Zusammensetzung der Gruppen 
beruhen sämtlich auf meinem dritten Fundamentalsatz. Merkwürdigerweise zitiert 
Herr Killing bei Benutzung dieses Satzes nie mich, sondern immer Jacobi, der 
weder die Formeln: (X,X,) = &c,,,X, noch die Formeln (4) kannte. Herr Killing 
irrt sich, wie ich schon früher hervorgehoben habe, vollständig, wenn er behauptet, 
daß ich diesen von mir entdeckten Satz Jacobi zu Ehren als Jacobische Iden- 
tität bezeichnet habe. 

Die Untersuchungen des Herrn Schur zeigen, daß die Jacobische Identität 
in meiner Gruppentheorie vermieden werden kann. 

3) [D. Ausg. Bd. V, Abh. XXIII, S. 554—557.] 
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Herr Schur hat nun 1889 diesen Teil meines dritten Fundamen- 
talsatzes auf einem wesentlich elementareren Wege abgeleitet, indem 
er direkt Potenzreihen für die infinitesimälen Transformationen einer 
r-gliedrigen einfach transitiven Gruppe‘) von der Zusammensetzung c,,, 
aufstellte.?) Er hat dann in seiner zweiten Annalenarbeit die etwas 
langen Rechnungen, die ihn zu diesem Ergebnisse geführt hatten, zum 
größten Teile vermieden und insbesondere den schönen Satz 
daß die von ihm aufgestellten beschränkt konvergenten Potenzreihen 
als Quotienten beständig konvergenter Potenzreihen darstellbar sind. 

4. Ich erkenne endlich sehr gern an, daß Herrn Scehurs Unter- 
suchungen über die Existenz der identischen Transformation Interesse 
darbieten. Durch eine Modifikation meiner Betrachtungen gelingt es 
ihm, in einfacherer Weise die vorgelegte Gruppe auf eine solche Form 
zu bringen, daß sie die identische Transformation umfaßt. Es ist aber 
zu bemerken, daß meine umständlichen Betrachtungen mehr leisten, in- 
sofern sie überdies zeigen, daß die Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugt ist. 


5. Die Untersuchungen, in denen Herr Schur den weiteren Aus- 
bau der Gruppentheorie gefördert hat, beziehen sich auf das Pro- [301 
blem, alle r-gliedrigen transitiven Gruppen von gegebener Zusammen- 
setzung zu bestimmen. 

Ich erkannte im Jahre 1874, daß das he alle endlichen 
Gruppen zu bestimmen, durch Integration von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen gelöst werden kann. Diese wichtige Entdeckung 
bildete den Ausgangspunkt meiner sämtlichen Untersuchungen auf 
diesem Gebiete. 

Es ergab sich ferner, daß diese Differentialgleichungen für Gruppen 
in einer, zwei oder N Veränderlichen immer integrierbar sind. Es 
gelang mir überdies, alle transitiven Gruppen in weniger als vier 
Veränderlichen auf eine solche Form zu bringen, daß ihre infinitesi- 
malen Transformationen ganze Funktionen der Veränderlichen und ge- 
wisser Exponentialgrößen e", e®,... sind, wo L,, l,,... lineare Funk- 
tionen der Veränderlichen bezeichnen. 

In Bd. 25 der Math. Annalen (1885 [hier Abh. III, S. 207]) gab 
ich an, daß die zur Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen erforder- 
lichen gewöhnlichen Differentialgleichungen immer integriert werden. 
können. In den Leipziger Berichten für das Jahr 1888 [hier Abh. V, 
3.233, Nr. 6] bemerkte ich, daß mein ursprünglicher (nicht veröffentlichter) 





1) Nämlich der kanonischen Parametergruppe. 
2) Herr Schur kannte damals meine Christianiaer Note von 1888 noch nicht. 
24* 
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Beweis dieses Satzes nur für Gruppen ohne ausgezeichnete infinitesi- 
male Transformationen entscheidend war. Ich fügte indes hinzu, daß 
ich durch allerdings schwierige Betrachtungen zu dem Resultat ge- 
kommen war, daß meine Behauptung immer richtig sei. 

Vorläufig beschränkte ich mich (vgl. meine Theorie der Trans- 
formationsgruppen, unter Mitwirkung von Engel, Abschn. I, Kap. 22 
und diese Berichte von 1889, S. 277 ff. [hier Abh. VII, S. 248ff.] dar- 
auf, zu beweisen, daß alle Gruppen von gegebener Zusammensetzung 
in endlicher Form aufgestellt werden können, sobald die endlichen 
Gleichungen einer solchen Gruppe bekannt sind. Hierzu brauchte ich 
nur gewisse Quadraturen, die jedoch wegfielen, wenn keine ausgezeich- 
neten infinitesimalen Transformationen vorkamen. 

6. Nunmehr greifen die Untersuchungen des Herrn Schur ein. 
Dieser zeigte zunächst!), was allerdings schon aus meinen Unter- 
suchungen hervorgeht, daß man für jeden Typus transitiver Gruppen 
von gegebener Zusammensetzung einen Repräsentanten angeben kann, 
dessen infinitesimale Transformationen gewöhnliche Potenzreihen sind, 
die nur von den c,,, abhängen. Er bewies ferner”), daß man die be- [302 
wußten infinitesimalen Transformationen sofort in endlicher 
Form hinschreiben kann, sobald man die infinitesimalen 
Transformationen meiner beiden reziproken kanonischen 
Parametergruppen von der Zusammensetzung c,,, kennt. Da 
er nun die infinitesimalen Transformationen dieser beiden Parameter- 
gruppen als Quotienten beständig konvergenter Potenzreihen darstellen 
konnte, so war damit zugleich bewiesen, daß jede transitive Gruppe 
von der Zusammensetzung c,,, eine solche Form erhalten 
kann, daß ihre infinitesimalen Transformationen Quotienten 
angebbarer beständig konvergenter Potenzreihen sind. 

Ich veröffentlichte sodann meine früher angekündigte Bestim- 
mung einer Gruppe von gegebener Zusammensetzung durch ausführ- 
bare Operationen. Ich zeigte?), daß man durch Integration einer line- 
aren gewöhnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, 
das heißt also durch Auflösung einer algebraischen Gleichung, zwei 
reziproke einfach transitive Gruppen von gegebener Zusammensetzung 
finden kann. 

Durch diese meine Untersuchungen war das Problem der Bestim- 
‘mung aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung auf 


1) Diese Berichte 1889, S. 229ff., Sitzung vom 6. Mai, und Math. Ann. Bd. 35. 
2) Diese Berichte 1890, S. 1ff. 

3) S. diese Berichte 1890, 8. 478ff., Sitzung vom 1. Dezember [hier Abh. X, 
S. 288 ff. ]. 
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die Auflösung einer algebraischen Gleichung und auf Quadraturen 
zurückgeführt. Ich fügte hinzu, daß diese Quadraturen durch den oben 
erwähnten Schurschen Satz (diese Berichte 1890, S. 1ff.) immer er- 
spart werden.!) 


‘. Endlich hat Herr Scehur in seiner zweiten Annalenarbeit (Bd. 
38) noch ein weitergehendes Resultat abgeleitet. Er beweist da näm- 
lich, daß man für jeden Typus r-gliedriger transitiver Gruppen von 
gegebener Zusammensetzung sofort einen Repräsentanten aufstellen 
kann, sobald man irgend zwei reziproke einfach transitive Gruppen 
von der betreffenden Zusammensetzung kennt. Herr Engel hat [303 
sodann gezeigt, wie man dieses Ergebnis aus den Entwickelungen von 
Kap. 22 des Abschnitts I meiner Transformationsgruppen ableiten kann.?) 

Der Leser wird nunmehr übersehen, was man zur Zeit über die 
Bestimmung aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung 
weiß. Vollständig zum Abschluß gebracht sind die Untersuchungen 
über dieses Problem noch nicht. Es bleibt noch zu zeigen, daß jede 
transitive Gruppe in » Veränderlichen z,,...,x, auf eine solche Form 
gebracht werden kann, daß ihre infinitesimalen Transformationen ganze 
rationale Funktionen von 2&,,..., %, und von gewissen Exponen- 
tialausdrücken: e, e®,... werden, wo /,, l,,...lineare Funktionen von 
%y...,%, sind. Ich zweifle nicht, daß es gelingen wird, das zu be- 
weisen; hoffen wir, daß es bald gelingt. 


8. Ich knüpfe hieran eine persönliche Bemerkung. 


Aut S.113f. dieser Berichte [d. Ausg. Bd. II, Abh. VIII am Schlusse] 
habe ich mich bereits ganz kurz über Herrn Schurs gruppentheore- 
tische Arbeiten geäußert. Herr Schur meint nun, daß Leser, die unsre 
Arbeiten nicht kennen, meine damaligen Äußerungen so verstehen 
könnten, als hätte ich ihn eines Plagiats beschuldigen wollen. An die 
Möglichkeit einer solchen Auffassung habe ich gar nicht gedacht und 
ich erkläre hier ausdrücklich, daß mir eine derartige Beschuldigung 
vollständig fern gelegen hat. 





1) Herr Engel bemerkte, daß meine Darstellung der infinitesimalen Trans- 
formationen zweier reziproker einfach transitiver Gruppen von gegebener Zusammen- 
setzung im Grunde die Schursche Darstellung derartiger Gruppen umfaßt. Bei 
mir treten nämlich die Inkremente dieser Transformationen in endlicher Form 
auf und zwar als rationale Funktionen von den Veränderlichen und gewissen Ex- 
ponentialgrößen, deren Exponenten algebraische Funktionen sind. Ich verweise 
auf Engels letzte Untersuchungen über diesen Gegenstand (diese Berichte 1892), 
die u. a. auf die funktionentheoretischen Eigenschaften der schönen Schurschen 
Reihenentwickelungen neues Licht werfen. 

2) Diese Berichte 1891, S. 585 ff. 
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Ich war nicht einverstanden mit der Art und Weise, ın der in 
Herrn Schurs erster Annalenarbeit die Beziehungen seiner Unter- 
suchungen zu den meinigen dargestellt waren; auf diesen Punkt brauche 
ich jedoch hier nicht einzugehen, da Herr Schur inzwischen selbst ın 
mehreren Punkten seine Auffassung geändert hat. 

Ich war ferner mit Herrn Schurs Zitaten nicht einverstanden. 
Seine zahlreichen Zitate in der ersten Annalenarbeit waren nach meiner 
Ansicht insofern unvollständig, als sie nicht zeigten, worin sich seine 
Sätze von den meinigen unterschieden'); unkorrekt waren die [304 
Zitate zum Teil, weil Herr Schur eine Arbeit von mir nicht kannte, 
was allerdings erklärlich ist. Ganz besonders berührte es mich unan- 
genehm, daß mein Name in Herrn Schurs zweiter Annalenarbeit nur 
an zwei Stellen vorkam, und zwar gerade an Stellen, wo, wie Herr 
Schur jetzt selbst zugesteht, unberechtigter Weise hervorgehoben 
wurde, daß hier gewisse Probleme gelöst wären, die ich in unvoll- 
kommener Weise behandelt hätte, während doch Herr Schur öfters 
seine eigenen Beweise meiner Sätze zitierte.?) 

Was endlich den Fehler?) anbetrifft, den Herr Schur an der 
Spitze seiner ersten Arbeit begangen hat, so würde ich auf den gar 
nicht hingewiesen haben, wenn nicht diese Arbeit den Anspruch er- 
hoben hätte, eine von mir unabhängige Entwickelung der Grundlagen 
meiner Gruppentheorie zu geben. Ich wollte nur sagen, dab dieser 
Fehler die Vollständigkeit der Schurschen Entwickelungen aufhöbe; 
dagegen konnte es mir selbstverständlich nicht einfallen, zu behaupten, 
daß dieser Fehler auch die Richtigkeit der späteren Entwickelungen 
des Herrn Schur beeinträchtige. 


9. Zum Schluß noch zwei Bemerkungen. 


Herrn Schurs Untersuchungen über Transformationsgruppen 
unterscheiden sich dadurch von den meinigen, daß sie rein analytisch 
sind. Nun sehe ich allerdings einen großen Vorzug meiner Darstellung 





1) Bei. der Verschiedenheit zwischen meinen Bezeichnungen und denen des 
Herrn Schur ist es oft sehr schwierig, sich klar zu machen, worin der Unter- 
schied zwischen seinen und meinen Sätzen besteht. Dieselbe Bemerkung habe ich 
auch bei den verdienstvollen Arbeiten des Herrn Maurer gemacht. 

2) Der Unterzeichnete glaubte in der zweiten Abhandlung Herrm Lie nicht 
im einzelnen zitieren zu brauchen, da er diese Arbeit als eine Fortsetzung der 
ersten betrachtete. F. Schur. 

3) Der Unterzeichnete hatte darin einen Fehler gemacht, daß er auf S. 164 
seiner ersten Abhandlung die Möglichkeit außer acht ließ, daß die: of, (x, w:o, 
für: «= 0 sämtlich identisch verschwinden, Es läßt sich aber zeigen, daß bei Ein- 
führung geeigneter Veränderlicher und Parameter diese Möglichkeit als ausge- 
schlossen betrachtet werden kann. F. Schur. 
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darin, daß sie sich nicht darauf beschränkt, alle Sätze analytisch zu 
beweisen, sondern den inneren Zusammenhang meiner Theorien durch 
begriffliche Betrachtungen klarstellt. Ich gebe aber gern zu, daß für 
viele Leser eine kurze rein analytische Begründung meiner Fundamen- 
talsätze wünschenswert ist. Darum gebe ich an anderer Stelle eine 
solche kurze Zusammenfassung meiner Beweise. Ich würde mich andrer- 
seits darüber freuen, wenn Herr Schur nunmehr eine neue zusammen- 
hängende Darstellung seiner Untersuchungen veröffentlichte. 

Ich erlaube mir andrerseits an dıe Mathematiker, die sich [305 
mit meiner Gruppentheorie beschäftigen, die Bitte zu richten, nicht 
ohne Grund meine vorsichtig gewählte Terminologie zu ändern. Ganz 
besonders erscheint es mir wünschenswert, daB die von mir zur Be- 
zeichnung der verschiedenen Begriffe benutzten Buchstaben soweit 
möglich beibehalten werden. Es ist unzweifelhaft, daß das Studium der 
gruppentheoretischen Untersuchungen der Herren Maurer und Schur 
für die meisten Leser dadurch bedeutend erschwert wird, daß sie meine 
Bezeichnungen geändert haben. Aus diesen und andern Gründen ist es 
jedenfalls mir recht schwer gewesen, genau festzustellen, welche neuen 
Beiträge diese beiden Verfasser zu meinen Theorien geliefert haben. 


XV. 


Über die Gruppe der Bewegungen und ihre 1370 
Differentialinvarianten. 


Leipz. Ber. 1893, Heft IV, abgeliefert 12. 10. 1893, S. 370—378. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 5. 6. 1893. 


Die Begriffe Invariante und kontinuierliche Gruppe sind so 
alt, wie die Mathematik selbst, wenn sie auch erst am Schlusse des 
vorigen Jahrhunderts in speziellen Fällen einigermaßen deutlich hervor- 
treten. Der Begriff Differentialinvariante tritt andrerseits, wenn auch 
in versteckter Form, schon in den ältesten Droehunen über Diffe- 
rentialrechnung mi Differentialgleichungen hervor. 

Der Zusammenhang zwischen diesen Begriffen und ihre allgemeine 
Bedeutung für die verschiedenen Zweige der Mathematik wurde zuerst 
von mir entwickelt. Wer daran noch zweifelt, möge unter anderm 
bedenken, daß meine allgemeinen Theorien nur für solche kontinuier- 
liche Gruppen gelten, die durch Differentialgleichungen de- 
finiert werden können. Gibt es auch möglicherweise Mathematiker, 
die nachträglich den Begriff kontinuierliche Gruppe als selbstver- 
ständlich betrachten, so dürften doch alle zugeben, daß es keineswegs 
selbstverständlich war, daß sich grade für die besprochenen Gruppen 
eine allgemeine Theorie begründen läßt. 

Der dritte und letzte Band meines großen Werkes über endliche 
kontinuierliche Gruppen, bei dessen Abfassung Herr Professor Dr. Fr. 
Engel mich unterstützt hat, wird im Laufe des Sommers erscheinen. 
Es war ursprünglich mein Plan, in diesem Werke auch meine allge- 
meine Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen zu ent- 
wickeln. Die Fülle des Stoffes machte dies indes unmöglich. Daher 
ist es jetzt meine Absicht, mit Unterstützung des Herrn Prof. Engel 
ein neues Werk über Differentialinvarıanten zu veröffentlichen [371 
und dabei in einem Abschnitte meine Theorie der unendlichen Grup- 
pen darzustellen. Gleichzeitig gebe ich eine neue Begründung für die 
Theorie der endlichen Gruppen. In diesem Werke werden anderer- 
seits die leitenden Ideen für meine Behandlung der Differentialglei- 
chungen Platz finden, wenngleich eine ausgeführte Darstellung dieser 
letzten Theorie für die Zukunft vorbehalten werden muß. 
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1. In den folgenden Zeilen betrachte ich diejenige endliche kon- 
tinuierliche Gruppe, die zuerst betrachtet wurde, nämlich die Gruppe 
der Bewegungen des dreifach ausgedehnten Raumes. Die alte Krüm- 
mungstheorie der ebenen und gewundenen Kurven, sowie die Monge- 
Eulersche Krümmungstheorie der Flächen bilden besondere Kapitel 
meiner allgemeinen Theorie der Differentialinvarianten der Bewegungs- 
gruppe. Dies ist die wirkliche Sachlage. Dagegen wäre es unrich- 
tig, zu sagen, daß meine Theorie der Differentialinvarianten 
der Bewegungsgruppe sich mit den genannten Krümmungs- 
theorien deckt. 


2. Ich halte es für richtig, auf diesen Punkt ausführlicher einzu- 
gehen und nachzuweisen, daß meine Invariantentheorie der Bewegungs- 
gruppe Kapitel enthält, die nicht allein hinsichtlich der Form, sondern 
auch hinsichtlich des Inhaltes neu sind. 

Ein solcher Nachweis hat eine doppelte Berechtigung. Einerseits 
sind nämlich diese neuen Kapitel sehr interessant, weil sie unter 
anderm neue Beiträge zur Theorie der Minimalkurven liefern, ebenso 
zur Theorie der Minimalflächen und zur Theorie derjenigen Be- 
rübrungstransformationen, die Kreise in Kreise überführen. Andererseits 
ist aber zu beachten, daß diese meine neuen Theorien für jede 
Gruppe ihr Analogon haben. Stellt man nämlich, wie ich es getan 
habe, für eine beliebige kontinuierliche Gruppe die Frage nach den 
Äquivalenzkriterien zweier Gebilde gegenüber der Gruppe, so hat 
man immer zunächst zu entscheiden, ob die betreffenden Gebilde all- 
gemein oder singulär sind. Die Äquivalenzkriterien sind wesentlich 
verschieden, je nachdem die Gebilde singulär oder allgemein sind, 
während jedoch in beiden Fällen gewisse volle Systeme von Differen- 
tialinvarianten die Entscheidung liefern. Die singulären Gebilde zer- 
fallen dabei in besondere Kategorien, deren jede ihre eigene Invarianten- 
theorie besitzt. 


3. Nun gestatten allerdings meine allgemeinen Theorien, einer- [372 
seits für jede kontinuierliche endliche oder unendliche Gruppe alle zu- 
gehörigen Kategorien singulärer Gebilde anzugeben, andererseits für jede 
derartige Kategorie die zugehörige Invariantentheorie zu entwickeln. 
Hierbei ist aber zu bemerken, daß eine vollständige und ausführ- 
liche Darstellung dieser Theorie noch nicht vorliegt, und daß es in- 
folgedessen selbst für diejenigen, die meine Publikationen ziemlich genau 
kennen, nicht ganz leicht ist, zu sehen, wie die betreffenden Kriterien 
in jedem einzelnen Falle gefunden werden können. 


378 XV. Über die Gr. der Beweg. u. ihre Diffinv. Leipz. Ber. 1893 


IR 
4. Die Gruppe der Bewegungen im dreifach ausgedehnten Raume 


ist erzeugt von den sechs infinitesimalen Transformationen: 


of of of 
nr I Pay’ 





Wünschen wir nun, die Bedingungen für Äquivalenz zweier Kurven 
gegenüber dieser Gruppe, anders ausgesprochen, die Bedingungen für 
„Kongruenz“ im Euklidischen Sinne zweier beliebiger Kurven zu 
finden, so muß man folgendes Räsonnement anstellen. 

Führt man auf eine gegebene Kurve: f=0,9=0 alle Be- 
wegungen aus, so erhält man eine Kurvenschar: 


F(&, Y, A, Gy. 0) _ı: Die, YA, Gar.» (4) —) 


mit sechs Parametern, die allerdings nicht immer wesentlich zu sein 
brauchen. 

Diese Kurvenschar läßt sich indes in allen Fällen durch ein 
invariantes System von Differentialgleichungen: 


le, Y,?, Y, 2, y", 2 . ) = 0 


darstellen, wobei y’, 2’, y", 2”,... die Ableitungen von y und z nach 
x bezeichnen. Ist die gegebene Kurve eine Gerade, so hat dieses Glei- 


chungssystem die Form: 
„ [24 
y=zb, 2-0 [373 


und ist somit von zweiter Ordnung. Ist die gegebene Kurve ein Kreis, 
so hat das zugehörige invariante Gleichungssystem die Form: 


e=4AM, T=(, 


wobei og den Krümmungsradius, 1:r den Torsionsradius und a eine 
Konstante bezeichnen. In diesem Falle besteht somit das invariante 
System aus einer Gleichung von zweiter Ordnung und einer Gleichung 
von dritter Ordnung. Ist die gegebene Kurve eine Schraubenlinie, so er- 
hält man wiederum eine Gleichung von zweiter und eine von dritter 
Ordnung. 

5. In den bis jetzt betrachteten Fällen gestatteten die gegebenen 
Kurven — Gerade, Kreis, Schraubenlinie — eine oder sogar zwei in- 
finitesimale Bewegungen. 
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Betrachten wir jetzt eine beliebige reelle Kurve, die keine in- 
finitesimale Bewegung gestattet. Alsdann werden alle kongruenten Kur- 
ven bekanntlich definiert durch zwei Gleichungen dritter Ordnung: 

e 
as se), T=Vle), 
in denen s die a bedeutet. 
Dies bleibt aber offenbar nicht immer richtig, wenn die gegebene 
Kurve imaginär ist, weil zum Beispiel der Krümmungsradius: 
@"+y +2 
VYa’ ey Hey’ yet + ar ae) 
gleichzeitig mit der Bogenlänge: 


Ve’’+ y?+ 2’? 











verschwindet. 

Die bisherige Krümmungstheorie gibt also nicht allgemeingültige 
Kriterien für die Kongruenz zweier Kurven. 

Wir wollen nun zunächst zeigen, daß die Minimalkurven, das heißt 
die Kurven, deren Länge gleich Null ist, die einzigen sind, für welche 
die bisherige Krümmungstheorie illusorisch wird. Sodann entwickeln 
wir die Kriterien für die Kongruenz zweier Minimalkurven und zeigen 
endlich, daß hiermit ein interessanter Beitrag zur Theorie der reellen 
wie der imaginären Minimalflächen geliefert ist. 

6. Die fünf Größen: [374 

%, 4,2, 458 
werden von der Gruppe der Bewegungen durch eine sechsgliedrige 
Gruppe transformiert, nämlich durch die einmal erweiterte Gruppe: 
ER 0 on 
ER N 
of OL 0R ‚of 





u et I den 
HH rarenhrrch, 
ER Er ve 
In der zugehörigen Matrix: 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 Ö 0 

Ö 2 — yY 2 — y' 
—2 0 2 y'z 1-+2’° 
a0, . (3,7) ı2 
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verschwinden die fünfreihigen Determinanten nicht identisch, dagegen 
verschwinden sie vermöge der Gleichung: 


1+y?’+2’=-0 


und nur vermöge dieser Gleichung. 
Hiermit erkennen wir, daß der Raum der Linienelemente 
transitiv transformiert wird, und daß dabei jedes «Linienelement: 


2,9, 2,1, 8, 
für welches: 1 + y’?+z’? von Null verschieden ist, in jedes andere 
Linienelement allgemeiner Lage übergeführt werden kann. 
Betrachten wir jetzt den Raum der Krümmungselemente: 


[4 


%,y,2,y,2,y,2 
und gleichzeitig die Matrix der zweimal erweiterten infinitesimalen 
Transformationen. Die sechsreihigen Determinanten dieser Matrix [375 
verschwinden nicht identisch, sondern nur vermöge: 1+y”+2”?=0 
oder vermöge: y’ = 0, 2”"=0. 

7. Für krumme Kurven, die keine Minimalkurven sind, exi- 
stieren daher: 


eine Differentialinvariante zweiter Ordnung, nämlich o, 
und: 
zwei Differentialinvarianten dritter Ordnung, nämlich: 


. do 
t und: Er 


Schließen wir daher einerseits alle Geraden, andererseits alle Mini- 
malkurven aus, so dürfen wir behaupten, daß für alle andern Kurven 
die neun Größen: 

2, y,2, 2, y",2T, ya 
jedenfalls nur durch Gleichungen verbunden sind, die durch Relationen 
zwischen den .drei Größen: 
Re z 
ersetzt werden können. 

S. Hier sind nun wieder mehrere Fälle denkbar. Es ist denkbar 
daß diese drei Größen feste Werte haben; dies tritt ein dann und nur 
dann, wenn die Kurve eine Schraubenlinie oder ein Kreis ist. 

Es ist ferner denkbar, daß unsre drei Größen durch nur zwei Glei- 
chungen verbunden sind. 

In diesem Falle müssen diese Gleichungen die Form: 


= Fo), 7, = 20) 
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haben; wäre nämlich o konstant und infolgedessen: 


de 


he 


so müßte auch r einen konstanten Wert haben, weil keineswegs alle 
Kurven, welche die Gleichungen: 


. 0 = Const., = = 0 


erfüllen, kongruent zu sein brauchen. 
Auf der anderen Seite ist leicht zu beweisen, daß zwei Glei- 
chungen von der Form: 


r= Flo), = ©(g) [376 


immer 00° Kurven bestimmen, die unter einander kongruent sind. 


9. Benutze ich meine gewöhnliche Terminologie, so muß ich sagen, 
daß alle Kurven des Raumes gegenüber der Gruppe der Bewegungen 
sich in vier Kategorien anordnen, unter denen drei singulär sind, 
während die vierte Kategorie die allgemeine ist. 

Die Schar der Geraden, -deren Länge von Null verschieden 
ist, bildet die erste singuläre Kategorie, die offenbar keine Schwierig- 
keit darbietet, weil jede Gerade, deren Länge von Null verschieden ist, 
mit jeder anderen derartigen Geraden kongruent ist. 

Die Geraden, deren Länge gleich Null ist, bilden die zweite 
singuläre Kategorie, die ebenfalls keine Schwierigkeit bietet, da zwei 
derartige Geraden offenbar kongruent sind. 

Die krummen Minimalkurven bilden die dritte singuläre Kate- 
gorie. Die Kriterien für Kongruenz zwischen zwei derartigen Kurven 
sind bis jetzt noch nicht entwickelt worden, sollen aber in dieser Note 
angegeben werden. Eine besondere Stellung nehmen unter diesen Kur- 
ven die Minimalkurven dritter Ordnung ein, weil sie eine infinitesimale 
Schraubenbewegung gestatten. 

Alle übrigen Kurven bilden die allgemeine Kategorie, deren In- 
variantentheorie mit der gewöhnlichen Krümmungstheorie zusammen- 
fällt. Eine besondere Stellung nehmen die Schraubenlinien ein. 


u. 


10. Wir wollen nun die Invariantentheorie der Minimalkurven 
gegenüber der Bewegungsgruppe in kurzen Zügen entwickeln. 

Die Minimalkurven treten, wenn auch in analytischer Form, zuerst 
bei Lagrange, Monge und Legendre auf. Da diese Kurven durch 


die Gleichung: de + dp + d= 0 
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bestimmt sind, so leuchtet ohne weiteres ein, daß alle Minimalkurven 
durch die Gleichungen: 


z—el), vB), s=i/Vear Bra 


bestimmt sind, in denen zwei arbiträre Funktionen « und ß des [377 
Parameters t auftreten. Legendre war der erste, der bemerkte, daß 
es möglich ist, diese Formeln durch andere zu ersetzen, die kein In- 
tegralzeichen, sondern nur Differentialquotienten enthalten. Enneper 
und Weierstraß gaben diesen Formeln die zweckmäßige Form: 


z=(1—-s’)F’(s) +2sf—2F 
iy=(1+s?)F’(s) —2sf’+2F 
2=2sF'(s)—2F, 


wobei allerdings zu bemerken ist, daß diese Verfasser nirgends explizite 
über Kurven von der Länge Null reden. 


11. Führt man nun auf eine Minimalkurve alle Bewegungen aus, 
so werden auch die Größen s und 7’ transformiert, und zwar. durch 
Gleichungen von der Form: 


s,=S(s), F\=6&(s, ae 


welche überdies sechs Parameter enthalten, weil die Bewegungen von 
sechs Parametern abhängen. Diese Gleichungen, die wir folgendermaßen 
schreiben: 


= S(s, A, Agy eo Q;) , F,= D(s, 1a Ayo. A;); 


bilden nun ihrerseits eine sechsgliedrige Gruppe, und zwar in meiner 
Terminologie eine sechsgliedrige Gruppe von Punkttransformationen der 
Ebene (s, F'). 

Daß die Sache so steht, ist keineswegs von vornherein evident. 
Zur Illustration bemerke ich, daß zwar alle oo! konformen Trans- 
formationen des Raumes Minimalkurven in Minimalkurven überführen, 
daß aber die Größen s und F in diesem Falle keineswegs durch eine 
Gruppe von Punkttransformationen, sondern durch eine Gruppe von 
Berührungstransformationen: 


dr 
3-8, BR Gran: 2) a), 


er 
dF, 
ee) 


transformiert werden. 
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12. Werden aber die Minimalkurven durch alle Bewegungen [373 
des Raumes transformiert, so erhält man, wie schon gesagt, in der 
Ebene (s, F) eine sechsgliedrige Gruppe von Punkttransformationen, 
die offenbar mit der Bewegungsgruppe des Raumes gleichzusammen- 
gesetzt ist. Hieraus läßt sich nun unmittelbar schließen, daß die be- 
sprochene Gruppe von Punkttransformationen jedenfalls mit der Gruppe: 


of of of 
or’ es Hr’ 
of of 
or / , 
af ef 
+2Fs EB 


ähnlich, wenn nicht identisch sein muß. 

Die Differentialinvarianten der soeben aufgestellten Gruppe habe 
ich nun längst berechnet. Es gibt eine invariante Differentialgleichung 
dritter Ordnung: F”’(s)= 0, eine Differentialinvariante fünfter Ord- 
nung J, und eine Invariante sechster Ordnung J,. Zwei krumme 
Minimalkurven sind kongruent dann und nur dann, wenn J, 


und J, dieselbe Gleichung erfüllen.') 





1) An anderer Stelle behandle ich die hier berührten Fragen eingehender. 


XVl. 


Bemerkungen zu Ostwalds Prinzip des [135 
ausgezeichneten Falles. 


Leipz. Ber. 1894, Heft II, abgeliefert 16. 10. 1894, 5. 135— 137. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 4. 6. 1894. 


1. In einer Note „Über das Prinzip des ausgezeichneten Falles“!) 
hat Herr Östwald versucht, in mathematischer Form ein allgemeines 
Prinzip aufzustellen, welches für alle Naturphänomene Geltung haben 
soll, welches insbesondere die von Maupertuis, Gauß und anderen 
formulierten Prinzipien der Dynamik umfassen soll. 

Leider scheint der Verfasser geglaubt zu haben, bei seinen Lesern 
keine größeren mathematischen Kenntnisse voraussetzen zu dürfen. Die 
Folge ist, wie es denn so leicht vorkommen kann, daß seine Darstellung 
zwar bei den Nichtmathematikern mehr oder minder bestimmte Vor- 
stellungen erwecken kann, der Mathematiker jedoch nicht recht 
weiß, wie die Sache zu verstehen ist. 

Da es sich nun hier um Dinge von der größten Tragweite handelt, 
und da ich nicht bezweifeln darf, daß der Verfasser dazu imstande ist, 
seinen gewiß wertvollen Gedanken eine’ exakte mathematische Form zu 
geben, so glaube ich, daß es für die Wissenschaft nur förderlich sein 
kann, wenn ich meine obigen Äußerungen etwas näher begründe. Dabei 
beschränke ich mich auf diejenigen Phänomene, deren mathe- [136 
matische Theorie wir am besten kennen, das heißt, auf die mechanischen. 


2. Galilei fand, daß bei der geradlinigen Fallbewegung unter der 
Wirkung der Schwerkraft die Fallstrecken mit den Quadraten der Zeit 
proportional sind. Betrachtet man nun die Zeit als Abszisse, die Fall- 
strecke als Ordinate eines Cartesischen Koordinatensystems, so gibt 
eine Parabel ein exaktes und vollständiges Bild des Phänomens. Hier 
genügt also die Öartesische Geometrie der Ebene zur mathematischen 
Darstellung des Phänomens. 

So ist es aber keineswegs immer der Fall. Schon wenn wir die 
allgemeine Fallbewegung eines Punktes betrachten, müssen wir zur 
vollständigen mathematischen Darstellung drei Größen, oder, geometrisch 
ausgesprochen, den Raum benutzen. Denn die Lage eines Punktes in 
einer gegebenen Vertikalebene wird erst durch zwei Größen bestimmt, 
welche selbst Funktionen der Zeit sind. 

Um endlich die Fallbewegung eines starren Körpers mathematisch 
darzustellen, müssen wir sechs Größen als Funktionen der Zeit an- 


1) Der Berichte, Oktober 1893 [S. 599—603]. 
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geben. Wollen wir somit dieses Phänomen durch eine einzige Kurve 
vollständig darstellen, so brauchen wir dazu einen Raum mit sieben 
Dimensionen. 

3. Hier kommt aber ein anderer sehr wesentlicher Umstand in 
Betracht. 

Wenn wir sagen, daB wir gewisse Phänomene durch eine einzige 
Kurve in einem passenden Raume vollständig darstellen können, so liegt 
die Voraussetzung vor, daß nicht allein die Differentialgleichungen 
des betreffenden Problems, sondern zugleich die zugehörigen Integral- 
gleichungen und überdies noch ein bestimmter Anfangszustand ge- 
geben sind. 

Nun aber geben zum Beispiel das Maupertuissche „prineipe de 
la moindre action“ oder das Gaußsche „Prinzip des kleinsten Zwanges“ 
wohl die Differentialgleichungen, keineswegs aber die Integral- 
gleichungen der betreffenden Phänomene. 

Wie man dazu imstande sein sollte, diesen Prinzipien 
eine Form zu geben, die sich allein auf eine vorgelegte (und 
sogar ebene) Kurve bezieht, das ist mir und gewiß auch an- 
deren Mathematikern nicht klar. 

4. Ich muß daher annehmen, daß Herrn Ostwalds Note keine [137 
exakte Darstellung seiner Ideen gibt. Vielleicht wäre es mir möglich, 
seinen Gedanken einen etwas präziseren Ausdruck zu geben. Es er- 
scheint mir aber unzweckmäßig, einen Versuch in dieser Richtung an- 
zustellen, denn hier kommen andere Umstände in Betracht, auf welche 
Jacobi hingewiesen hat, die dem Verfasser vielleicht nicht gegenwärtig 
sind‘). (Diese Berichte 1893, Seite 602 unten.) 

Die früher besprochenen mechanischen Prinzipien kommen im 
Grunde darauf hinaus, daß sie zeigen, daß man das simultane System 
von Differentialgleichungen, welche das betreffende Problem definieren, 
auf eine gewisse kanonische Form bringen kann. Jacobi betont hier 
mit Grund, daß die Bedeutung der betreffenden Prinzipien darauf be- 
ruht, daß sie die Reduktion auf jene kanonische Form wirklich 
leisten, und nicht darin, daß sie eine solche Reduktion als möglich 
dartun. Die Möglichkeit dieser" Reduktion ist für Mathematiker 
eine geradezu triviale Wahrheit, deren Tragweite in keiner Weise 
durch die zufällige Form beschränkt ist, in welcher das betreffende 


simultane System vorliegt. 





1) Vgl. Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von Ölebsch, 
S. 43. Sechste Vorlesung. Jacobi drückt sich etwas spezieller aus als im Texte. 
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Leipz. Ber. 1894, Heft III, abgeliefert 23. 3. 1895, S. 322 —333. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 3. 12. 1894. 


Unter den vielen Problemen, die meine allgemeine Theorie der 
Transformationsgruppen den Mathematikern stellt, verdient, wie ich 
schon so oft hervorgehoben habe, das folgende eine besondere Be- 
achtung: 


Vorgelegt ist ein System von Differentialgleichungen; man sucht alle 
Punkt- respektive Berührungstransformationen, die das vorgelegte Gleichungs- 
system invariant lassen. 


Da meine Untersuchungen über diesen Gegenstand noch nicht im 
Zusammenhange veröffentlicht sind, sondern in vielen verschiedenen 
Publikationen zerstreut sind, ist es erklärlich, daß Mathematiker, die 
sich nach meinem Vorgange mit derartigen Problemen beschäftigen, 
oft Resultate veröffentlichen, die entweder von mir explizite formuliert 
sind, oder aber unmittelbar aus meinen allgemeinen Sätzen hervor- 
gehen. 


r 


1. Bei meiner Bestimmung aller Gruppen von Punkttransforma- 
tionen der x, y-Ebene ergab sich a posteriori, daß eine gewöhnliche 
Differentialgleichung in &, y: 


2x, Y, u ... y)) en 0, 


deren Ordnung m größer als 1 ist, nie eine unendliche Gruppe von 
Punkttransformationen gestattet. Ich fand den inneren Grund zu diesem 
fundamentalen Satze, wie ich längst, nicht allein in meinen Vorlesungen, 
sondern auch in meinen Publikationen hervorgehoben habe, in Be- 
trachtungen, die etwa für m = 2 auf das Folgende hinauskamen. 


*. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
Y—-yay,y)—0 


besitzt 00° Integralkurven, die sich in oo? Weisen zu Büscheln [323 
zusammenfassen lassen, wenn nämlich die Schar aller Integralkurven 
durch einen gegebenen Punkt als ein Büschel bezeichnet wird. 
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Gestattet nun die Gleichung: „’—gp=0 eine Gruppe G, so bilden 
alle Transformationen dieser Gruppe, die einen Punkt p allgemeiner 
Lage invariant lassen, eine Untergruppe @,,, deren Transformationen 
gleichzeitig das Büschel aller durch p» gehenden Kurven in sich über- 
führen. Die Kurven dieses Büschels bilden eine eindimensionale Mannig- 
faltigkeit, die eo ipso durch eine Gruppe transformiert wird, die mit 
einer projektiven Gruppe isomorph ist und daher höchstens drei 
Parameter enthält. 

Sucht man daher unter den infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe @ alle, die sowohl einen Punkt p wie alle hindurchgehenden 
Integralkurven stehen lassen, so repräsentiert diese Forderung jedenfalls 
nicht mehr als: 
2+3 
unabhängige Forderungen. | 

Sucht man andererseits alle infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe @, die auf einmal zwei solche Kurvenbüschel, sowie alle ein- 
zelnen Kurven beider Büschel stehen lassen, so repräsentiert diese 
Forderung: 


2+5+1+2=83 


Bedingungen. Und da es nach der Natur der Sache gar keine infini- 
tesimale Transformation gibt, die diese Forderung erfüllt, so sehen wir, 
daß unsre kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen 
der x, y-Ebene nicht mehr als acht unabhängige infinitesimale 
Transformationen enthalten kann. 


3. Betrachten wir jetzt im Raume &,y,z2 ein System von zwei 
simultanen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


De p(z, Y,?, v, 2‘) er 0, Alan Uv(z, Y,?, % 2) ze ER 


das bekanntlich 0% Integralkurven besitzt. Wir wollen annehmen, daß 
dieses System von Differentialgleichungen eine gewisse kontinuierliche 
Gruppe @ von Punkttransformationen gestattet. 

Durch jeden Punkt p allgemeiner Lage gehen oo? Integralkurven, [324 
die ein Bündel bilden, und dieses Bündel bleibt invariant bei einer 
gewissen Untergruppe @,, die die Kurven dieses Bündels durch eine 
Gruppe g transformiert, die eo ipso mit einer projektiven Gruppe der 
Ebene isomorph ist. Suchen wir daher alle in @ enthaltenen infini- 
tesimalen Transformationen, die alle Integralkurven eines solchen Bün- 
dels in Ruhe lassen, so repräsentiert diese Forderung höchstens: 


3+83 


Bedingungen. Wollen wir andererseits, daß zwei verschiedene derartige 
25* 
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Bündel, sowie alle Kurven derselben in Ruhe bleiben sollen, so reprä- 
sentiert diese Forderung: 


3+3+1+83—-2—-3=]5 


Bedingungen. 
Gestattet daher ein System von Differentialgleichungen : 
YV"—-oay2yY,2.)=0, 2 — v4, Y,=0, 


eine kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen, so enthält diese 
Gruppe höchstens fünfzehn Parameter. 


4. Diese meine alten Betrachtungen dehnen sich ohne weiteres 
auf das allgemeine System von n — 1 Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung im n-dimensionalen Raume: 


2 al p,(%; Yı,  Yn-13» Yı9 Yan) —= (0 (k=1,2,..,02—]) 


aus. Hier treten 00°”? Integralkurven auf, die sich in 00” Bündel ver- 
teilen. Die Forderung, daß zwei Bündel, sowie alle in ihnen enthaltenen 
Kurven in Ruhe bleiben sollen, liefert: 


n+®?—-)+1+®- D-(n-D)—--n(n—-2)=n(n +2) 


Bedingungen. Ein derartiges System von Differentialgleichungen ge- 
stattet daher höchstens eine Gruppe mit: 


n? + 2n 


Parametern. Wenn dabei die betreffende Gruppe zum Beispiel ihre 
größtmögliche Anzahl Parameter enthält, dann folgt ohne weiteres 
aus meinen Untersuchungen über Gruppen mit der größtmöglichen 
Transitivität im Infinitesimalen, daß die betreffende Gruppe mit der 
allgemeinen projektiven ähnlich ist. 

Es leuchtet ohne weiteres ein, daß sich diese Resultate auf ge- [325 
wöhnliche simultane Systeme m-ter Ordnung ausdehnen, die eine Gruppe 
von Punkttransformationen gestatten. 


11. 


Die Frage, ob diejenigen Punkt- und Berührungstransformationen, 
die ein vorgelegtes System von Differentialgleichungen invariant lassen, 
eine endliche oder unendliche Gruppe bilden, erledigt sich in vielen 
Fällen ohne weiteres durch Benutzung meiner allgemeinen Unter- 
suchungen über die Transformation von Mongeschen Gleichungen: 


N 
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5. Stellen wir uns zuerst die Frage, ob es denkbar ist, daß ein 
System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


(A) y"— piX, Y,?2, u, 2) 2: 0, ges bez, Y,2, Yy, 2‘) = 0 


eine unendliche Gruppe von Berührungstransformationen gestattet 


Sind: 
(x, Y,?,0,, &g, Os, «,) BER 0, I, Y,?,0,,0%g, &y, a,) —=0 


die allgemeinen Gleichungen der zugehörigen Integralkurven, so findet 
die Bedingung des Schneidens zweier unendlich benachbarter Integral- 
kurven, wie ich in meinen ersten geometrischen Untersuchungen her- 
vorgehoben habe, ihren analytischen Ausdruck in einer Mongeschen 


Gleichung: 
0,0. dr‘, 


und dabei deckt sich die Frage nach allen Berührungstransformationen, 
die das vorgelegte System (A) von Differentialgleichungen invariant 
lassen, mit der Frage nach allen Punkttransformationen des vierdimen- 
sionalen Raumes «,,...,«&,, die die Mongesche Gleichung: 2 = 0 in- 
variant lassen. | 

Diese Mongesche Gleichung ist nun sicher nicht linear in den 
Differentialen d«,, das heißt, sie ist keine Pfaffsche Gleichung; dies 
folgt unmittelbar daraus, daß es nicht möglich ist, unter den oo% Inte- 
gralkurven in 00” Weisen 00°? Kurven herauszugreifen, unter [326 
denen jede alle benachbarten Kurven der betreffenden Schar schneidet. 


6. Unsere Mongesche Gleichung ordnet jedem Punkte des Raumes «, 
einen elementaren Kegel zu, und diese oo* Kegel lassen sich immer 
durch eine einzige partielle Differentialgleichung definieren: 

06,06, 004\ 
g (1, a, oa,’ 0a,’ 3) _ı 
die unmittelbar integrabel ist. Ein vollständiges Integral liefert ins- 
besondere das Gleichungssystem: 


D(x, Y,?,0,,&9, &s, a) a 0, DIE; Y,?,0%,, Gy, Oz, «,) = 0, 


wenn &, y, 2 als arbiträre Parameter aufgefaßt werden. Da nun die 
partielle Differentialgleichung: ® = 0 nach meinen älteren Unter- 
suchungen keine unendliche Gruppe von Punkttransformationen ge- 
statten kann, so ist es sicher, daß die Mongesche Gleichung: & — OÖ 
auch keine unendliche Gruppe von Punkttransformationen des Raumes «,, 
gestatten kann. Hiermit ist aber der folgende schöne Satz in einfachster 
Weise bewiesen: 
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Satz. Ein System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in den Veränderlichen x, y, 2: 


y” a2 p(z, Y,?2, Yy, 2‘) FRE ur a. ve, Y, 2, y, 2) —= (0 


gestattet nie eine unendliche Gruppe von Berührungstransformationen 
des Raumes x, y, 2. 


Dieser Satz ist insofern überraschend, als jede gewöhnliche Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung in x, y: 


yY"— p(a,y,y) = 


eine unendliche Gruppe von Berührungstransformationen der (x, y)-Ebene 
gestattet. | 


‘. Die hier angewandten Methoden lassen sich überhaupt für un- 
beschränkt integrable totale Systeme in beliebig vielen Veränderlichen 
verwerten. Dabei ist überdies noch folgendes zu bemerken: 

Liegt überhaupt ein Involutionssystem von partiellen [327 
Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung vor, dessen Integral- 
gebilde von charakteristischen Mannigfaltigkeiten erzeugt sınd, so werden 
diese Mannigfaltigkeiten immer durch ein unbeschränkt integrables 
totales System definiert. Es finden daher meine obenstehenden Ent- 
wiekelungen Anwendung in der Transformationstheorie der besprochenen 
Involutionssysteme, wie ich in anderer Verbindung längst angedeutet habe. 

Die Frage nach allen Berührungstransformationen, die ein In- 
volutionssystem beliebig hoher Ordnung invariant lassen, reduziert sich 
nämlich in ausgedehnten, von mir früher angegebenen, Fällen auf die 
Bestimmung aller Punkttransformationen eines höheren Raumes, die ein 
Involutionssystem erster Ordnung in sich transformieren. 


Il. 


(Die vorhergehenden Entwickelungen legte ich der Gesellschaft der Wissenschaften 
in der Sitzung am 3. Dezember 1894 vor. Gleichzeitig kündigte ich die nach- 
stehende Fortsetzung an.) 


8. Nachdem ich im Jahre 1883 den allgemeinen Begriff unend- 
liche kontinuierliche Gruppe eingeführt hatte, bemerkte ich in den 
Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania für das Jahr 1834 [d. 
Ausg. Bd. V, Abh. XVII, S. 450] ausdrücklich, daß die Frage, ob ein 
vorgelegtes System von Differentialgleichungen vermöge einer Trans- 
formation einer gegebenen Gruppe auf eine vorgelegte Form gebracht 
werden kann, sich theoretisch erledigen läßt, und zwar in jedem 
einzelnen Falle durch Betrachtung der Relationen, die zwischen ge 
wissen Differentialinvarianten bestehen. 
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Dabei traten, wie ich ausdrücklich betonte (Ges. d. Wiss. zu 
Christiania 1883, Nr. 10 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XII, S. 311]), praktisch 
wichtige Vereinfachungen ein, sobald das betreffende System von Diffe- 
rentialgleichungen zu einer gegebenen Kategorie gehörte, die selbst bei 
der betreffenden Gruppe invariant bleibt. 


9. Hier stellten sich dann zunächst die beiden folgenden Probleme, 
deren allgemeine Erledigung durch meine Theorien in einfachster Weise 
geleistet wird: 


I. Sobald eine spezielle Gruppe vorliegt, kann man nach (den ein- 
fachsten) invarianten Kategorien von Differentialproblemen fragen. 


II. Liegt andererseits eine bestimmte Kategorie von Differential- [328 
problemen vor, so kann man nach der größten Gruppe von Berührungs-, 
respektive Punkttransformationen fragen, bei denen die betreffende 
Kategorie invariant bleibt. 

Es wird der Aufmerksamkeit des gewissenhaften Lesers nicht ent- 
gehen, daß ich in’meinen älteren Publikationen viele derartige Probleme 
gelöst hbabe!). Für mich war dabei die Erledigung dieser, an sich 
trivialen Probleme im allgemeinen der Ausgangspunkt für Unter- 
suchungen, die einen ernsteren Öharakter besaßen. 


10. So zum Beispiel war meine Bestimmung (Archiv for Math. 
Bd. VI, Christiania 1881, S. 346 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXV, S. 506 
bis 509]) aller Berührungstransformationen: 


© = X(,y4,2,92,J, Y- KH... 2=Z(.,), 
p=P(i, Y, #5, P; q), = Q(%, Yy,?%,P, q), 


die partielle Differentialgleichungen von der Form: 
22 %) / 02 
(B) dx? 7 P(&, Y) z a dr, y) y r Z(a, y) 20 


in ebensolche überführen, für mich nur der Ausgangspunkt für die 
ungleich schwierigere Bestimmung aller Gleichungen von der Form (B), 
die eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen gestatten, bei 
‘ denen x und y nicht alle beide invariant bleiben. 

In derselben Arbeit erledigte ich das entsprechende hochinteressante 
Problem für alle Laplaceschen linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 





1) Vgl. Math. Ann. Bd. 24 [hier Abh. II, S. 95ff.]. In dieser Arbeit skizzierte 
ich Invariantentheorien für viele verschiedene Kategorien von Differentialproblemen 
und legte dabei jedesmal die größte Gruppe zu Grunde, bei welcher die betreffende 
Kategorie invariant bleibt. 
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Wenn ich im folgenden meine alten Fragestellungen wieder auf- 
nehme und an einigen Beispielen zeige, wie das obenstehende Problem II 
behandelt werden soll, so ist die Ursache die, daß eine soeben in Orelles 
Journal erschienene Arbeit deutlich zeigt, daß es noch tüchtige Mathe- 
matiker gibt, die zwar von meinen Theorien beeinflußt [sind], doch aber 
nicht wissen, wie derartige Probleme behandelt werden müssen. 


1l. Um mit einem möglichst einfachen Problem anzufangen, [329 
wollen wir zunächst alle Berührungstransformationen: 


(©) A ne X, Y, Yy), MH Y(®, YyYy), Yı — Ze, Y, y) 
suchen, die jede gewöhnliche lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung: 
®) Ey RD + + Kady 


in eine ebensolche Gleichung überführen. Welche die ganze Zahl m 
ist, kann uns gleichgültig sein. 

Die Gleichung (D) fasse ich als Definitionsgleichung einer 
m-gliedrigen Gruppe auf, deren allgemeine infinitesimale Trans- 


formation die Form: & 


N | 
(E) 3 k C,Y, (X) 
1 


besitzt. Bei den gesuchten Transformationen (C) soll daher jede in- 
finitesimale Transformation: 


in eine neue Transformation übergehen, die ebenfalls die Form: 


öf 
Kay 
besitzt. De, 
Erteilt man aber in der Gleichung: 


OR HE CHE 
der Funktion p auch nur zwei verschiedene Formen, so folgt unmittel- 
bar, daß x, eine Funktion von x sein muß: 
= Xle). 
Da nun die Größe Y(x,y, y') die Bedingungsgleichung: 
|XY]=0 


erfüllen muß, so ist Y von y frei, und die gesuchten Transformationen 
sind Punkttransformationen, die die Form: 


a1=Xl), =! Yy) 
besitzen. 330 
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Nun aber ist: 
ee DIE 
p(x) °y p(«) ey ey’ 
und dabei leuchtet unmittelbar ein, daß die Größe pY, nur dann eine 
Funktion von x, respektive x, allein ist, wenn Y in %y linear ist. Die 


gefundene Transformation: 
u, =X(e), y=alc)y+b(e) 


erfüllt aber offenbar dann, und nur dann, die ursprünglich gestellte 
Forderung, wenn b(x) gleich Null ist. 


12. Ausgehend von diesen Betrachtungen skizzierte ich schon in 
den Jahren 1881—1883 in den Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu 
Christiania eine allgemeine Integrationstheorie solcher Differential- 
gleichungen ın x, y: | 

VEN), 


die durch Berührungstransformation in lineare übergeführt werden 
können [d. Ausg. Bad. III, Abh. XXXVI, S. 528 (1881); Bd. V, Abh. X, 
S. 242f. (1883); Abh. XII, S. 311f. (1883)]. 

Für Mathematiker ist die detaillierte Durchführung eines 
Teils dieser großen Theorie eine würdigere Aufgabe als etwa 
die Behandlung der trivialen Frage nach den allgemeinsten 
Punkttransformationen, bei denen die Kategorie aller (ge- 
wöhnlichen) linearen Differentialgleichungen invariant bleibt. 

13. Unter meinen in den zitierten Arbeiten erhaltenen allgemeinen 
Resultaten verdienen die folgenden besondere Beachtung. 

1. Liegt eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vor, die durch Punkttransformation die Form: 


eh 


erhalten kann, dann läßt sich die Integration der vorgelegten Gleichung 
auf diejenige einer linearen Differentialgleichung dritter Ordnung zu- 
rückführen. 

2. Liegt eine gewöhnliche Differentialgleichung: #'= OÖ dritter oder 
höherer Ordnung vor, die durch Punkttransformation die lineare Form: 


L TSF y ER N CA ee ae ir Xy =, 0 


erhalten kann, dann läßt sich die Integration von: F=0 zurückführen 
auf die Erledigung einer linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung, 
' die mit: L=0 äquivalent ist. 

| 3. Die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung [331 
dritter Ordnung, die durch Berührungstransformation die Form: „"=0 
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erhalten kann, reduziert sich auf die Erledigung einer speziellen linearen 
Differentialgleichung vierter Ordnung. 

4. In allen anderen Fällen reduziert sich die Integration einer ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung m-ter Ordnung: 


Fa, Y, y, 2 y) a3 0 (m > 2), 
die durch Berührungstransformation die lineare Form: 
ym) + REN ars, + Sen + Xy —= () 


erhalten kann, auf die Erledigung einer äquivalenten linearen Differential- 
gleichung m-ter Ordnung. 

Diese Sätze veröffentlichte ich, wie schon gesagt, in den Jahren 
1881—1883 in den Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania. Im übrigen 
will ich darauf hinweisen, daß schon meine erste Note in den Göttinger 
Nachrichten, 1874 [d. Ausg. Bd. V, Abh. I] über Transformationsgruppen 
Andeutungen enthält, die zeigen, daß ich schon damals eine rationelle 
Integrationstheorie aller gewöhnlichen Differentialgleichungen besaß, 
die durch Punkt- oder Berührungstransformation die lineare Form er- 
halten können. 


IV. 


14. Nicht schwieriger ist die Frage nach allen Berührungstrans- 
formationen des Raumes 2, 2,,...,%,, die etwa alle linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


ala Nat Zr 9 ty) = 0 


in ebensolche Gleichungen überführen. 

Bemerkt man, daß jede derartige partielle Differentialgleichung als 
Definitionsgleichung einer unendlichen Gruppe mit vertauschbaren Trans- 
formationen aufgefaßt werden kann, so erkennt man ohne weiteres, daß 
unsre Forderung darauf hinauskommt, daß bei unsrer Berührungs- 
transformation das Symbol jeder infinitesimalen Transformation von 
der Form: af 

e(R, yo. %,) dz 
in ein Symbol: 


(8. „00, An Erg [332 


übergehen soll, welches sich nur hinsichtlich der Form der Funktion « 
von dem gegebenen Symbol unterscheidet. 

Hieraus folgt nun zunächst, daß die gesuchte Berührungstrans- 
formation » Gleichungen umfaßt, die die Form: 


2, — Ka...) 2) Eu in 
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besitzen. Die hinzutretende Gleichung: 


Ba Le, 2, 50, 0,0) 
erfüllt nach meiner allgemeinen Theorie die Bedingungen: 
ax el, 2, 7X] 0 


so daß Z von 9,,...,?, frei ist. Da andererseits eine Gleichung von 
der Form: 


für jedes f, insbesondere für: 


A 
stattfindet, folgt: 


ann a: 


und da die rechte Seite sich auch als Funktion von &,,..., x, auffassen 
läßt, ergibt sich, daß Z in 2 linear ist: 


Z= AR, .. x)? hr d(2,, re 2); 


dabei erkennt man unmittelbar, daß die gefundene Punkttransformation 
dann, und nur dann, die gestellten Forderungen erfüllt, wenn die Größe ö 


gleich Null ist. 
15. Hiermit haben wir den Satz: 


Wenn eine Berührungstransformation in den Veränder- 
lichen: 
Lyeeey Imy Ay Pıy Pr 


jede lineare und homogene partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung wiederum in eine lineare homogene Glei- 
chung überführt, so besitzt sie die allgemeine Form: 


© = X,l0,,-.,2.)5 de 20l,.:,2,). 


Dieser allgemeine Satz gestattet mehrere triviale Verallge- 1333 
meinerungen. Ich beschränke mich hier auf die selbstverständliche 
Bemerkung, daß die obenstehenden Entwickelungen gültig bleiben, wenn 
m statt zwei gesetzt wird. 

Im übrigen möge nochmals ausdrücklich betont werden, daß alle 
Untersuchungen über lineare partielle Differentialgleichungen sich als 
Untersuchungen über kontinuierliche Gruppen mit vertauschbaren 
Transformationen auffassen lassen. 


XVII 


Untersuchungen über unendliche kontinuierliche Gruppen. 


Leipz. Abhandl. Bd. XXI, Nr. III, S. 43—150. Angekündigt in der Sitzung vom 
2. 7. 1894, das Manuskript eingeliefert am 3. 7. 1894, der Abdruck vollendet am 
12. 1. 1895. 


In dieser Abhandlung gebe ich eine systematische Darstellung [45 
ausgedehnter Untersuchungen über unendliche kontinuierliche Transfor- 
mationsgruppen, die ich in den Jahren 1883>—18356 ausgeführt habe. 


1. Meine ersten Untersuchungen über kontinuierliche Gruppen be- 
zogen sich auf die Gruppe derjenigen Berührungstransformationen, 
die mit allen Translationen vertauschbar sind, sowie auf die unendliche 
Gruppe aller Berührungstransformationen. Für diese letztere Gruppe 
entwickelte ich schon in den Jahren 1872 und 1873 eine Äquiva- 
lenztheorie, die für partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
als vollständig zu betrachten ist. Gleichzeitig entwickelte ich eine voll- 
ständige Äquivalenztheorie für gewisse andere unendliche Gruppen, 
meine sogenannten Funktionengruppen. 

Nachdem ich in den Jahren 1370—1873 eine allgemeine Theorie 
der endlichen kontinuierlichen Gruppen begründet hatte, versuchte ich 
wiederholt, meine Untersuchungen auf beliebige unendliche Gruppen 
auszudehnen. Es gelang mir im Jahre 1878, für die unendliche Gruppe 
aller Punkttransformationen eine allgemeine Invarianten- 
theorie zu begründen; im übrigen blieben aber meine Bestrebungen 
lange erfolglos. Endlich hatte ich im Anfange des Jahres 1883 die 
glückliche Idee, unter allen Gruppen diejenigen herauszugreifen, 
deren Transformationen durch Differentialgleichungen defi- 
niert werden können. Für diese Gruppen, die ich als unendliche 
kontinuierliche Gruppen bezeichnet habe, gelang es, eine allge- 
meine Invariantentheorie zu begründen. 


2. Es ist wohl zu beachten, daß es sehr viele Transformations- 
gruppen gibt, welche nicht durch Differentialgleichungen definiert wer- 
den können. So zum Beispiel bilden alle algebraischen Punkttrans- 
formationen eine unendliche Gruppe, welche nicht durch Differential- 
gleichungen definiert werden kann. Dasselbe gilt für die Gruppe aller 
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birationalen Punkttransformationen der Ebene. Die beiden letzt- [46 
genannten Gruppen besitzen bekanntlich eine hervorragende Wichtigkeit. 

Man darf daher keineswegs sagen, daß die durch Differentialglei- 
chungen definierten Transformationsgruppen die einzigen kontinuier- 
lichen Gruppen sind, die Interesse darbieten. Eine andere Sache ist es, 
daß es sehr viele triviale kontinuierliche Gruppen gibt, die sich nicht 
durch Differentialgleichungen definieren lassen. So zum Beispiel er- 
zeugen alle Transformationen: 


7 = F(a), 


die einen Punkt: 2=x, invariant lassen, eine Gruppe, die wohl 
als trivial bezeichnet werden darf. 


3. Im Jahre 1883 veröffentlichte ich in den Verhandlungen der 
Ges. d. Wiss. zu Christiania [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIII, S. 314ff.] eine 
Bestimmung aller unendlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkt- 
transformationen der Ebene. In demselben Jahre gelang es mir, alle 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 


s- (9,239, 9), 
die eine endliche oder unendliche Gruppe von Berührungstransforma- 
tionen gestatten, auf kanonische Formen zu bringen. Ähnliche Unter- 
suchungen über die allgemeine Monge-Amperesche Gleichung führten 
mich zu wichtigen Resultaten, unter denen bis jetzt fast nur diejenigen 
veröffentlicht worden sind, die sich auf Laplaces lineare Differential- 
gleichungen beziehen [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXV, 8. 492 ff.]. 

Im Jahre 1884 skizzierte ich in den Mathematischen Annalen 
Ba. XXIV [hier Abh. II, 8. 9öff.] eine allgemeine Invarianten- 
theorie der endlichen und unendlichen kontinuierlichen 
Gruppen. Ausführlichere Untersuchungen über Gruppen in zwei Ver- 
änderlichen hatte ich schon im Jahre 1883 im norwegischen Archiv 
veröffentlicht [d. Ausg. Bd. V, Abh. IX, X, XI, XIV]. Weitergehende 
Untersuchungen über Differentialinvarianten!) trug ich bei verschie- 
denen Gelegenheiten in meinen Seminarvorlesungen an der Univer- [47 
sität Leipzig vor. 





1) Amp£re bestimmte alle Differentialinvarianten der Bewegungen der Ebene. 
Im Jahre 1870 entwickelte der talentvolle englische Mathematiker Cockle Ideen 
über die Transformation von linearen Differentialgleichungen, die später durch 
Laguerres und Halphens bekannte Arbeiten wesentlich weiter geführt worden 
sind. Dies vorläufig zur Kompletierung meiner älteren Zitate. 

Im übrigen will ich schon beute notieren, daß mein ehemaliger Zu- 
hörer, Herr Tresse, neuerdings in den Acta math. meine Publikationen 
und Mitteilungen in durchaus unkorrekter Weise ausgebeutet hat 
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4. In den Jahren 1883—1886 gelang es mir, mehrere wichtige 
Kategorien von unendlichen Gruppen zu bestimmen. So zum Beispiel 
bestimmte ich alle unendlichen Gruppen von Punkttransformationen 
des r-fach ausgedehnten Raumes, die im Infinitesimalen die größt- 
mögliche Transitivität besitzen, ferner alle unendlichen Gruppen 
des (2» + 1)-dimensionalen Raumes 2, &%, :.., 2, Pır +: -,2,, die die 


Gleichung: de — pda, —:- — p,da, = 0 


invariant lassen und im Infinitesimalen die größtmögliche Transitivität 
haben, ferner alle Gruppen von Berührungstransformationen der Ebene, 
endlich alle primitiven Gruppen von Punkttransformationen des Raumes 
mit drei oder vier Dimensionen. 

Ich zerlegte andererseits die Bestimmung aller imprimitiven Gruppen 
des dreifachen Raumes in mehrere Spezialprobleme, deren Erledigung 
keine Schwierigkeit darbietet. Auch die Bestimmung aller endlichen 
und unendlichen Berührungstransformationsgruppen des dreidimensio- 
nalen Raumes ist es mir schon längst gelungen, im Prinzip zu er- 
ledigen, während ich allerdings noch nicht alle Detailrechnungen durch- 
geführt habe. 

In der nachstehenden Abhandlung gebe ich eine ausführliche Dar- 
stellung der einfachsten unter den soeben besprochenen Untersuchungen. 


5. Im Jahre 1891 veröffentlichte ich in den Berichten dieser Ge- 
sellschaft in zwei Abhandlungen [hier Abh. XI, S. 300ff., XIL, S. 331 ff. ] 
eine eingehende Begründung der Fundamentalsätze meiner Theorie der 
unendlichen Gruppen. Hoffentlich wird es mir bald möglich sein, zu 
zeigen, wie sich gewisse tiefer liegende Begriffe und Sätze meiner 
Theorie der endlichen Gruppen auf unendliche Gruppen ausdehnen. 
Diese Übertragung ist in den meisten Fällen einfach, ja fast selbstver- 
ständlich, in einigen Fällen aber mit großen Schwierigkeiten verbunden, 
die ich teilweise noch nicht überwunden habe. 


6. Ich will diese letzte Behauptung durch ein wichtiges und inter- 
essantes Beispiel illustrieren. In meiner Theorie der endlichen konti- 
nuierlichen Gruppen beweise ich, daß alle endlichen Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe, die in einer gewissen Umgebung der iden- 
tischen Transformation liegen, von infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe erzeugt sind. Es liegt nun sehr nahe, zu vermuten, daß dieser 
fundamentale Satz (dessen Wesen, Tragweite und Wichtigkeit von [48 
meinen Nachfolgern mehrfach mißverstanden worden ist) sich auf un- 
endliche Gruppen ausdehnen läßt. Es ist mir aber nicht einmal ge- 
lungen, dieser Vermutung einen ganz präzisen Ausdruck zu geben, noch 
weniger, eine solche Ausdehnung zu realisieren. 
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Merkwürdigerweise findet sich im Nachlasse Abels eine Note, in 
welcher mein großer Landsmann, wenn auch anscheinend unbewußt, 
doch faktisch versucht, diese Idee für den einfachsten Fall durchzu- 
führen. Abel betrachtet eine ganz beliebige Transformation: 


y=f(a) 


der eindimensionalen Mannigfaltigkeit x und versucht diese Transfor- 
mation auf die Form: 


yy)=y(a)+1 


zu bringen, was darauf hinauskommt, daß Abel behauptet, daß jede 
Transformation: y= f(z) einer gewissen eingliedrigen Gruppe: 


p(Y) ee p(x) x C (c = Const.) 
angehört.!) | 


Es gibt einen Fall, in dem das von mir besprochene allgemeine, 
Problem sich erledigen läßt. Sei eine Transformation des Raumes 
%,:..,%, durch die Gleichungen: 


2, = (05.2) (k=1,....n) 


bestimmt, und es möge 7 das Symbol dieser Transformation sein. Ver- 
stehen wir nun unter m irgend eine bestimmte ganze positive Zahl, 
so ist es immer möglich, die Gleichungen derjenigen Transformation 
hinzuschreiben, deren Symbol: 

qm 


ist. In gewissen Fällen läßt sich die Form dieser Gleichungen für un- 
bestimmtes m angeben; alsdann bestimmen die entsprechenden Glei- 


chungen: Br 
2%, = Fila, +, mM), 


sobald m als Parameter betrachtet wird, wenn auch nicht immer, so 
doch jedenfalls sehr oft, eine eingliedrige Gruppe, welcher selbstver- 
ständlich die Transformation 7’ angehört. 

Wendet man zum Beispiel diese Bemerkung auf die sogenannte 
Fußpunkttransformation an, so erhält man eine eingliedrige Gruppe, 
die ich als die Gruppe der Fußpunkttransformationen bezeichne. 


1) In Abels Untersuchungen kommt schon der allgemeine Gruppenbegriff 
implizite vor, wenn sich Abel auch im allgemeinen auf Gruppen mit vertausch- 
baren Operationen beschränkt. Es erscheint andererseits unzweifelhaft. dab 
‚ Abels Untersuchungen über Funktionalgleichungen bei seinen funktionen- 
theoretischen Entdeckungen eine größere Rolle gespielt haben, als aus seinen 
Werken unmittelbar hervorgeht. Hierüber mehr an einer anderen Stelle. 
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Diese Gruppe hat ihre infinitesimale Transformation, deren Symbol für 
den Raum z,,%,,%, die Form: 


V:+2+2VpP+rP2+P 


besitzt. An einer anderen Stelle komme ich auf diese Bemerkung zurück. 





‘. In allen meinen Publikationen über kontinuierliche Gruppen [49 
habe ich die Analogie meiner Theorie mit Galois wundervoller Sub- 
stitutionstheorie hervorgehoben. Es erscheint mir hochinteressant, dab 
die Schlußbemerkungen in Galois wissenschaftlichem Testament es 
wahrscheinlich machen, daß dieser große Mathematiker beabsichtigte, 
auch eine Theorie der Transformationsgruppen zu entwickeln. Aller- 
dings liegt es nahe, zu vermuten, daß Galois Pläne sich in erster 
Linie auf diskontinuierliche Transformationsgruppen bezogen. 

Auch in Riemanns Werken (vgl. seine Untersuchungen über die 
‘Grundlagen der Geometrie) findet sich eine Stelle, die die Vermutung 
nahe legt, daß er sich mit allgemeinen Untersuchungen über Transfor- 
mationsgruppen beschäftigt hatte. 

Diese letzten Bemerkungen sind nicht ohne Interesse, wenn man 
auch nicht vergessen darf, daß sozusagen alle Mathematiker, wenn 
auch implizite und unbewußt, sich mit dem Gruppenbegriff beschäftigt 
haben. Wenn neuerdings ein Mathematiker der Berliner Schule ver- 
sucht, Gauß als Urheber des Gruppenbegriffs hinzustellen, so stelle ich 
demgegenüber die Behauptung auf, daß zum Beispiel Euklid oder 
Euler sich früher als Gauß mit Untersuchungen beschäftigt haben, 
die als gruppentheoretisch aufgefaßt werden können. Bei allen kommt 
der Gruppenbegriff implizite, und soweit mir bekannt, nur impli- 
zite vor. 

Käpitel l. 
Bestimmung aller imprimitiven unendlichen Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene. 


8. Nach meinen allgemeinen Theorien enthält jede unendliche (wie 
endliche) kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen: 


Sa p(K, Yy), er bez, Yy) 
der Ebene unendlich viele infinitesimale Transformationen: 


2 2 
Xf=&(a, DA +7, Dr -5p +ng, 


deren Inbegriff in jedem einzelnen Falle die betreffende Gruppe [50 
vollständig charakterisiert. Das Problem, alle kontinuierlichen unend- 
lichen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene zu bestimmen, 
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deckt sich daher vollständig mit dem formell ungleich einfacheren Pro- 
bleme, alle Scharen von infinitesimalen Transformationen: 


Xf=-Ea,y)p+ny)gq 


zu finden, welche in meinem Sinne des Wortes eine :unend- 
liche ns erzeugen. 


9. Die infinitesimalen alone Xf=58p+ng einer (end- 
lichen oder) unendlichen Gruppe werden in jedem einzelnen ‚Falle durch 
ein ae von .Differentialgleichungen: 


() rt a 


bestimmt, das wir einfach das System der Definitionsgleichungen 
der Gruppe nennen. 

Charakteristisch für ein derartiges System von Differentialglei- 
chungen ist einerseits, daß es in & und n linear und homogen ist, 
andererseits daß, Fobald- 


NE a 
Xu. + und: Kf-botnd 


liefern, dann der zugehörige nn 


EN ze 
K[BN) - RN) = (LE, — os n (Xng — Anı)z,, ’ | 
ebenfalls ein Lösungssystem: 
X5— X, An — Ksm 
bestimmt. i 
Für die unendlichen Gruppen kommt als besonderes Merkmal 


noch hinzu, daß das allgemeinste Lösungssystem &, 7 sich nicht aus 
einer begrenzten Anzahl von Lösungssystemen: 


EM 
durch Multiplikation mit Konstanten und Addition ableiten läßt; für 
die endlichen kontinuierlichen Gruppen dagegen ist es charakteristisch, 
daß es immer eine solche ganze positive Zahl r gibt, daß die all- [51 
gemeinsten Werte &, n sich folgendermaßen ausdrücken lassen: 


a + 7= mt: 06,9% (€; = Const.) 


10. Wir nennen eine kontinuierliche Gruppe mit den infinitesi- 
‚ malen Transformationen Xf imprimitiv, wenn sie mindestens eine 


Kurvenschar: p(x, y) — Const. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 26 
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invariant läßt, anders ausgesprochen, wenn es mindestens eine Funk- 
tion @ gibt, die zu der Gruppe in solcher Beziehung steht, daß sich 
alle X als Funktionen von g ausdrücken lassen. 

Dementsprechend nennen wir eine Gruppe primitiv, wenn es bei 
ihr keine invariante Kurvenschar: (x, y) = a gibt. 

In dem folgenden Kapitel formulieren und erledigen wir für n 
Dimensionen ein allgemeines Problem, das für n=2 auf die Be- 
stimmung aller primitiven kontinuierlichen Gruppen von Punkttrans- 
formationen der Ebene hinauskommt. Wır können uns daher in diesem 
Kapitel darauf beschränken: alle kontinuierlichen Gruppen von 
Punkttransformationen der Ebene zu bestimmen, welche un- 
endlich und imprimitiv sind. 

Da wir ohne Beschränkung unsere Punktkoordinaten so wählen 
können, daß x = Const. die invariante Kurvenschar ist, so können wir 
uns auch so ausdrücken: 

Wir bestimmen in diesem Kapitel alle unendlichen konti- 
nuierlichen Gruppen, deren infinitesimale Transformationen 
die Form: 


0 e 
IL OELICHEN 
haben. 


11. Es ist nun von größter Wichtigkeit, daß das soeben formu- 
lierte, keineswegs einfache Problem sich ohne weiteres in mehrere und 
zwar in fünf verschiedene Unterprobleme zerlegt, unter denen jedes 
einzelne sich noch weiter zerlegen läßt. 

Kennen wir in der Tat eine unendliche Gruppe, deren infinitesi- 
male Transformationen die Form: 


Xp) + na }L 


besitzen, so zeigen meine allgemeinen Theorien unmittelbar, daß die [52 
verkürzten infinitesimalen Transformationen: 


Ela) Z£ 


jedesmal eine Gruppe bilden, welche nullgliedrig, eingliedrig, zwei- 
gliedrig, dreigliedrig oder unendlichgliedrig sein kann. Es zerfällt da- 
her unser Problem sogleich in die fünf folgenden Probleme: 


I. Alle unendlichen Gruppen 9 zu bestimmen, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: 


0 
n(&, Yy) en 
besitzen. 
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II. Alle unendlichen Gruppen g, zu finden, deren infinitesimale 

Transformationen die Form: 
p+n(% y)q (e = Const.) 
besitzen. 

Man löst dieses zweite Problem, indem man nach und nach alle 
unendlichen Gruppen 9 nimmt, deren infinitesimale Transformationen 
die Form n(z,y)q besitzen, und in jedem Fall in allgemeinster Weise 
eine infinitesimale Transformation: p + n,(2,y)q hinzufügt. 

III. Alle unendlichen Gruppen 9, zu finden, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: 


(ec +c)P + n(%,Yy)q 


besitzen, dabei vorausgeselzt, daß c, und c, wesentliche Konstanten be- 
zeichnen. | 

Sobald das Problem II gelöst ist, findet man alle Gruppen g,, 
indem man nach und nach zu den infinitesimalen Transformationen: 
cp +n,(%, y)q jeder Gruppe g, in allgemeinster Weise eine infinitesi- 


male Transformation: 
xp + n.(2,9)q 


hinzufügt. 


IV. Alle unendlichen Gruppen 9, zu finden, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: 


GR +azto)p+tn@y)q 


besitzen, dabei vorausgesetzt, daß c,, c, und c arbiträre Konstanten be- 
zeichnen. | 

Sobald das Problem III gelöst ist, finden wir alle Gruppen g,, [53 
indem wir nach und nach zu den infinitesimalen Transformationen jeder 
einzelnen Gruppe g, in allgemeinster Weise eine. infinitesimale Trans- 


formation: 
pP +n(%, y)q 
hinzufügen. | 
V. Alle unendlichen Gruppen zu bestimmen, deren infinitesimale 
Transformationen die Form: 


E(a)p tn, y)q 


besitzen, dabei vorausgesetzt, daß & eine arbiträre Funktion von x be- 
zeichnet. | 

Zur Lösung dieses Problems nehmen wir nach und nach alle end- 
lichen und unendlichen Gruppen, deren infinitesimale Transforma- 


tionen die Form n(z,y)g besitzen, und versuchen in jedem Falle da- 
26% 
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durch eine Gruppe zu erzeugen, daß wir zu den infinitesimalen Trans- 
formationen der betreffenden Gruppe unendlich viele infinitesimale 
Transformationen: 


&()p+n(la,y)q 


hinzufügen, deren & eine von Null verschiedene arbiträre Funktion 
von x bezeichnet. 

Wir behandeln jetzt nach und nach diese fünf Probleme, deren 
jedes sich in einfachere Probleme zerlegen läßt. 


I. 


Bestimmung aller intransitiven unendlichen Gruppen 
von Punkttransformationen der Ebene. 


12. Wir wollen zuerst alle unendlichen Gruppen bestimmen, deren 
infinitesimale Transformationen die Form 7 (x, y)q besitzen; diese Grup- 
pen lassen sich offenbar auch dadurch charakterisieren, daß sie intran- 
sitiv und unendlich sind. 

Die hiermit definierten Gruppen zerfallen in vier verschiedene 
Kategorien. Fassen wir nämlich, wie wir können, die Größe x als 
Konstante auf, so leuchtet ein, daß die Punkte jeder einzelnen Geraden: 
x = a durch eine Gruppe transformiert werden, die eingliedrig, zwei- 
gliedrig, dreigliedrig oder unendlichgliedrig ist. 

Im ersten Falle erhält unsere aruppe bei Einführung einer [54 
zweckmäßigen Funktion von x, y als neuen %y die kanonische Form: 











X(z)q 





wo X eine arbiträre Funktion von x bedeutet. 

Im zweiten Falle erhalten alle n(x, y) durch passende Koordinaten- 
wahl die Form: «(x) + ß(x)y. Greifen wir nun zwei beliebige infini- 
tesimale Transformationen: 


(dıtßy)ga und. + B.y) q 


heraus, so erhalten wir durch Klammeroperation die infinitesimale Trans- 
formation: 


(&,ßs = %Pß,)Q; 


die in unserer Gruppe enthalten ist und im allgemeinen von Null ver- 
schieden sein muß. Die gesuchte Gruppe enthält somit infinitesimale 
Transformationen, die die Form: 


alxX)g 
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besitzen; sie enthält ferner die Transformation: 


(og, («+ By)g) = Bag, 


ferner die Transformationen: ß’og, ß?og, ..., überhaupt alle Trans- 
formationen: | 
B"og m-TEL..0). 


Hieraus ergibt sich, daß unsere Gruppe unter allen Umständen 
alle infinitesimalen Transformationen von der Form p(x)q umfaßt. Die 
übrigen Transformationen können daher auf die Form ß(x)yq gebracht 

werden, und dabei gibt es zwei wesentlich verschiedene Fälle, je nach- 
dem ß eine lineare Differentialgleichung erfüllt oder nicht. Die ge- 
suchten Gruppen können also entweder auf die kanonische Form: 





Xg, Ka)yq 











mit den beiden arbiträren Funktionen X und X, von x, oder auf die 
kanonische Form: 











Ra: RUN, IT 





' mit der einzigen arbiträren Funktion X(x) gebracht werden. 
Im dritten Falle lassen sich alle n(z, y) auf die Form: [55 


(Kr) + Kla)y+ Kea)y’)a 


bringen. Indem wir nun wie bei der Bestimmung aller endlichen 
Transformationsgruppen von dieser Form verfahren, erkennen wir, daß 
unter den hier gemachten Voraussetzungen die drei Funktionen X, X, 
und X, sämtlich arbiträr sind. Die gesuchte Gruppe kann daher die 
kanonische Form: 


| X(a)a, Xıtadua, Xta)y’a | 








erhalten. 


13. Wir suchen sodann alle Gruppen n(2,y)g, bei denen die 
Punkte jeder einzelnen Geraden: & = Const. durch eine Gruppe mit 
unendlich vielen Parametern transformiert werden. 

Um die Rechnungen zu vereinfachen, denken wir uns die Ver 
änderlichen &, y vonvornherein in solcher Weise gewählt, daß die be- 
 treffende Gruppe n(z, y)g die infinitesimale Transformation q enthält. 
‘ Unter dieser Voraussetzung müssen offenbar in den Definitionsglei- 
chungen: 


a,N + b,n,.+ a ee 
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die Koeffizienten a, sämtlich gleich Null sein; da andererseits gleich- 
zeitig mit n(z, y)g auch die infinitesimale Transformation: 


(4, 29) = 1,9 
in unsrer Gruppe vorkommen muß, so können wir ohne Beschränkung 
annehmen, daß die Koeffizienten b,, e,,... nur von x abhängen. 
Befindet sich unter den Definitionsgleichungen eine von erster 


(2), + Bla)n,— 0, 
so muß « von Null verschieden sein, weil 7 nach unserer Voraus- 
setzung nicht nur von x abhängen darf. Es muß also n die Form: 


n=2&ly+ X) 


haben, wo X(x) eine bestimmte Funktion von 2, & dagegen eine jeden- 
falls vorläufig unbestimmte Funktion des Argumentes y + X bezeichnet. 
Führen wir hier y+ X(x) als neues y ein, so erhalten alle infini- 
tesimalen Transformationen der gesuchten Gruppe die Form W(y)g, 
und dabei muß W eine arbiträre Funktion von y sein, weil unsere 
Gruppe sonst endlich wäre. | 


Ordnung: 


Besitzt daher eine unendliche Gruppe n(x, y)q eine Definitions- [56 
gleichung erster Ordnung, so ist sie ähnlich mit der Gruppe: 


[vw] 


deren infinitesimale Transformationen die arbiträre Funktion Y(y) von 
y enthalten. 


14. Wir wollen sodann annehmen, daß sich unter den Definitions- 
gleichungen unserer Gruppe n(2,y)g keine von erster, dagegen min- 
destens eine von zweiter Ordnung: 

(nr Ben, + Yo )Naet IR)Nz, + En, 0 
befindet. 

Denken wir uns jetzt, wie wir können, die n(x, y) nach den Po- 
tenzen von x, y entwickelt, so dürfen wir behaupten, daß unsere Gruppe 
zwei infinitesimale Transformationen enthält, deren Reihenentwicke- 


Sud u 


mit Gliedern erster Ordnung anfangen, ferner mindestens eine, derer. 
Reihenentwicklung: 


(ar +bay+c’ +. g=K 
mit Gliedern zweiter Ordnung anfängt. Nun aber ist: 


@g+.:, R)=-(beiirzeoyt  W-R. 
@a+.„K)=2cg+:-;, 


Kap. 1; $ I; Nr. 13—15. Die intrans. Gr. der Ebene 407 


und also muß c gleich Null sein, denn sonst hätten wir drei infini- 
tesimale Transformationen von der Form: 


gt‘, zya-t-->, yqat':-, 


und das steht im Widerspruch mit dem Vorhandensein einer Definitions- 
gleichung zweiter Ordnung. 

Also haben alle infinitesimalen Transformationen zweiter Ordnung 
die Form: 


(ax? . bay une )q, 


und dementsprechend gibt es eine Definitionsgleichung, welche die 
Form: | 


; N: Ant X,n,= 0 
besitzt. 


Sind nun ng und &q zwei beliebige infinitesimale Transforma- [57 
tionen unserer Gruppe, so muß auch der Ausdruck: 


8, we en, 


unsere Definitionsgleichungen, insbesondere die oben stehende erfüllen. 
Wir erhalten in dieser Weise die Relation: 


N yyy — EN yyy + N — U Fa Xn Ey er Ey) + 
ar X (m, — nt RE Ross N) Ö, 


oder nach Elimination der Größen &,,,, Nu: 


ne et ad; 


oder endlich nach Elimination der Größen n,,, $,,: 


2X, RS &N,) = 0 ö 


Wäre nun X, verschieden von Null, so ergäbe sich durch Partı- 
kularisierung von &, daß n eine partielle Differentialgleiehung erster 
Ordnung erfüllte. Also ist X,= 0, und alle n erfüllen eine Gleichung 
von der Form: 


Nr Amel, 


woraus wieder folgt, daß drei infinitesimale Transformationen: 7,9, 239, 
739 immer eine lineare Relation erfüllen, deren Koeffizienten nur von 
x abhängen. Dies steht aber mit unseren Voraussetzungen in direk- 
tem Widerspruch, und daher gibt es jedenfalls keine Definitionsglei- 
chung zweiter Ordnung. 

15. Nehmen wir jetzt an, daß sich unter den Definitionsglei- 
chungen mindestens eine von dritter Ordnung befindet. 
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Indem wir fast ganz wie in dem vorangehenden Falle verfahren, 
erkennen wir, daß unsere Gruppe keine infinitesimale Transformation 
von der Form: 


yraya+bya+cat+...)g 


enthalten kann. Daher gibt es eine Definitionsgleichung, welche die 
Größe n,,, als Funktion der Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
bestimmt. Führen wir nun die Abkürzungen: 


oU ‚ 
a 
ein, so erhält die besprochene Definitionsgleichung die Form: 


4 Amen EN, LAN 
Sind n und & zwei beliebige partikuläre Lösungen, so ist, wissen {58 
wir, der Ausdruck: 
nen, 
ebenfalls eine Lösung, und es besteht daher die Gleichung: 
ul Su 0 Be a 

nen en) 

ERW Zn none ne) 

RN EA En nen 


die durch Elimination der Größen &% und n% die Form: 
276.27 ahnen een) 
+ Bons tn, an) en) 


annimmt. Berücksichtigen wir hier noch einmal, daß n und & unsere 
Definitionsgleichung erfüllen, so erhalten wir die Relation: 


Andre) + 
Aeneon ao rare 


die identisch bestehen muß, weil weder N noch & eine Gleichung von 
zweiter oder erster Ordnung erfüllt. In dieser Weise erkennen wir, 
daß die Koeffizienten X,, X,, X, und X, gleich Null sind, und daß 


daher unsere Definitionsgleichung die Form: 


7" + X 0 


besitzen muß. Dies ist indes vonvornherein ausgeschlossen, weil vier 
beliebig gewählte partikuläre Lösungen n,, Ns, 73, 94 keine lineare 
homogene Relation erfüllen dürfen, deren Koeffizienten nur von x ab- 
hängen. | 
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16. Übrig bleibt daher nur noch die Annahme, daß die Ordnung 
aller Definitionsgleichungen größer als drei ist. Dann aber kämen 
unter anderm zwei infinitesimale Transformationen vor, deren Reihen- 
entwieklungen die Form besäßen: 


yqa-+t:-;, yqa+t*::, 
und dann fänden wir durch Klammeroperation die Transformationen: 


Warfare )=VaH:: 

und überhaupt für jedes m eine Transformation: 
"gr 
Durch fortgesetzte Klammeroperation fänden wir sodann die Trans- |59 
formationen: | 
(+, yrg+- )emaymigt-.., 
ar, ar) meet: 

; > 

sodaß unsere Gruppe, welches auch die ganzen Zahlen m und » sind, 


immer eine infinitesimale Transformation enthält, deren Reihenentwicke- 
lung die Form: 


rg ar 
besitzt. 


17. Wir finden also nur noch eine Gruppe, nämlich diejenige. 
deren infinitesimale Transformationen die allgemeine Form: 
n(@, y)q 
besitzen. Es gilt daher der Satz: 


Satz 1. Eine intransitive unendliche Gruppe von Punkttransfor- 
mationen der x, y-Ebene kann durch passende Koordinatenwahl auf eine 
unter den folgenden Formen gebracht werden: 








X(z)q X(x)a, X,lz)yq 























X(2)g, a2)yg, Wia)yG,:-., &nlz)yg 

















X(z)g, X,(2)yq, X, (z)y°q 


























Ya n(z, y)q 
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In diesem Schema bezeichnen X,(x), Y(y) und n(x,y) ar- 
biträre Funktionen der betreffenden Argumente; dagegen sollen die 
«,(x) für jede einzelne Gruppe bestimmte Funktionen von x bedeuten, 
welche aber in den verschiedenen Gruppen ganz verschiedene 
Formen haben können. 


18. Hiermit ist die Bestimmung aller intransitiven unendlichen 
Gruppen von Punkttransformationen der Ebene vollständig durch- 
geführt. 

Um die Übersicht zu erleichtern, zerlegten wir im Vorangehenden 
dieses allgemeine Problem in vier getrennte Probleme. Es wird aber 
der Aufmerksamkeit des gewissenhaften Lesers nicht entgehen, dab 
unsere Zerlegung unter theoretischem Gesichtspunkte unvollkommen [60 
ist, wenn sie auch praktisch bequem ist. Faktisch umfaßt nämlich 
unsere Behandlung des vierten Falles, wenn auch nicht in der Form, 
so doch in der Realität, alle vier Fälle. Bei der Behandlung des 
vierten Falles wurden wir nämlich nach und nach zur Betrachtung 
von Definitionsgleichungen geführt, die die Form: 


1,=0; .=9; 
tr Kan, =; nt Ken, 0 


besaßen. Wären nun unsere drei ersten Fälle nicht schon von vorn- 
herein erledigt worden, so hätten wir alle diese Definitionsgleichungen 
diskutieren müssen und würden dann unmittelbar alle intransitiven 
Gruppen gefunden haben. 

Es erscheint nicht möglich, die vorhergehenden Rechnungen ohne 
prinzipielle methodische Änderungen wesentlich abzukürzen. Jedenfalls 
sind meine Bestrebungen in dieser Richtung erfolglos geblieben. 


19. Wir heben ausdrücklich hervor, daß alle soeben gefundenen 
intransitiven unendlichen Gruppen durch Differentialgleichungen de- 
finiert werden können. Die Definitionsgleichungen unserer sechs Gruppen 
sind, wie man leicht erkennt, die folgenden: 


A)&E=0, n,=d, 

Bil, 22, 

OE-0, 70 NT, 
Die, 9; 

E)&E=0, 7,=9, 

F)&E=0. 
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I: 
[Die Kurven x = const. werden eingliedrig transformiert.] 


20. Jetzt bestimmen wir alle imprimitiven unendlichen Gruppen, 
vei denen die Kurven der invarianten Schar: 9 =a durch eine ein- 
gliedrige Gruppe transformiert werden; anders ausgesprochen: wir be- 
stimmen alle unendlichen Gruppen, deren infinitesimale Tıansforma- 
tionen die Form: af af 

Const. „+ (2,9) dy 
besitzen. air 

Jede derartige Gruppe enthält eine unendliche invariante Unter- 
gruppe, welche die Form: n(x,y)g hat. Wir finden somit die ge- 
suchten Gruppen, indem wir nach und nach alle im vorigen Para- [61 
graphen gefundenen Gruppen vornehmen und zu den Transformationen 
n(&,y)q jeder derartigen Gruppe in allgemeinster Weise eine infini- 
tesimale Transformation: 


pP+m®%y)q 
hinzufügen. 


A) Wir nehmen zuerst die unendliche Gruppe X(x)g und stellen 
die Forderung, daß die infinitesimalen Transformationen: 


Xq und p+n(, Yy)q 


eine unendliche Gruppe erzeugen sollen. Hierzu ist, wie wir durch 
Klammeroperation erkennen, notwendig und hinreichend, daß 7, die 


a = (a)y + Be) 


besitzt; dabei leuchtet ein, daß wir ß(x) ohne weiteres gleich Null 

setzen können. Wir sehen somit, daß die gesuchte Gruppe die Form: 
Xq, p+ Xıyq 

erhalten kann. 

Wir wollen zeigen, daß wir sogar ohne Beschränkung: X, = 0 
setzen können. Führen wir nämlich neue Veränderliche durch die 
Substitution: 

a ee) Ge yB(&) 
ein, so behält die Untergruppe Xg ihre Form, während die neue Trans- 
formation: p+ X,yq die Gestalt: 
B' 
pr (X, Ar =) Yı'ı 
annimmt. Unsere Gruppe erhält daher durch passende Koordinaten- 
wahl die kanonische Form: 





X(2)q, 2 
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B) Sodann nehmen wir die Gruppe Xg, X,yg und versuchen in 
allgemeinster Weise eine solche Funktion »(x,y) zu finden, daß die 
infinitesimalen Transformationen: 

Xg, Ay pt y)a 
eine Gruppe erzeugen. 

Durch Bildung der Relationen: 


(Xg,P+ ng) = yla)a + pl@)yg; 
(X,y9, pP +ngq) = v(a)g + vı (x)yq 


erkennen wir, daß n in y linear sein muß und sogar ohne Be- [62 
schränkung gleich Null gesetzt werden kann. Unsere Gruppe erhält 
in dieser Weise die kanonische Form: 








Xq, A,y9, 2 








C) Suchen wir jetzt alle unendlichen Gruppen, deren infinitesi- 
male Transformationen die Form: | 


X(2)9, 99 mr)yg, P+ ng 


besitzen. 


Durch Klammeroperation erkennen wir, daß wir ohne Beschrän- 
kung: | 
; P+ng—=P+ Yla)yq 


setzen können. Führen wir sodann: 
ee a 


als neues y ein, so erhalten unsere infinitesimalen Transformationen 


die Form: 
Ag, &Yly 2.5 @mY4, PD, 


und dabei erfüllen die «, Relationen von der Form: 
0,(%) SF Zr + he r Cum m» 


die zeigen, daß die «a, ein System Lösungen einer linearen |homogenen] 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten bilden. Unsere Gruppe 
kann somit auf die kanonische Form gebracht werden: 





CN, SWR Ya Bey N 2a 


(Hr 29) 











D) Besitzen die infinitesimalen Transformationen einer unend- [63 
lichen Gruppe die Form: | 


Xla)a, Kıla)yao, Kla)y’a, P+tna,y)g, 
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so ergibt sich durch Klammeroperation, daß 7 eine ganze Funktion 
zweiten Grades von y sein muß, die ohne Beschränkung der Allge- 
meinheit gleich Null gesetzt werden kann. Also besitzt die betreffende 
Gruppe die kanonische Form: 


X(z)q, X,(z)yq, X, (2)y°q, pP 


E) Besitzen die infinitesimalen Transformationen einer unendlichen 
Gruppe die Form: 














YWa, p+n@ 98; 
so muß n für jedes Y eine Gleichung von der Form: 
A al le) 
erfüllen; folglich ist 7 eine Funktion von y und kann ohne Beschrän- 


kung der Allgemeinheit gleich Null gesetzt werden. Die gesuchte 
Gruppe hat daher die kanonische Form: 











Yiy)d,: Dp 





F) Erzeugen endlich die infinitesimalen Transformationen: 


Ya,y)a, P+tnlay)q 
eine unendliche Gruppe, so kann n ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit gleich Null gesetzt werden, sodaß die kanonische Form der 
Gruppe wird: 











p(K, y)q; pP! 





21. Wir fassen unsere Resultate in dem folgenden Satze zu- 
sammen: 

Satz 2. Wenn bei einer ‘imprimitiven unendlichen Gruppe von 
Punkttransformationen der x, y-Ebene die Kurven einer invarianten Kurven- 
schar: F(x,y) = a eingliedrig transformiert werden, so kann die Gruppe 
durch passende Koordinatenwahl auf eine unter den folgenden kanoni- 
schen Formen gebracht werden: 








Xg, p Xg, X,ya, PD 























ER, Lea yg,n.., arereyg, AG, PD 


a 3 Fee 














RR, 40.800,20 





























Y(y)g, P ny)ga, P|' 
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22. Wir fügen hinzu, daß eine jede unter diesen sechs Gruppen 
durch Differentialgleichungen definiert werden kann. Wir stellen 
die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen dieser 
sechs Gruppen in dem folgenden Schema zusammen: 


a [64 
B)&—=0, 5-0, ,=0, | 
ON | 
DH ++ +0 rom), 
Da 0 205, 
Du 0, 20 
F)&-0, 5-0. 
III. 
[Die Kurven: « = Const. werden zweigliedrig transformiert.] 


23. Jetzt müssen wir alle imprimitiven unendlichen Gruppen be- 
stimmen, deren Transformationen die Kurven der invarianten Schar: 
p(x,y) = Const. durch eine zweigliedrige Gruppe transformieren; 
anders ausgesprochen, wir suchen alle unendlichen Gruppen, deren in- 
finitesimale Transformationen die Form haben: 


(Const. + Const. 2)p + n(z, y)g; 


und bei denen x zweigliedrig transformiert wird. 

Wir wissen, daß wir alle diese Gruppen finden, wenn wir zu 
einer jeden unter den soeben bestimmten sechs Gruppen in allge- 
meinster Weise eine infinitesimale Transformation hinzufügen, welche 
die Form: 


zp tn, Yy)q 
besitzt. 


A) Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
Xg, p, ap+ nl y)q 


eine unendliche Gruppe, so kann n ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit gleich cy gesetzt werden, und es ist daher: 











X0, 2, .2D + eyg 





eine kanonische Form der Gruppe. 


B) Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 


Xg, A,yg, p, ap—nq 


Kap. I; $sII, II; Nr. 22, 23. Die Kurven: & = const. zweigl. 415 


eine Gruppe, so kann n ohne weiteres gleich Null gesetzt werden, [65 
und es ist daher: 





AG AV. D, zn 











eine kanonische Form der gesuchten Gruppe. 


C. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
Ag, ewtyg, Berryg,.. ,a@setröyg, pP, 2pHng 
al 2,.:.) 
eine unendliche Gruppe, so besitzt 7(z, y) die Form: 
"= Pl@)y + rl), 
wobei y ohne weiteres gleich Null gesetzt werden kann. Nun aber ist: 
d 
(ve ”yg, ap + Pyg) = — 2 z, (@*e%*")yg, 


und also ist: 
==. =0. 


Es besteht andererseits eine Gleichung von der Form: 


(, p+Byd-PrHtlotrart: + 2")ygq + Yp(R)Q; 
oder: 


Beorar tz. 
ß(x) — k+ti 


sodaß wir: 


setzen können. Unsere unendliche Gruppe besitzt somit die Form: 
Xg, 99, 299,..„@"yg, Pp, 2p + kartiyg. 
Führen wir hier als neues y die Größe: 


= k zm+1 
ye m+1 





ein, so erkennen wir, daß wir der Konstanten %k ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit den Wert: k= 0 erteilen können, und es ist daher: 











Xq, YP, 2yg,...,20"yg, PD, xp 





eine kanonische Form unserer Gruppe. 


D. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 


Xg, Xy0, Xsy’g, 2, zpHtng 


‚ eine unendliche Gruppe, so ist n eine Funktion zweiten Grades von [66 
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y und kann daher ohne weiteres gleich Null gesetzt werden; es ist 
daher: 








20, IX YO, AN d,, 0, 0 








eine kanonische Form der Gruppe. 
E. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
Ya, pP, ap tn y)q 


eine Gruppe, so ist n eine Funktion von y allein und kann daher 
gleich Null gesetzt werden. Es ist also: 





(03 .0,.2D 











eine kanonische Form der Gruppe. 


R: Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 


n&,y)g, 2, zptu(lz,y)g 


eine Gruppe, so kann « gleich Null gesetzt werden, und es ist also: 





Nas YAgI BP: 2D 











eine kanonische Form der Gruppe. 


24. Wir fassen unsere Resultate in dem folgenden Satze zu- 
sammen: 


Satz 3. Transformiert eine unendliche Gruppe von Punkttransfor- 
mationen der x, y- Ebene die Kurven der invarianten Schar: p(x, y) = a 
zweigliedrig, so kann sie durch passende Koordinatenwahl auf eine unter 
den folgenden kanonischen Formen gebracht werden: 

















4,0, 29 649 NOS u, 0, 0 




















NIE AUG, ENG Sad DPD 








MU, Ru, Nu, 2, am 


























Kid 2 pr. 0% (2,195, 0,00 











25. Diese sechs Gruppen können sämtlich durch Differential- 
gleichungen definiert werden. Wir stellen die sechs Systeme von Defi- 
nitionsgleichungen in dem folgenden Schema zusammen: 


Kap. I; $ III, IV; Nr. 24—26. Die Kurven: &— const. zweigl. 417 


A) 8, =0, ln, el, mc, 0, 6 
Bin, 0, 0, ut, 
GN, 9, W270, 75,0, =, 
D)n,,,=0; 8,0, Ed, 
E) ,=®, 09, mt, 
F &,=-0, E.-0, 

EN 


[Die Kurven « = Const. werden dreigliedrig transformiert.] 


26. Jetzt bestimmen wir alle unendlichen Gruppen von Punkt- 
transformationen der x, y-Ebene, deren Transformationen die Form: 


(Const. + Const. x + Const. 22) pP + n(&, y)q 


besitzen; dabei setzen wir voraus, daß die drei in & eingehenden Kon- 
stanten von einander unabhängig sind. n 

Wie wir wissen, finden wir alle diese Gruppen, indem wir nach 
und nach die sechs soeben gefundenen Gruppen vornehmen und 
jedesmal zu den Transformationen der betreffenden Gruppe in allge- 
meinster Weise eine infinitesimale Transformation von der Form: 


2 2’p + n(®,y)q 
hinzufügen. 


A. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
0, 9, Dpcya, Dr End 


eine Gruppe, so kann n ohne weiteres gleich 2cxy gesetzt werden, und 
es ist daher: 








Xq, p, ap+teyg, @p+ 2cayg 








eine kanonische Form der Gruppe. 
B. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
RA, 0X 00, 9, 00, 2. En y)9 


‚eine unendliche Gruppe, so kann n ohne Beschränkung der Allgemein- 
‚heit gleich Null gesetzt werden, und es ist daher: 





| Xg, Xıyg, 2, ap, ep 











‚eine kanonische Form der Gruppe. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 27 
| 


f 
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C. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: [68 


X0, 00, 230, sad, pen, Dana 


eine unendliche Gruppe, so muß m gleich Null und 7 gleich cxy sein; 
die kanonische Form der Gruppe ist dementsprechend: 











Xq, y9,P, 2, ap + cxyg 





D. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
Xq, Xıy9, Ay’g, pP, ap, pt 


eine unendliche Gruppe, so ist 7 eine ganze Funktion zweiten Grades 
von y und kann daher ohne weiteres gleich Null gesetzt werden. Die 
kanonische Form der Gruppe ist daher: 





2 


Xg, X,400, A070, 9, 20, 09 











E. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 


Y(y)g, p,a», Zp+ng 


eine unendliche Gruppe, so hängt n nur von y ab und kann somit 
gleich Null gesetzt werden. Es ist daher: 





2 


ro 2 20, 29 











die kanonische Form der Gruppe. 
F. Erzeugen die infinitesimalen Transformationen: 
nRy)g, P, 2@P, Pt Ya Y)q 


eine unendliche Gruppe, so kann go gleich Null gesetzt werden, und dem- 
entsprechend ist: 











Sy), Bra, 209 





die kanonische Form der Gruppe. 


2%. Unsere Resultate fassen wir in dem folgenden Satze zu- 
sammen: | | 


Satz 4. Transformiert eine unendliche Gruppe von Punkttransfor- 
mationen der x, y-Ebene die Kurven einer invarianten Schar: p(x,y) = «a 
dreigliedrig, so kann die Gruppe durch passende Koordinatenwahl [69 
auf eine unter den folgenden kanonischen Formen gebracht werden: 


Kap. I; 8 IV, V; Nr. 26—29. Die Kurven: = const. dreigl. 419 





Xg, P, xp teyg, »p+ 2cxyg 














KON. 00,04 20,0 














Xg, yq, P,.2P pt cxyg 











NE SV RN DD 














2 


ud, 2,2 0p,00 n(ay)g, D,:20, 2% 




















”, 
[Die Kurven & = Const. werden unendlichgliedrig transformiert.] 
28. Wir suchen jetzt alle unendlichen Gruppen, deren Transfor- 
_ mationen die Geradenschar: x = Const. invariant lassen und dabei die 
Veränderliche & durch eine unendliche Gruppe transformieren. 
Indem wir dieses Problem in Angriff nehmen, beschränken wir 
uns zunächst auf den Fall, daß die gesuchte Gruppe: 


E(z)p + n(a,y)q 


gar keine Transformation enthält, die alle Geraden: x = Const. inva- 
riant läßt; anders ausgesprochen, wir nehmen zunächst an, daß, sobald 
& gleich Null wird, dann auch n verschwindet. 

Alle derartigen Gruppen enthalten sicher drei infinitesimale Trans- 
formationen, welche die Form: 


p+nayg tn yg, rt nad 


besitzen und überdies eine dreigliedrige Untergruppe erzeugen. Wir 
wissen überdies, daß diese dreigliedrige Untergruppe auf eine unter den | 


folgenden Formen: s 
DPer#Ds u P, 


DIDI, AD EALUN, 
| DRG, 200.00, ED TUR 
gebracht werden kann. 

29. Im ersten Falle enthält die gesuchte unendliche Gruppe en 
‚die infinitesimalen Transformationen: 
I Nfeap+nd (M 2 p + ng) =3ap + Peg: ap. 
| 
Es besitzt daher V,f die Form: 
29 1: 2.90, 
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und somit finden wir durch Klammeroperation die Transformationen: 
(ap, r+Y)—-ar, 
(ep, p)=2ap, 


und so weiter. Unsere Annahmen führen daher auf die Gruppe: 











5(x)p 





30. Nehmen wir jetzt an, daß die gesuchte unendliche Gruppe die 
dreigliedrige Untergruppe: 
Yyıf=p, Vıf=ap+tyg, Nf=ap+2ayg 


enthält. Alsdann ist es leicht, eine vierte Transformation V,f zu be- 
stimmen, die die Form: 


ep tn) 
besitzt. Die Relationen: 


, @p-+ng) = 3ap +n,Q, 
ap+yg, PptnD=22.p + (en, +yn,— nd 


zeigen nämlich, daß: 
u Baer 30° y + ey? i (c = Const.) 
und: 


u tn ap + BRy+ey’)ga—=V;f 
1ST. 


Die bis jetzt gefundenen infinitesimalen Transformationen: Vf, 
V,f, Vf, V;f besitzen die gemeinsame Form: 
«(e)p + (dy+ aa” 
Nun aber besteht die Formel: 
(ep+@ytzeyd)g, Bp+(ßy+ ap” y)g) - 
-(wß — a d)p + (PB —a By + ataß’— «PB yNg, 
und also erkennen wir, indem wir zur Abkürzung: 
p + la) ya y)g= Vf 
setzen, daß die Transformationen: [71 
Vf -V,V,f= vH 
Mic, Yf=2V,/F, 


Yy’)q- 


er (m — 2) Koık 


7 


| besitzt. 


Kap. I; $ V; Nr. 29—31. Die Kurven: x = const. »-gliedr. 491 


welches auch die ganze Zahl m ist, sämtlich unserer Gruppe angehören. 
Infolgedessen gehört auch jede Transformation, welche die Form: 


«V, +%P/, + ten t (C, = Const.) 


besitzt, der Gruppe an, und es ist: 


| &@)» + (8'y+ x8”y?)q 


das allgemeine Symbol der infinitesimalen Transformationen unserer 
Gruppe. 











3l. Wir wollen jetzt alle weiteren Gruppen: 
&(@)p + nla,y)q 


bestimmen, welche keine Untergruppe enthalten, deren Transformationen 
die Form: | 


o(2,Y)q 
besitzen. 


Nach meinen Untersuchungen über endliche kontinuierliche 
Gruppen können wir annehmen, daß die gesuchte unendliche Gruppe 


eine dreigliedrige Untergruppe enthält, deren Transformationen die 
Form: = 


Vf=», Vıf=-wp+ye, Vf=Hp+(l2zy+y)g 


haben. Unsere unendliche Gruppe enthält überdies, welches auch die 
ganze Zahl m sein mag, immer eine Transformation V_f, welche die 
Form: 


v„f= x" p 7 BR Yy)q 
Durch Bildung der Klammerausdrücke: 
V, Pi v; Pa u ke: Y; Vil: 
erkennen wir, daß V,f die Form: [72 


V,f=ap+ (Bay + 3xy? + ey’)g a) 


besitzt. Indem wir nun nach und nach die Klammerausdrücke: 


Bar Nadal, MER SUN, la dran, 


‚und so weiter, bilden, erkennen wir, daß die Inkremente &, homogene 


sind. Wir erhalten überdies für die Koeffizienten a 


‚ ganze Funktionen m-ten Grades in x und y: 


m—1 m—1 m 
Ci = Am,m&” 25 EN ra ee Amı?Y 5 (1,0% 


die Werte: 


m, 


dom; Io = Cy. 0 ec: 
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Bilden wir andererseits den Ausdruck: 
AA, 
so erhalten wir für a,, den Wert: 


> 


| 005 
und es ıst daher: 


2 


us 


sodaß c entweder gleich Null oder 1 sein muß. 
Ist c=0, so haben V,f und V,f die Form: 


Y,f=ap + (22y + y’)g, 
Y,f=a’p + (dry + 3ayd)g, 
und ich behaupte, daß Vf die Form: 
Var =ap+ (a) y+ am" yd)g 
besitzt. Zum Beweis setzen wir: 
Uf=e(a)p+(e’y+ze'yd)g, 
Wf=Bie)p + (By + zB" y’)g 
und bilden sodann den Klammerausdruck: 
UWf-WUFf=(aß’— a ß)p + [(aß'— a’) y + 3(0ß’— «’B)"y?]g. 


Setzen wir in dieser allgemeinen Formel «(x) = x? und ß(x) nach [73 
und nach gleich: x°, «*, @°,..., so sehen wir, daß unsere Formel: 


v.I= rp “u (ar) y ae 290g 


für m =53,4,5,.... immer richtig ist. 


Da nun andererseits jede Transformation: 
meh 


unserer Gruppe angehört, so erkennen wir, daß die allgemeine infini- 
tesimale Transformation unserer Gruppe die Form: 





&(z)p + (Ey + 48” yP)gq 











besitzt. 
Ist c=1, so besitzen V,f und V,f die Form: 


Y,f=ıp+(22y+ydg, 
n,f=ap + (Bry+3xy? + yP)g. 


Kap. I; sv; Nr. 31—33. Die Kurven: .x = const. »-gliedr. 423 


Führen wir hier + y als neues y ein, so erbalten Y,f und V,f die 
einfachere Form: 


Ynr-2eprye, Vi=-Ertyg 
und also kommt durch Klammeroperation: 
Vr=Äp+tyYar VfrRptya 
Falk = 24 y"4. 
In dieser Weise finden wir die Gruppe: 


ya tra 


die indes nicht in Betracht kommt, da sie nicht durch Differen- 
tialgleichungen definiert werden kann. 


und überhaupt: 


32. Wir müssen jetzt alle unendlichen Gruppen: 
SP + na, y)a 


bestimmen, die eine invariante Untergruppe enthalten, deren Transfor- 
mationen die Form n(x,y)q besitzen; dabei nehmen wir wie früher an, 
daß &(x) eine arbiträre Funktion von x darstellt. 

Die besprochene invariante Untergruppe n(x,y)q kann endlich 
oder unendlich sein. Ist sie endlich, so können wir ohne weiteres [74 
annehmen, daß sie entweder die Form: 

X,(2)9,.7.,.X,(2)9 (m>o), 
oder die Form: 


A a og (m>0), 
oder aber die Form: 


9,200,.99 


besitzt. Ist die Untergruppe n(z2,y)q dagegen unendlich, so besitzt sie 
eine unter den Formen: 


Ns Ng,. 20052808 2\0)Y0, 2,0, (249; 
0, 8,9057. X97 05 2) 75,9: 
Wir wollen diese neun Fälle der Reihe nach behandeln. 


33. Besitzt die Untergruppe n(z,y)q die Form: X,g,.:., X,0 
so enthält die gesuchte unendliche Gruppe drei infinitesimale Trans- 


‚ formationen: 


P+nay)g, tn Bra y)g; 


die, mit den m Transformationen X,g,..., X,,g vereinigt, eine (m + 3)- 
gliedrige Gruppe erzeugen, die die kanonische Form: 


0 20. 9 aaa rn — Lyg, Ep ir - 1)2y9 
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erhalten kann. Die REN: unendliche Gruppe enthält eine Trans- 


formation: 
HB =.p+n@,y)g; 


deren n Relationen von der Form: 


a are ee 
Ar -Dıey+d+tdet +d,_,en! 


erfüllt; es besitzt daher 47, die Form: 
H, = 2°p + [3 (r -Da’y + da’ + eyla. 


Nun aber ist: 
| (2’”'g, H,) zul u (u 9 A u 7 u 


und also muß r =1 sein. 
Die früher besprochene Untergruppe hat daher die Form: [75 


9, 2, ıp, XP, 
und die Relation: 


(ap, p+tldarteyg)=2x.p+dagq 


zeigt, daß d=e=0 und: 
HH - 209 


ist. Jetzt finden wir nach und nach die Transformationen: 
(ap, ap)=ep, (ep, Ap)=20p,..., 


und es ist daher: 





q, X(z2)p 











die kanonische Form unserer Gruppe. 


34. Wir bestimmen jetzt alle unendlichen Gruppen, deren infini- 
tesimale Transformationen sich aus den folgenden: 


yd, 2, 29, ®p+zyg H„= ep + n.(l%,Yy)q 
(m = 3,4, .2.,00) 
linear ableiten lassen. 
Das Inkrement 7, muß die Gleichungen: 


ONs £ 
Er = 3x7y+ 2ky, zb 29, +1y 


erfüllen und besitzt daher die Form: 


N =zWy+kay-ziy, 


Kap. I; $ V; Nr. 33—35. Die Kurven: & = const. »-gliedr. 4925 


wobei wir Z ohne Beschränkung gleich Null setzen können, sodaß H, 
die Form: 
B,=a’p+ (gay + kay)q 


annımmt. Nun aber ist: 
(@p + ayq, HB) = @'p + (2a’y + katy)g— H, 
(», H,) = 4a@°p + (6a’y + 2kry)g, 


woraus hervorgeht, daB k= 0 und: [76 


und: 


B,=sp+z@yg, H,=a'p + 22°yg 
und überhaupt: 
H,=a"ptyman'yg 


ist. Unsere unendliche Gruppe besitzt daher die kanonische Gestalt: 





ya, &()p++&yg 











35. Wir bestimmen jetzt alle unendlichen Gruppen, deren infini- 
tesimale Transformationen sich aus den folgenden: 


0, 200,..0,8 40,200, Dr 2. 20,0 1049, 
A. "PH Nn9 (m = 3, 4,...,%) 
linear ableiten lassen. 
Hier muß n, die Relationen: 


ee a ae Ge u 2ey, 


ONs r- 
Tedhtdat+d_@ '+dy+3(r -Dey, 


0 
mn tante He zerıtey+ 2m; 
vu mm tmat tm a tmy 


erfüllen, und daher ist: 


ns = sr -De’y 
B,— ap +4(r - Daryg. 


und: 


Dabei zeigt die Gleichung: 
ZH ne l)n rg, 
daß r=1 sein muß. Es wird daher: 


Hp, dd, 09.2, DB, 820, 
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und es ist dementsprechend: 





4005 E79 











die kanonische Form unserer Gruppe. 


36. Lassen sich alle infinitesimalen Transformationen einer [77 
unendlichen Gruppe aus Transformationen linear ableiten, die die Form: 


5.3040, Dep, aWa 


besitzen, so ergibt sich unmittelbar durch Klammeroperation, daß alle 
7, gleich Null gesetzt werden können. 
Es ist daher: 





ea 











die kanonische Form der betreffenden Gruppe. 


37. Jetzt suchen wir alle unendlichen Gruppen: &(z)p + n(&, y)q 
mit einer arbiträren Funktion &(x), die eine invariante unendliche 
Untergruppe von der Form (x, y)q enthalten. 

Enthält die unendliche Gruppe: &(x)p + n7q die unendliche Unter- 
gruppe X(z2)g, so muß n in y linear sein, und wir können daher ohne 
weiteres: 


n=y.«(®) 
setzen. Dabei ist klar, daß die infinitesimalen Transformationen: 
S(a)p+y.«(z)q 
für sich allein eine unendliche Gruppe erzeugen. Setzen wir nun: 
pP + YA: 
so können wir offenbar: 
H,=p, H,=ap+eygs, H,=wp+2ecäyg, H,= ap + 3ca’yg 


und überhaupt: H,= a"p + cmam-iyg 


setzen. Unsere Gruppe kann daher die kanonische Form: 





X(2)g, &(a)p+eä&yg 











erhalten. 
Wir bemerken ausdrücklich, daß die Konstante c wesentlich ist und 
nicht durch Änderung der Veränderlichen partikularisiert werden kann. 
38. Enthält eine unendliche Gruppe: &(x)p + nq mit der arbi- [78 
trären Funktion (x) die unendliche Gruppe: Xg, X,yq, so muß 7 


die Form: IR 
n=ela)y+ PB) 


Kap. I; $ V; Nr. 35—38. Die Kurven: x = const. w»-gliedr. 497 


haben und kann daher gleich Null gesetzt werden. Die gesuchte un- 
endliche Gruppe kann daher dıe kanonische Form: 





X(2)g, X,(2)yg, &(z)p 











erhalten. 
Enthält eine unendliche Gruppe: &(x)p+ ng mit der arbiträren 


Funktion &(x) die unendliche Untergruppe: Xg, X,yq, X,y’q, so kann 7 


gleich Null gesetzt werden, so daß die Gruppe die kanonische Form: 





Xg,.X,49, X,9°9, &2)» 











erhält. 

Enthält eine unendliche Gruppe: &(x)p + nq die unendliche Unter- 
gruppe Y(y)g, so kann n gleich Null gesetzt werden; gleichzeitig er- 
hält die gesuchte Gruppe die kanonische Gestalt: 





Y(y)a, &()» 











Enthält eine unendliche Gruppe: &(z)p + &(&, y)q die unendliche 
Untergruppe (x, y)gq, so ist: 





(2,9), 8(@)p 











die kanonische Form der Gruppe. 
Endlich müssen wir alle unendlichen Gruppen: &(@)p+n(&, er 
bestimmen, die eine unendliche Untergruppe: 
X | a, (x KERN EN; 
enthalten: 9; ( )yg; me )yq | 
Die Transformationen dieser Untergruppe zusammen mit den drei 


. Transformationen: 


tn, tn FPtnmd 


bilden eine größere Untergruppe, die nach unseren früheren Ergeb- 
nissen die kanonische Form: 


X, 30,0, 00, 02 ,.0249 


erhalten kann. Die gesuchte unendliche Gruppe enthält eine Trans- [79 
formation: 


HB, =«p+geaöyg, 
die. durch Kombination mit H, die Transformation: 


H,= ap +2ca’yg 
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liefert. In dieser Weise erkennen wir, daß unsere Gruppe die kano- 
nische Form: 








Aa, 00, elaD.ı nee 








erhalten kann. 


39. Indem wir jetzt unsere Resultate zusammenfassen, heben wir 
zunächst hervor, daß die gefundenen imprimitiven Gruppen sich natur- 
gemäß in zwei Kategorien anordnen lassen, jenachdem die 'Transforma- 
. tionen der betreffenden Gruppe nur eine Kurvenschar oder aber zwei 
Kurvenscharen invariant lassen. 

Wir stellen zunächst diejenigen unendlichen Gruppen zusammen, bei 
denen zwei Kurvenscharen invariant bleiben; wir wählen: x = Const. 
und y = Const. als Gleichungen der invarianten Kurvenscharen. 


Unendliche Gruppen von Punkttransformationen, bei denen zwei 
Kurvenscharen: p(x, y) = Const. invariant bleiben.') 

































































Xa)pl=| Ylyq 
0 Z@r|=| Ya, P 
0 40, App aD 9. 
0,99, 79, Xp |=| Fo, 9, op, 

















X(z)p, Ye 











Unendliche Gruppen von Punkttransformationen, bei denen nur [80 
eine Kurvenschar: (x, y) == Const. invariant bleibt. 

















Xq Xg, Xıyq Ro, A YO, RU 























OEL CA TERL CDUR n(z, y)q 




















1) Wir bemerken, daß die Bestimmung aller unendlichen Gruppen, deren 
infinitesimale Transformationen die Form: 


Ss@)p na 


besitzen, im Grunde unmittelbar aus meiner alten Bestimmung aller endlichen 
Gruppen in einer Veränderlichen hervorgeht. 
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V. 
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yg, Xp+3X'yq X,g, Xp+teXyq X,q9, yq, Xp+kXygq 






































Xq, Xıyg, &(@)p | | Xg, Xıya, X,y°a, Ea)r | | na) E@)p| 





Kapitel IL. [s1 


Alle unendlichen Gruppen von Punkttransformationen, die im _ 
Infinitesimalen die größtmögliche Transitivität besitzen. 


40. Wir suchen hier alle unendlichen kontinuierlichen Gruppen des 
Raumes von n Dimensionen, bei denen die 00”! Linienelemente durch 
jeden festgehaltenen Punkt von allgemeiner Lage in möglichst all- 
gemeiner Weise, also (nn — 1)-gliedrig transformiert werden. Wir 
werden finden, daß auch diese Gruppen auf sehr einfache Normal- 
formen gebracht werden können. Besonders merkwürdig ist es, dab 
die Bestimmung dieser unendlichen kontinuierlichen Gruppen in der 
Ebene zu dem Begriffe Flächeninhalt und in höheren Räumen zu dem 
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Begriffe Rauminhalt führt, während die Bestimmung der entsprechenden 
endlichen kontinuierlichen Gruppen zur projektiven Geometrie führt 
(vgl. Th. d. Trfsgr. I, Kap. 29). 

41. Es sei der Koordinatenanfang ein Punkt von allgemeiner Lage 
und 27,..:,%, seien die homogenen Koordinaten der hindurchgehenden 
Linienelemente. Soll eine kontinuierliche Gruppe @ so beschaffen sein, 
daß diese Linienelemente bei Festhaltung des Koordinatenanfangs in 
möglichst allgemeiner Weise transformiert werden, so sind, wie a.a.0. 
gezeigt ist, nur zwei Fälle möglich: entweder enthält die lineare homo- 
gene Gruppe © in den «’, die angibt, wie die bewußten Linienelemente 
transformiert werden, überhaupt alle nn infinitesimalen Transforma- 
tionen: «. p,, oder sie enthält nur nn — 1 unabhängige von der Form: 


[4 14 [4 ’ L 14 A 
di, MP, — MD, GR) 


In beiden Fällen ist überdies sicher, daß die Gruppe @ transitiv ist, 
daß sie also in der Umgebung des Koordinatenanfangs n unabhängige 
infinitesimale Transformationen: 


ne Deore, 


von nullter Ordnung in den x enthält. Unter den Definitionsgleichungen 
für die infinitesimalen Transformationen von @ gibt es daher jeden- 
falls keine von nullter Ordnung. 

Wir werden jetzt zeigen, daß jedem dieser beiden Fälle un- [s2 
endlich viele unendliche kontinuierliche Gruppen entsprechen, die auf 
eine gemeinsame, äußerst einfache, kanonische Form gebracht werden 
können. Dabei nehmen wir n>1 an, da der Falln=1 gar keine 
Schwierigkeiten bietet. 


871. 


42. Enthält die lineare homogene Gruppe © alle »n infinitesi- 
malen Transformationen x. p,, so gibt es (Th. d. Trfsgr. I, Kap. 11) 
‚unter den Definitionsgleichungen für die infinitesimalen Transformationen: 


En 
> la, )D; 
1 


der Gruppe @ sicher keine von erster Ordnung. Wäre nun unter 
diesen Definitionsgleichüngen auch keine von zweiter Ordnung vor- 
handen, so enthielte also @ in der Umgebung des Koordinatenanfangs 
nicht bloß nn infinitesimale Transformationen erster Ordnung von 
der Form: | 
pP, + Je a, 
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sondern auch Inn(n +1) Transformationen zweiter Ordnung von 
der Form: 
LU, +... .  Ghiele..n). 
Sehen wir zu, was sich hieraus für weitere Transformationen ergeben. 
Da » > 1 angenommen ist, so bekommen wir zunächst durch Kom- 
bination der beiden Transformationen: %,&%,p, + und: 2?p, +: +») 
eine Transformation dritter Ordnung von der Form: 


= UM FT 2ZE0%DHt 5 


ferner durch Kombination von: 27p,+- und: &2p, +: eine Trans- 
formation: Sant... 
Unsere Gruppe enthält also auch eine Transformation von der Gestalt: 
a°p, +, woraus sich durch wiederholte Kombination mit: 2?p, + --- 
für jede ganze Zahl m > 1 das Vorhandensein einer Transformation: 


+ 


ergibt. Kombiniert man aber diese Transformation der Reihe nach 
mal mit: 4,9, 4°‘, e@ymal mit: 239, +, und so weiter, und 
wählt man die ganzen Zahlen «,,@,..., «, auf alle möglichen [s3 


Weisen so, daß: 
: u t%+:+0,=m 


ist, so erkennt man, daß unsere Gruppe überhaupt jede Transformation 
von der Form: 
ra RER 7.5 1 Fk sah, (=1,..,n) 

enthält, in der die Summe der Exponenten «,,..., «, gleich m ist. 
Da aber m jede positive ganze Zahl >1 sein kann, so ist hiermit 
bewiesen, daß die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe ( 
überhaupt keine Definitionsgleichung erfüllen, mit andern Worten: G 
ist unter den gemachten Voraussetzungen die unendliche Gruppe aller 
Punkttransformationen. 

Wir erhalten somit als erstes wichtiges Ergebnis den 

Satz I. Unter den Definitionsgleichungen einer kontinuierlichen 
' Gruppe, die nicht mit der unendlichen Gruppe aller Punkttransforma- 
tionen zusammenfüllt, gibt es stets mindestens eine Gleichung von nullter 
‚ oder von erster oder von zweiter Ordnung. 


2 
43. Wir können von jetzt ab annehmen, daß unsere Gruppe @ 
nicht mit der unendlichen Gruppe aller Punkttransformationen zu- 
sammenfällt. Unter ihren Definitionsgleichungen kommt .dann sicher 
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mindestens eine von zweiter Ordnung vor, @ kann also in der Um- 
gebung des Koordinatenanfangs nicht ;nn(n + 1) infinitesimale Trans- 
formationen zweiter Ordnung von der Form: | 

(A) 2,P, +. ° een 
enthalten. Dagegen steht nach dem Früheren fest, daß @ n Trans- 
formationen nullter Ordnung: 


(B) pP + ih 
und mindestens nn — 1 Transformationen erster Ordnung von der Form: 
(C) 17, 2 eh ER me (Eh mien 


enthält. Ist die oben erwähnte lineare homogene Gruppe © (nn — 1)- [84 
gliedrig, so sind damit alle Transformationen erster Ordnung von (r 
erschöpft, ist aber &® nn-gliedrig, so kommt noch eine Transformation 
erster Ordnung von der Form: 

(D) a 

hinzu. 

44. Es gilt nun, festzustellen, was für infinitesimale 'Transforma- 
tionen zweiter und höherer Ordnung in unserer Gruppe @ vorkommen. 
Zum Glück brauchen wir bei dieser Untersuchung vorläufig noch nicht 
zu berücksichtigen, ob @ eine Transformation von der Form (D) ent- 
hält oder nicht. Wir brauchen zunächst bloß zu untersuchen, was 
für infinitesimale Transformationen zweiter und höherer Ordnung eine 
unendliche kontinuierliche Gruppe @ enthalten kann, von der nur be- 
kannt ist, daß sie n Transformationen nullter Ordnung (B) und nn —1 
Transformationen erster Ordnung (C) enthält, daß sie dagegen nicht 
Ann(n +1) Transformationen zweiter Ordnung von der Form (A) 
enthält. 

45. Da @ unendlich sein soll, so muß es infinitesimale Trans- 
formationen von jeder beliebig hohen Ordnung enthalten. Es sei also: 


XD ma. Bit 
1 


eine infinitesimale Transformation von m-ter Ordnung, wo m eine be- 
liebige ganze Zahl > 1 bedeutet, und wo die 9") ganze homogene 
Funktionen m-ter Ordnung sind, während die weggelassenen Glieder 
von höherer als m-ter Ordnung sind. 

Wir können hier immer annehmen, daß g(”) +0 ist; wäre nämlich 
9) = (0, aber etwa 95") +0, so wäre: 


wi . 2 n (my 
>: my +, 2m +) gm — a ae 
( 9, 'Pp ‚ FaPı ) 9% 'Pı 2 da, Pose 


2 i 2 


2 
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eine unserer Gruppe angehörige infinitesimale Transformation m-ter 
Ordnung, bei der unsere Annahme erfüllt ist. Wir setzen also g@) als 
von Null verschieden voraus und kombinieren Xf nach einander mit 
2P, +: ®=2%..,») und zwar mit jeder dieser Transformationen gerade 
so oft, daß das betreffende x, aus den Gliedern m-ter Ordnung in dem 
Faktor von p, wegfällt. Auf diese Weise erhalten wir schließlich [85 
eine Transformation m-ter Ordnung von der Form: 


ar 
0 > Pr, 2) + 
2 


Diese Transformation kombinieren wir wieder mit allen: x,9, — 2,P, +: 
(=2,...n) und erkennen so, genau wie auf 8. Bazt, von Trfsgr. I, ne 
Vorhandensein einer roman. 


n 
” BE UD) —1 
Yf= xp, u > a % GP t.::‘; 
2 


durch deren Kombination mit 2,9,+-:: «>12 sich noch die Trans- 


formation: er 
(A, — 1) El 1) ae A>1) 
ergibt. 

46. Nehmen wir zunächst an, es seien für ein gewisses m > 2 alle 


Am =1. 
Unsere Transformation Yf besäße dann die Form: 
CN en a u De 
es käme also durch Kombination mit &,9, +: @>nm: 
Meran ten), 
und durch Wiederholung dieses Verfahrens schließlich: 


1) =. er, E= %.P,) + A (kl: 
Durch Kombination mit p, +: ü+» ergäbe sich weiter: 
2, u= ae (k= 5), 


wo k und j zwei ganz beliebige von einander verschiedene unter den 
[Zahlen I1,...,n sind. 

Aus )f könnten wir ferner durch mehrmalige Kombination mit 
'P} +: nach und nach die Transformationen: 


a FD Hin Cr u 2 
man ’p, ir (m SE 2) a7 =? (2,5 ur ch + 2,P,) 7 Me 


MED: + 2,5, 1, -0D)6 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 28 
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ableiten. Von diesen ergäbe die letzte mit: @,p, +: @>1) kombiiert: 
2-mM)ant+t 

sodaß, da m > 2 sein sollte, die Transformation: [86 

vorkäme. Anti: 


Nun aber ist: 
mn + 5 nt) - Am t+2umm +:  1>n 
also erhielten wir durch Addition die Transformation: 
- (na -Y)apn +2 8m + +0 )t 
und wenn diese von der Transformation: 
map, +22, (29 +: +%,2,)t°°: 
abgezogen würde, dje nachstehende: | 
n+m—Dzp+t' 
also auch die Transformation: 
u 
und da die Zahl 1 in den vorstehenden Überlegungen nichts aus- 
gezeichnetes hat, überhaupt n Transformationen von der Form: 
um | wen 
Für i=+% ergäbe sich nunmehr: 
(2,P, BE E xp, 1... .) cs 2.20. 4er, 
(2,9, 4°"; 2,6P, +: = pp, + ..., 


und endlich, wenn n>2 ist, und j eine von i und % verschiedene 
Zahl bedeutet: 


(2,9 +, 5m 4+°) = 2,2% t°°‘- 
Unsere Gruppe (@ enthielte demnach unter der gemachten Voraus- 
setzung gerade „nn(n + 1) infinitesimale Transformationen zweiter 
Ordnung von der Form (A), was mit dem zu Anfang des Paragraphen 
Gesagten in Widerspruch stände. Folglich ist die Annahme, daß für 


ein gewisses m>2 in der Transformation Yf alle 4!” =1 seien, 
unzulässig. 


47. Da ın der Transformation: 


Yf=-ıp+ = Au an, Be 
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für m >2 niemals alle A — 1 sein können, so dürfen wir annehmen, 
daß etwa ar 1 ist, und sind daher nach $. 85 [hier 8. 433] [ 


sicher, daß eine oa: 


gem + a 
vorkommt. Nun ist: ı Pa 


(MPpt Mt | Ne mat‘, 
ferner: 
— 1 ’ 
(39 +, mM - martin t+ )> 


ce m —1 a Ba 222 
= 2m "m mm — D)ar’apm,+:--, 


und diese beiden Formeln sind offenbar besondere Fälle der allgemeinen 
Formel: 
m—-a—1 +1 


| (2, ir, (u + N) N — (m— u)&, % Mt ) ee 


- (mn) ((u +2) a) et m tt... 


Also enthält unsere Gruppe @ zugleich mit: xp, +. auch noch 
m + 1 Transformationen von der Gestalt: 


(u+l)al "ap, (m — DEE Mer edel GE RE TE TE RN 
also insbesondere eine Transformation: 
pt" 
Ist n>2, so bilden wir für > 2: 
Pt, + :7 Ve, 
CU Du EEE 77 7 u EEE EEE 


schließen daraus in der eben geschilderten Weise auf das Vorhanden- 
sein von Transformationen von der Form: 


ea ES ya >») 


‚ und finden endlich wegen der Gleichung: 


enthält. 


a De 2 (k+1,3) 
daß unsere Gruppe n(n — 1) Transformationen von der Form: 


purrze RR en ee oe 2) 


48. Ich habe hier die Rechnung so eingerichtet, daß der Fall 


In=2 mit berücksichtigt wird, obwohl das nicht nötig gewesen wäre, da 
‚ich diesen Fall schon 1383 (Ges. d. Wiss. zu Christiania [d. Ausg. Bd. V, 
‚Abh. XIII, S. 3185— 324, 327—330]) erledigt habe. 


u HE 


237 
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Beschränkt man sich auf den Fall an > 2, so kommt man schneller 
zum Ziel. Es ist nämlich für k>2: 


+ tt 
andererseits aber: el: 
Cr ie JM tt", 
au 2 nn. )=-(m-)y’apt 


also bekommen wir schließlich: 27p, +: -; endlich wird, wenn i, k 
und 2 drei verschiedene Zahlen sind: 
amt, um ab, 
und so weiter. | 
49. Aus den Transformationen: a”p, +: d+M ergeben sich, da 
m>2 ist, durch Kombination mit: p, + die n(n — 1) Transforma- 


tionen zweiter Ordnung: 
: ZEN un (k=1,..„n;itr); 
ferner finden wir: 


(29, +, 49 4° )= UM 2° 


und endlich, wenn n>2 ist und ö, k, j drei verschiedene Zahlen be- 
deuten: | 

et 2, 26.) = 2229 00% 
Folglich sind in unserer Gruppe @ jedenfalls die nachstehenden Trans- 
formationen zweiter Ordnung: 


(E) [9% a 7 2; D; = 22%,%,P; En > V,%, Pr ee 
Ghjei.snzi-khktj,jH) 
enthalten. 

50. Es fragt sich jetzt, ob außer diesen noch andere Transforma- 
tionen zweiter Ordnung auftreten können. 

Vermöge der Transformationen (E) können wir aus jeder etwa 
noch hinzukommenden Transformation zweiter Ordnung alle Glieder 
zweiter Ordnung wegschaffen, die eine der Formen: %,2,9,, %%,.Pr, 
x?p, besitzen, unter i, k, j drei verschiedene Zahlen verstanden. Folg- 
lich können wir annehmen, daß die hinzukommende Transformation 
zweiter Ordnung so lautet; 


n 


Zap, +. 


1 


Wäre hier etwa aa-+0, so kombinierten wir mit: 2,9, +: 0=+® 
und fänden die Transformation: 


> 2 
2 0,2,%,P; Be Gr. DT Be 
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sodaß unsere Gruppe die a —1 Transformationen: [89 
172.00 | („+ 


enthielte. Wegen (E) enthielte sie aber dann zugleich die n —1 Trans- 
formationen: a ei 
und, da a, von Null verschieden sein sollte, offenbar auch noch: 

in, Fe. 


Hieraus aber würde folgen, daB sie +nn(n + 1) Transformationen 
zweiter Ordnung von der Form (A) enthielte, was nach S. 83 [hier 
S. 431] ausgeschlossen ist. Folglich können zu den schon bekannten 
Transformationen zweiter Ordnung (E) keine neuen hinzutreten. 


öl. Wir haben im Vorstehenden nur den Umstand benutzt, daB G 
nn —1 Transformationen erster Ordnung von der Form: 


Pt BD TUT 


enthält; ob die Transformation: Zx2,p, +--- auftritt oder nicht, das 
kam nicht in Betracht, denn wir haben bei allen Klammeroperationen 
nur Transformationen erster Ordnung von der Form (ÜC) angewendet. 
Es wäre nun noch denkbar, daß sich aus den Transformationen zweiter 
Ordnung (E) durch Kombination mit: 9, +, *", 2, +: eine Trans- 
formation von der Form: &x,p,+:-- ergäbe. Man überzeugt sich 
aber leicht, daß das nicht der Fall ist, und daß man durch diese Ope- 
rationen nur Transformationen erster Ordnung von der Form (C) be- 
kommt. Demnach können wir sagen: | 


Jede unendliche kontinuierliche Gruppe @ von der verlangten De- 
schaffenheit, die nicht mit der unendlichen Gruppe aller Punkttransforma- 
tionen zusammenfällt, enthält +n(n —1)(n +2) ünfinitesimale Trans- 
formationen zweiter Ordnung von der Form (E), und in jeder anderen 
Transformation zweiter Ordnung, die der Gruppe angehört, lassen sich 
die Glieder zweiter Ordnung aus den (Gliedern zweiter Ordnung der 
Transformationen (E) linear ableiten. Dabei ist es ganz gleichgültig, ob 
die Gruppe eine infinitesimale Transformation erster Ordnung von der 
Form: &x,p, +: enthält oder nicht. 


S 3. [90 

52. Was wir im vorigen Paragraphen für den Koordinatenanfang 
bewiesen haben, das überträgt sich natürlich auf jeden beliebigen an- 
deren Punkt: 2°,..., x von allgemeiner Lage. Unsere Gruppe @ 
enthält daher in der Umgebung eines solchen Punktes » infinitesimale 
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Transformationen von nullter Ordnung in den x, — x°, ferner ent- 
weder nn — 1 oder nn infinitesimale Transformationen erster und außer- 
dem in jedem Falle $n(n —1)(n +2) von zweiter Ordnung. Die 
Anfangsglieder in den Reihenentwickelungen dieser infinitesimalen Trans- 
formationen erhält man aus den Reihentwickelungen in der Umgebung 
des Koordinatenanfangs, wenn man für &,,..,x%, der Reihe nach: 
u —- 20, ... 2, — m einsetzt, 

Da wir die Anfangsglieder der infinitesimalen Transformationen 
‚erster und zweiter Ordnung kennen, die in der Umgebung eines be- 
liebigen Punktes von allgemeiner Lage auftreten, so sind wir im Stande, 
etwas darüber auszusagen, welche Form die Definitionsgleichungen erster 
und zweiter Ordnung unserer Gruppe (r besitzen. 

53. Enthält @ in der Umgebung von @°,...., x bloß nn —1 in- 
finitesimale Transformationen erster Ordnung, aus denen sich keine von 
höherer Ordnung linear ableiten läßt, so gibt es unter den Definitions- 
gleichungen von G@ eine und nur eine von erster Ordnung. 

Nun hat in diesem Falle die allgemeine infinitesimale Transfor- 
mation erster Ordnung von ( die Form: 


> Da. 99 + Dil) @,- 9n.)+ 


iv i=$V 


wo die a,, und die b,, ganz willkürlich sind; bildet man daher die 


Ausdrücke: BE 
FE er 20? 


so sieht man sofort, daß zwischen diesen eine und nur eine Relation 
besteht, nämlich diese: 


> I L.0 


die von dem Punkte z°,...., x° ganz unabhängig ist. Demnach muß 
die Definitionsgleichung erster Ordnung unserer Gruppe so beschaffen 
sein, daß sie, sobald &,,..., &, für: x, = x" verschwinden, bei der Sub- [91 
stitution: 2, = m), ..,„a = in die Gleichung (F) a Das aber 
ist offenbar nur ee wenn sie die Form: 


( Din Dan no 


besitzt, wo &y,...., &, gewisse Funktionen sind, die sich in der Um- 
0 0 . j 
gebung von 2°, ...., x regulär verhalten. 
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54. Unter den Definitionsgleichungen zweiter Ordnung von G 
müssen nor die n vorkommen, die aus (K) durch Differentiation 
nach. &,, ..., &, entstehen: 


es ist aber leicht, zu zeigen, daß außer diesen n keine weiteren Defini- 
tionsgleichungen zweiter Ordnung auftreten können. 

In der Tat, in » Veränderlichen gibt es überhaupt Inn(n +1) 
unabhängige infinitesimale Transformationen zweiter Ordnung, aus denen 
sich keine von dritter oder höherer Ordnung linear ableiten läßt. Un- 
sere Gruppe @ enthält aber solcher Transformationen gerade: 


Zznn-D)(n+2)=znnn+l)—n; 


also muß. die Zahl. ihrer Definitionsgleichungen zweiter Ordnung gerade 
gleich n sein, worin offenbar liegt,. daß die Gleichungen (K) die ein- 
zigen Definitionsgleichungen zweiter Ordnung sind. 


55. Enthält andererseits @ in der Umgebung von 2°, ..., «° gerade 
nn infinitesimale Transformationen erster Ordnung, aus denen sich 
keine von höherer Ordnung linear ableiten läßt, so gibt es unter den 
Definitionsgleichungen von @ sicher keine von erster Ordnung. Dagegen 
muß es gerade » unabhängige Definitionsgleichungen zweiter Ordnung 
geben; denn die Anfangsglieder der infinitesimalen Transformationen 
zweiter Ordnung von @ sind genau dieselben wie im vorigen Falle, und 
der vorhin gemachte Schluß über die Zahl der Definitionsgleichungen 
zweiter Ordnung bleibt auch jetzt in Kraft. Überdies.ergibt sich leicht, 
daß diese Definitionsgleichungen zweiter Ordnung die Form: 

2 1..n 3 j l...n BE, | [92 
(M) 2 Fr > ra A > ß,,5, rt 
besitzen, wo die «,,, 

Denkt man sich nämlich &,,..., &, so gewählt, daß sie mit Glie- 
dern zweiter Ordnung in den 2,— x° anfangen, setzt man diese Werte 
von &,...,$, in die Definitionsgleichungen zweiter Ordnung von @ 
ein, und macht man dann noch die Substitution: x, — x°, so muß das- 
selbe herauskommen, als hätte man die eben beschriebenen Operationen 
auf die Definitionsgleichungen zweiter Ordnung, die im vorigen Fall 
auftraten, ausgeführt. Das aber ist offenbar nur möglich, wenn die 
Definitionsgleichungen zweiter Ordnung von @ die Form (M) besitzen. 


und ß,, gewisse Funktionen von &%,, ..., %, Sind. 
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S4. 

56. Wir kennen jetzt alle Definitionsgleichungen erster und zweiter 
Ordnung, die bei unseren Gruppen auftreten; wir müssen noch unter- 
suchen, ob zu den aus ihnen durch Differentiation ableitbaren Glei- 
chungen noch andere Definitionsgleichungen dritter und höherer Ord- 
nung hinzukommen können. 

Oben sahen wir, daß unsere Gruppe @ für jedes m > 1 unter allen 
Umständen n(n — 1) infinitesimale Transformationen 'm-ter Ordnung 
von der Form: | 

bee Be (yk=1,..,n;i=+k) 
enthält. Ist n > 2, so können wir hieraus durch Kombination mit 
2,;P, +, wo j von i und % verschieden ist, m Transformationen von 
der Form: my | De 
ableiten, und wenn wir dieses Verfahren fortsetzen, erkennen wir, daß 
@ überhaupt jede Transformation von der Form: 


(«) c* x . ©" pP, +. (+: +,=m) 


23 


enthält, unter 2,,...., £, dend eine Reihenfolge der Zahlen 1, 2,. 
verstanden. Die Zahl dieser infinitesimalen Transformationen, die Ba 
bar von einander unabhängig sind, ist gleich » multipliziert mit der 
Zahl der Parameter einer ganzen homogenen Funktion m-ten Grades [93 
von n — 1 Veränderlichen, sie hat also den Wert: 

a nr — Ynn-+D)...n +m— 2) : 


m! 





57. Zu diesen Transformationen kommen nun noch gewisse andere 
von m-ter Ordnung hinzu. Es treten nämlich zugleich mit: ©“ p, +: -- 
+3) auch noch die m Transformationen: 


(u +1) am" up, — (m — u) rt tgetlg, ++ (u=0,1,..,m-1) 
auf, die wir symmetrischer so schreiben können: 
ve +) -u+dam}+t 


unter u und » irgend zwei solche Zahlen der Reihe: 0,1,2,..,m—1 
verstanden, die zur Summe m —1 geben. 

Ist nun n>2 und j von ö und %k verschieden, so ergibt sich 
durch Kombination der letzten Transformation mit: ,9, +: -- die Trans- 
formation: | 

see tdap -ump) ti. 


Wiederholen wir diese Operation und kombinieren wir auch noch mit: 
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%,P, + :', so erhalten wir überhaupt jede Transformation von der 


Form: 
X 0% een (len), 


unter u, v, o irgend drei solche Zahlen der Reihe: O,1,..., m —1 ver- 
standen, die zur Summe m —1 haben. Ist n>3, so kombinieren wir 
diese Transformation noch mit allen: &,p, ++, in denen h von i, k 
und j verschieden ist, und gelangen so zu allen Transformationen von 
der Form: 


(N) x, u. =, x, (+1), -Wm+la2.}t 
Wo ä,,..., ?, irgend eine Reihenfolge der Zahlen 1,2, ...., n bedeuten, 
während u,,...., u, solche Zahlen der Reihe 0,1,..., m —1 sind, daß 
u+ tu, =m-—l ist. 

Die infinitesimalen Transformationen (N) sind offenbar von den 
früher gefundenen («) unabhängig, aber sie sind nicht alle von einander 
unabhängig. Man erhält jedoch augenscheinlich lauter von einander un- 
abhängige, wenn man etwa i, = 1 setzt, ferner :, die Werte 2,5,...,n 
‚erteilt und außerdem ;,, ..., ?, und u,, ..., u, noch auf alle möglichen 
Weisen wählt. Die Anzahl der von einander unabhängigen unter den 
Transformationen (N) ist daher gleich » — 1 multipliziert mit der [94 
Anzahl der Parameter einer ganzen homogenen Funktion (m — 1)-ten 
Grades in » Veränderlichen, das heißt, sie hat den Wert: 


il... — 2) 
ne ar 





58. Wir kennen nunmehr in unserer Gruppe: 








n (n—1n...n + m — 2) ua nn+1)...n +m— 2) "2 


m! (m — 1)! 


EN 


m! 





= (n—1)(n+m): 


unabhängige infinitesimale Transformationen m-ter Ordnung, aus denen 
sich keine von (m + 1)-ter oder höherer Ordnung linear ableiten läßt. 
Andererseits ist klar, daß es in » Veränderlichen überhaupt nur: 


ne nn+1)...n +m—1) 


m! 





derartige infinitesimale Transformationen m-ter Ordnung gibt; folglich 
kann die Zahl der von einander unabhängigen Definitionsgleichungen 
m-ter Ordnung bei unserer Gruppe jedenfalls nicht größer sein als die 
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Differenz der beiden eben hingeschriebenen Zahlen, sie kann also nicht 
größer sein als: 





nn+1)...n+m—?2 na + m - I) - Ra -D)a+m)- 


m! 
a Pe a) 
EN RE 





Nun aber ergeben sich aus den uns bekannten Definitionsgleichungen 
zweiter Ordnung durch Differentiation genau so viele unabhängige 
Definitionsgleichungen m-ter Ordnung, wie eine ganze homogene Funk- 
tion (m — 1)-ten Grades von n Veränderlichen Koeffizienten hat; mit- 
hin ist die Zahl der so entstehenden von einander unabhängigen Defi- 
nitionsgleichungen m-ter Ordnung genau gleich: 


nn+1)...n + m — 2) 
(m — 1)! i 





und da nach dem vorhin Gesagten feststeht, daß eine größere Anzahl 
unabhängiger Definitionsgleichungen m-ter Ordnung nicht auftreten 
kann, so ist hiermit bewiesen, daß sich alle Definitionsgleichungen 
dritter und höherer Ordnung unserer Gruppe aus den Definitions- 
gleichungen zweiter Ordnung durch bloße Differentiation ergeben. 

Zugleich ist klar, daß die Formeln («) und (N) überhaupt alle [95 
Formen von infinitesimalen Transformationen m-ter Ordnung (m >1) 
liefern, die in unserer Gruppe auftreten können. 


59. Wir haben somit den 


Satz II. Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe von Punkt- 
transformationen des R,(n>1) so beschaffen, daß die o0”-! Linien- 
elemente durch jeden festgehaltenen Punkt von allgemeiner Lage in all- 
gemeinster Weise, das heißt (nn — 1)-gliedrig transformiert werden, so 
sind nur drei Fälle möglich: 


erstens, die Definitionsgleichungen der Gruppe reduzieren sich auf: 
0=0, die Gruppe ist also die unendliche Gruppe aller Punkttransfor- 
mationen ; 


zweitens, unter den Definitionsgleichungen der Gruppe gibt es keine 
von nullter und eine und nur eine von erster Ordnung von der Form: 


n N 
1.0 E, er 
(K) de ee re 
1 38 


0%, 


aus der sich alle Definitionsgleichungen zweiter und höherer Ordnung 
durch Differentiation ergeben; 
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drittens, unter den Definitionsgleichungen der Gruppe gibt es keine 
von nullter oder erster Ordnung, dafür aber gerade n von zweiter Ord- 
nung von der Form: 


... 


- AU 
(M) > I ge Sau, ae 


X, 








aus denen sich alle Definitionsgleichungen dritter und höherer Ordnung 
durch Differentiation ergeben. 


85. 


60. Wir suchen jetzt alle unendlichen kontinuierlichen Gruppen, 
die durch eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (K) 
definiert sind. 

Sind: d,x,,..., d,x, #=1...m) n verschiedene Systeme von Diffe- 
rentialen, so stellt der Ausdruck: 


dI= Erden... de, 
bei Benutzung rechtwinkliger Koordinaten bekanntlich den Rauminhalt 


eines von ebenen Mannigfaltigkeiten begrenzten unendlich kleinen [96 
Raumstücks dar, und es besteht für jede infinitesimale Transformation: 


v of 
Kr Ze 
die Gleichung: 
1 1 28, 
ae Par 


Gehört daher Xf der durch (K) definierten unendlichen Gruppe an, 


so wird: 
(P) Zr Zub, 


und umgekehrt ist das Bestehen der Gleichung (P) für die infinitesi- 
‚ malen Transformationen der bewußten Gruppe charakteristisch. 
61. Ist jetzt: 





= af 
Yf= = N, Di 
eine zweite infinitesimale Transformation jener Gruppe, so ist: 


n 

% >’ 

re ; 6,095 
1 
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es wird also: 


n 1.200 
1 \) 00, Ok 
= ent IS, > RG en 2 Eule cs = ) 


Andererseits ist aber: 


ea vor 2 28, 8), 


unter den gemachten Voraussetzungen wieder eine infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe, sodaß auch die Gleichung: 

1 

ZIXTA- IX) Yu(Zm- Ti) 
besteht; folglich muß für je zwei infinitesimale Transformationen Xf 
und Yf der Gruppe: | 


1.n ER N 
> 6m (dan — 0) 
identisch verschwinden. 

Denken wir uns nun für Yf eine bestimmte infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe eingesetzt, so liefert diese Bedingung eine Glei- 
chung nullter Ordnung, die von allen infinitesimalen Transformationen [97 
Xf der Gruppe erfüllt werden muß. Das geht nicht; also müssen für 
jede infinitesimale Transformation Yf der Gruppe die Gleichungen: 


y n (22: . 2) 2 0 (u n) 
> v oz 0% 


bestehen, woraus auf dieselbe Weise folgt: 





0 Au 6 Üv 0 
0 Cy OK 





w„vel,.on). 


Demnach gibt es eine Funktion « von den x, deren Differential- 
quotienten beziehungsweise gleich «,, .. 
gleichung (K) erhält somit die Gestalt: 


«, sind; unsere Definitions- 


7) n 


(K) | aD a, 


und die Gleichung (P), die für jede infinitesimale Transformation unserer 
Gruppe gilt, bekommt die Form: 


1 
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wofür wir offenbar auch: 
Do | X (er) = 0 
schreiben können. 


62. Jetzt ist es leicht, die Gleichungen (K’) und (Q) noch weiter 
zu vereinfachen. Führen wir nämlich neue Veränderliche x1,...., x, ein 


RE >: 0%) 
d,c; = ; Pr ER 
so wird bekanntlich: 


D ‚ I 0x dx, 
1=- DD +d4K..d,e,-4.3+ a 


und setzen wir: 








Bestimmen wir daher die neuen Veränderlichen derart, daß: 


0x ox 


IH De: „> de, e=% 


wird, so bekommt unsere Gruppe in den neuen Veränderlichen &1,..., &, 
eine solche Form, daß für jede ihrer infinitesimalen Transformationen: 


Af- Si (8, 2) 


die Gleichung: X4’= 0 besteht. Hieraus folgt zugleich, daß die De- 
finitionsgleichung unserer Gruppe in den neuen Veränderlichen die 





[98 


Form: 
N a2 
v K 5v 


0x 


a, 


r st 
annımmt. 


Wir sehen hieraus, daß jede der hier gesuchten Gruppen durch 
eine Punkttransformation des RK, mit der unendlichen Gruppe ähnlich 
ist, deren Transformationen alle Raumelemente des R, invariant lassen. 
Mit einem der Hydrodynamik entlehnten Bilde können wir diese letz- 
tere Gruppe auch als die Gruppe aller Bewegungen einer inkompres- 


sibeln Flüssigkeit bezeichnen. 


S 6. 
63. Jetzt zur Bestimmung aller unendlichen kontinuierlichen 
Gruppen, unter deren Definitionsgleichungen es gerade n von zweiter 
Ordnung gibt, die die Form: 


1.8.7 


0 LI rer Qu eu t 2 2 
(M) om; 5° = _. Kur or, Fr DH a El 


= 0, 3 


besitzen, während Definitionsgleichungen nullter und erster Ordnung 
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gar nicht auftreten, und alle Definitionsgleichungen dritter und höherer 
Ordnung aus (M) durch Differentiation erhalten werden. 


Ist Xf eine beliebige infinitesimale Transformation der durch (M) 
definierten Gruppe, und hat 7 dieselbe Bedeutung wie vorhin, so ist 
augenscheinlich: 


IR 
ß  -OEu 
(R) —z (- XA) = > ur Se gas Sau 


Für eine beliebige zweite infinitesimale Transformation Yf der Gruppe 
ist ebenso: 


ÜBe CE © I Due nn 


Unter diesen Voraussetzungen ist nun aber auch: 


I1e..n 
nu OEu\ 0 [99 
AN-Xrf-YXY-3( 2, = Be 
iu 


i o8, io OFu 


eine infinitesimale Transformation unserer Gruppe; es muß also auch 
werden: 








RR nr 
we ge) Per ne 
ern nu Oo 
+3), 


eine Gleichung, die durch Benutzung von (R) und (S) die Form: 
(sd (RA IX A 0° 0° \ 
ler z 3 Erz O2,0x, Er) ME 02,0%, (X2)]+ 


CE 000 00 
+8 ur DEF mr ie 








a O&ruv £ on Bi 0 Eu ee 
R 0%; (&; O&y Mm 0%, “) 
ee. 
= Fr (&9 Nu Eu 5.) 
annimmt. 


Andererseits ergibt sich direkt: 


P,7% 


14xXYa-YxXa)=- I 1e Fr rn er Ex) 


ı 
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und wenn man das nach x, differentiiert und mit (T) vergleicht, so 
erhält man bei Benutzung von (R) und (S) die Gleiebung: 


on 
08; on on; O&u 
S run (3 7 A 0%, d ) = 

















iuv 0%, Ur, 
1... BE 
RE RR| ee & Er onu on; ee AR 
iur sur \0x Du. 0x, 0&, 
En & AM O8u 





1:3. % x 
Ein n)- 


Be) Be Si =) 0. 


iu 0x 0 Ku 





64. Die Gleichung (U) muß bestehen, welche Lösungensysteme der 
Definitionsgleiehungen (M) man auch für &,,... &, und n,,...,n, ein- 
setzen mag. Hieraus folgt, wie im vorigen Paragraphen, daß die [100 
Gleichung (U) an und für sich eine Identität sein muß, das heißt, dab 
sie für alle Werte der &,, n, und ihrer Differentialquotienten identisch 
besteht. 

Wir müssen jetzt zusehen, was sich daraus für Eigenschaften der 
&;,, und ß,, ergeben. 

Setzen wir auf der linken Seite von (U) den Koeffizienten von 
&;n. gleich Null, so finden wir die Bedingungen: 
OP Mr: 

N) er} BR FEN: 
In dem übrig bleibenden Ausdruck setzen wir den Koeffizienten von 
&, gleich Null; das gibt: 

> dazır Nu 2 B onu 

Ar 0x, a 0 


6%, 





Gr,u=l1,..4n) 


eine Gleichung, die sich sofort in die folgenden zerlegt: 


i > | 5 
(W) ‚ al Fe Er Di: (, zu,v=l,..., n), 


08; 





&,, die übliche Bedeutung hat. 
Den Rest der Gleichung (U) schreiben wir nun folgendermaßen: 


u nl, 


TUVIc dx, ARAN 0% 


BR By a IE Inu _ 9m ee 


iuvr 0%, Öx, 0%, 0x 
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und erhalten schließlich noch die Bedingungen: 
(2) E;n zur = Eur Kin €, un ve Ernbuiv 
die für alle Werte der Zahlen i, u, v, z, r erfüllt sein müssen. 


Ist v weder = u noch =r, und setzt man 7 =, so ergibt sich 
aus (2): 


Kzuv a Er; kuir 


oder, da man ‘= »v wählen kann und [da] e,, verschwindet: «,,, = 0. 
Es sind also alle «,,,= 0, in denen r, u, v drei verschiedene Zahlen 
sind, und ebenso alle «,,, = 0, in denen v + r. 


Ist ferner v#v, aber u=», so folgt aus (2): 


ern nn en 


für alle Werte von © und x. Setzt man daher: 7=r, i=rv, so 
kommt: | 


nr hr vn; 
setzt man andererseits: ==, so findet man: [101 
; Gy ur Te 
also, da «,,, = «,,, 18t: 
ü_,,„= 0 (=>). 


Demnach ist allgemein: 
(a) Lu &,,Kuuu (Tu, val,..,R), 


und wirklich werden die Gleichungen (2) bei Einsetzung dieser Werte 


der «;,, zu lauter Identitäten. 
Für ß,,; ergibt sich schließlich noch aus (W) der Wert: 
O&uuu 
(b) U wer (sd sen), 


der offenbar auch die Gleichungen (V) befriedigt. 
65. Nunmehr erhalten die Gleichungen (M) die Form: 


Aut i se : OEu S Obuuu 
332) Dan De 
1 ji 


woraus durch Integration folgt: 





n 
B| 


1 
AI Prluunsut 4, 


3: 
unter A eine Konstante verstanden. Ebenso wird natürlich: 


1 n 
ara — al, alu B 


1 
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und: 


L.n 
1 Nu 0 
 ZIXrA- IX) -Da,,(E m dE) + C. 
iu 
Andererseits aber wird auch: 
„XYA- YXN)=X(,Y) -Y(5X4) 
24 ji Ad 


= % Fuuu (Ku a YE,) Hr E Mu r Xu, TE Eu ; Ye, WR , 
1 


L 


und demnach muß für je zwei infinitesimale Transformationen Xf und 
Yf unserer Gruppe eine Gleichung von der Form: 


3 Ba) 
Okuuu iii Le 
Zn O8; 2 | a 


bestehen. Differentiiert man die nach z,, so fällt C weg, und die ent- 
stehende Gleichung muß für alle Werte der &,, n, und ihrer Diffe- [102 
rentialquotienten identisch bestehen. Hieraus ergibt sich: 








(c) Okuun Omi od 


en a) 
0%, O&Lu } 


so daß die «,„„ einfach die ersten Differentialquotienten einer ge- 
wissen Funktion % sein müssen. 

66. Durch die vorstehenden Entwickelungen ist gezeigt, daß die 
Definitionsgleichungen (M) unserer Gruppe die Form: 


2/7 2 
M DEN 


f Fr 2 A 
0%, O&u - Ku 





£) == (0) BZER n) 


1 


besitzen. Um schließlich noch diese Gleichungen auf eine einfachere 
Form zu bringen, bemerken wir, daß für jede infinitesimale Trans- 
formation Xf unserer Gruppe eine Gleichung von der Form: 


1 


besteht, wo der Wert der Konstanten von der besonderen Beschaffen- 
heit von Xf abhängt. Diese Gleichung läßt sich nun in der Form: 





‚schreiben; führt man daher neue Veränderliche &,,...., x, ein, die so 
gewählt sind, daß: 
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wird, so nimmt sie die Form: 


1 7 
ee 


an, wo 41’ dieselbe Bedeutung hat wie auf 8. 97 [hier 8. 445]. 
Demnach kann man die Veränderlichen &,,..., 2, immer so wählen, 
daß die Definitionsgleichungen. unserer Gruppe die einfache Form: 


(M”) x a. OEn 0 





annehmen. 

Die durch (M”) definierte Gruppe ist dadurch charakterisiert, daß 
sich bei jeder ihrer Transformationen alle Raumelemente des R, in 
konstantem Verhältnisse ändern. 


67. Hiermit ist die Aufgabe, die wir uns gestellt hatten, voll- [103 
ständig erledigt, und wir können die gewonnenen Ergebnisse in dem 
Satze zusammenfassen: 


Theorem. Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe des R,(n>1) 
so beschaffen, daß bei Festhaltung eines Punktes von allgemeiner Lage 
die oo"”! Linienelemente durch diesen Punkt stets ın allgemeinster Weise, 
also (nn — 1)-gliedrig transformiert werden, so sind nur drei Fälle 
möglich: 

Erstens: die Gruppe ist durch eine Punkttransformation des R, 
ähnlich mit der unendlichen Gruppe, die alle RKaumelemente des R, in- 
variant läßt. 


Zweitens: sie ist ähnlich mit der unendlichen Gruppe, deren Trans- 
formationen alle Raumelemente in konstantem Verhältnisse ändern. 


Drittens: sie ist die unendliche Gruppe aller Punkttransformationen 
des R,. | 


Die Analogie mit dem entsprechenden Satze für endliche kon- 
tinuierliche Gruppen liegt auf der Hand. 


Kapitel Ill. 


Bestimmung aller (irreduzibeln) unendlichen Gruppen von 
Berührungstransformationen der Ebene. 


68. Wir benutzen hier dieselben Bezeichnungen wie in Kap. 23 
des Abschn. II der Transformationsgruppen. Es sind also 2, x, y die 
Koordinaten der Linienelemente der Ebene, und: dze— ydx = ist die 
Bedingung dafür, daß zwei unendlich benachbarte Linienelemente der 
Ebene vereinigt liegen. 
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Außerdem aber bedienen wir uns der in Kap. 26 a. a. OÖ. darge- 
stellten Rechnung mit den Reihenentwickelungen der charakteristischen 
Funktionen. Wir denken uns also die charakteristische Funktion jeder 
infinitesimalen Berührungstransformation der Ebene nach Potenzen von 
z,&,y entwickelt — unter z=2=y=0 ein Wertsystem von allge- 
meiner Lage verstanden — aber so, daß wir in der Reihenentwickelung 
nicht die Glieder von gleicher Ördnung zusammenfassen, sondern [104 
' die von gleicher Stufe (a. a. O. 5. 525f.). Dabei schreiben wir in diesen 
lteihenentwickelungen immer nur die Glieder niedrigster Stufe hin und 
erinnern ein für allemal daran, daß die weggelassenen Glieder 
einer Reihenentwickelung stets in 2, x, y von höherer Stufe sind 
als die geschriebenen. 

Sk 

69. Genau wie bei den endlichen irreduzibeln Berührungstrans- 
formationsgruppen der Ebene finden wir auch bei den unendlichen, 
daß nur drei verschiedene Fälle denkbar sind. Ist nämlich @ eine un- 
endliche irreduzibele Berührungstransformationsgruppe der 
Ebene, so gibt es nur die folgenden drei Möglichkeiten: 


Erstens. @ enthält charakteristische Funktionen von der Form: 

1-+..-, a Yo ass, 

2? ++, ER yY-++-, 
während. keine von der Form: 2 — 2x2y + -- auftritt und noch weniger 
eine von der Form: 

z(a@t+by) th, y)+ 
wo die Konstanten a und 5b nicht beide verschwinden, und wo A, eine 
ganz homogene Funktion dritten Grades von x und y bedeutet. 
Zweitens. @ enthält charakteristische Funktionen von der Form: 
4 — z2Y — Ks) 


(1) 


dagegen keine von der Form: 
(ar +by)+h@,y)+t, 
wo a und 5b nicht beide verschwinden. 
Drittens. @ enthält charakteristische Funktionen von der Form: 
N BE 
Le», ay+ +, y + er, 


2% + 95(%, Y) N) + h,(&, y) Bi 
297 


(II) 





452 XVII. Untersuch. über unendl. kontin. Gr. Leipz. Abh. 1895 


Wir wissen also in jedem dieser drei Fälle, was für charakte- [105 
ristische Funktionen von nullter, erster und zweiter Stufe auftreten; 
festzustellen bleibt nur, was für Funktionen dritter und höherer Stufe 
vorkommen können. 


Ss 2. 
70. Vorerst lassen sich unsere drei Fälle noch gemeinsam behan- 
deln. Aus dem Umstande nämlich, daß die Gruppe @ in jedem der 
drei Fälle die charakteristischen Funktionen: 


ie, a 
+, %y-+'-, YP+ + 


enthält, lassen sich gewisse Schlüsse über die charakteristischen Funk- 
tionen dritter und höherer Stufe ziehen, die offenbar für alle drei Fälle 
gültig bleiben. 

Wir wollen annehmen, daß unsere Gruppe @ eine charakteristische 
Funktion m-ter Stufe (m > 2) von der Form: 


ha, y)t 


enthält, unter A, eine ganze homogene Funktion m-ten Grades von x 
und y allein verstanden. Ausführlicher geschrieben wird diese charak- 
teristische Funktion so lauten: 


(1) ET Y Hy", 


WO Ag, Ay... ., @„ nicht sämtlich verschwinden, und wo die weggelas- 
senen Glieder von (m + 1)-ter und höherer Stufe in 2, x, y sind. 


?1. Sind a,,..., a, alle null, so haben wir schon eine charakte- 
ristische Funktion von der Form: x” + ---; im entgegengesetzten Falle 
kombinieren wir die Funktion (1) eine genügende Anzahl von Malen 
mit: 2?+ --- und gelangen so schließlich auch zu einer charakteristi- 
schen Funktion von der Form: 

amL..., 
die unserer Gruppe @ angehört. 


Kombinieren wir jetzt: x” + --- wiederholt mit: y®+ ---, so finden 
wir der Reihe nach die Funktionen: 


a E= en arg? + zy" it ., "+ ..., 
die unter der gemachten Voraussetzung alle unserer Gruppe an- [106 
gehören. Ist nun m>3, so erhalten wir, indem wir: 2” + .-- (m —3)-mal 


mit: y+ --- kombinieren, die Funktion: £&°+ ---. Demnach ist klar, 


daß unsere Gruppe, wie auch m sonst beschaffen sein mag, stets die 


Funkti - 
unktionen ey en 
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enthält. Endlich finden wir noch: 
[2?y + BE ne ) — Bat + en 
[ay-+ 2 x tt =tla?+ ne, 
was beliebig weit fortgesetzt werden kann. Demnach enthält unsere 
Gruppe überhaupt für jeden Wert n > 2 eine charakteristische Funktion 
von der Form: x” + --- und nach dem obigen zugleich noch n von der 


Form: 
ey - ..., wy?+ ee, Y"+ er 
Also: 
Enthält eine Berührungstransformationsgruppe die cha- 
rakteristischen Funktionen: 


l+-, +, y+--, 

+. -, DU yY-++-- 
und enthält sie außerdem auch nur eine charakteristische 
Funktion m-ter Stufe (m >2) von der Form: 


so ist sie unendlich und enthält, wie man auch die positiven 


ganzen Zahlen © und k wählen mag, stets eine charakteristi- 
sche Funktion von der Form: 


ey + sg, 


83. 

72. Nunmehr schließen wir den dritten Fall aus und beschränken 
uns auf die Betrachtung der beiden ersten Fälle. Diese haben nämlich 
das Gemeinsame, daß bei keinem von beiden eine charakteristische 
Funktion dritter Stufe: 


lan +by)+hla,y)t 


auftreten kann, in der a und b nicht beide verschwinden, deren [107 
Glieder dritter Stufe also z wirklich enthalten. Wir werden zeigen, 
daß ebensowenig eine charakteristische Funktion n-ter Stufe (n > 3) 
vorkommen kann, deren Glieder n-ter Stufe z wirklich enthalten. 

@ sei eine unendliche Gruppe, die unter einen der beiden ersten 
Fälle gehört, und enthalte eine charakteristische Funktion »-ter Stufe 
(n >53), in deren Gliedern n-ter Stufe 2 wirklich vorkommt. Dann hat 
diese charakteristische Funktion notwendig die Form: 


Mm 


U n2uh,_au(%, y) us wn 


0 
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wo m< E(!n), unter E(} n) die größte in 5» enthaltene ganze Zahl 
verstanden, wo ferner h,_,, eine ganze homogene Funktion (n—2u)-ten 
Grades von x und Y ist, und wo die weggelassenen Glieder von 
(n + 1)-ter und höherer Stufe in z,2,y sind. Da überdies die Glieder 
n-ter Stufe von U die Veränderliche z wirklich enthalten sollen, so 
können wir voraussetzen, daß m > O und h,_gm +0 ist. 


73. Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder nämlich 
enthält h,_,, eine der beiden Veränderlichen x und y wirklich oder 
es ist eine bloße, natürlich von Null verschiedene Konstante. 

Im ersten Falle kommen wir sehr leicht auf einen Widerspruch. 

Ist nämlich m > 1, so kombinieren wir U (m — 1)-mal mit der 
charakteristischen Funktion: 1 + --- und finden so, daß unsere Gruppe 
jedenfalls eine charakteristische Funktion von der Form: 


‚= Oele y) + Zh_gm(&; Y) a u 


enthält, wo 9,_g9„,;,3 eine ganze homogene Funktion (n — 2m + 2)-ten 
Grades bedeutet. Ist nun na — 2m=1, so liegt der Widerspruch auf 
der Hand, denn V ist eine unserer Gruppe angehörige charakteristische 
Funktion dritter Stufe, deren Glieder dritter Stufe z wirklich- enthalten, 
und eine solehe Funktion darf ja unter den gemachten Voraussetzungen 
in G nicht vorkommen. Ist aber n — 2m >1, so bilden wir: 








V 0 g,_9m+?2 Oh._ em 
Kari her PE: Er 2 

V 0 une Oh,_em 
2 + ie :, } men Ber a Eh, _um BET; F7 oy 


Da nun die Differentialquotienten von A,_s„ Nicht beide ver- [108 
schwinden können, so enthalten die Glieder niedrigster Stufe in einer 
dieser beiden charakteristischen Funktionen z wirklich; wir stoßen da- 
her durch Fortsetzung dieses Verfahrens schließlich auf eine charakte- 
ristische Funktion dritter Stufe, deren Glieder dritter Stufe nicht von 
z frei sind, und damit auf einen Widerspruch. 


74. Der erste Fall ist also ausgeschlossen. Im zweiten ist offenbar 
n=2m, und da n>3 sein sollte, so ist m > 2. Ist insbesondere 
m > 2, so kombinieren wir U (m — 2)-mal nach einander mit: 1 + --- 
und finden daher, daß unsere Gruppe sicher eine charakteristische 
Funktion vierter Stufe von der Form: 


WV=?:+ 295(®, Yy) + 98, Y) er 


enthält, wo 9, und g, ganze homogene Funktionen zweiten und vierten 
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Grades von x und y allein sind. Jetzt ergibt sich aber: 


095 09; 


ED A Min en, =AGT 
und da die Ausdrücke: 2 a9 
2 2 


. nicht beide verschwinden können, so ist hiermit wieder eine charakte- 
ristische Funktion dritter Stufe gefunden, deren Glieder dritter Stufe 
z enthalten, also kommen wir auch hier auf einen Widerspruch. 


75. Hieraus ergibt sich, daß im ersten und zweiten Falle nur 
solche charakteristische Funktionen dritter und höherer Stufe auftreten 
können, deren Glieder niedrigster Stufe von 2 frei sind. Da nun un- 
sere Gruppe (+ unendlich ist und also sicher charakteristische Funk- 
tionen von höherer als der zweiten Stufe enthält, so können wir aus 
dem Ergebnisse des vorigen Paragraphen schließen, daß @ für jedes 
Paar von positiven ganzen Zahlen ? und k, das der Bedingung: «+k>2 
genügt, eine charakteristische Funktion von der Form: x’y® +... ent- 
hält, aber sonst keine weiteren charakteristischen Funktionen dritter 
und höherer Stufe. | 

Damit sind nun im ersten und zweiten Falle die Anfangsglieder 
aller auftretenden charakteristischen Funktionen bestimmt; wir können 
daher sagen: 

Gehört @ unter den ersten Fall, so enthält es die charakteri- [109 
stischen Funktionen: 

(T) ey t:- (,k=0,1,2,...), 


gehört es unter den zweiten Fall, so enthält es die charakteristischen 


Funktionen: 
(IT) 2 tFayt, Ay (%=0,1,2%,.), 


dagegen enthält @ in keinem von beiden Fällen eine charakteristische 
Funktion, deren Glieder niedrigster Stufe sich nicht aus den Grliedern 
niedrigster Stufe der angegebenen charakteristischen Funktionen linear ab- 
leiten lassen. 

Wir wollen noch erwähnen, daß hierdurch zugleich die charak- 
teristischen Funktionen dritter und höherer Stufe aller endlichen Be- 
rührungstransformationsgruppen gefunden sind, die unter den ersten 
oder den zweiten Fall gehören. Diese Gruppen können nämlich über- 
haupt keine charakteristische Funktion dritter oder höherer Stufe ent- 
halten; denn enthielten sie eine, so wären sie offenbar nicht endlich. 
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8 4. 

76. Wir kommen jetzt zu dem dritten Falle und betrachten also 
die unendlichen Gruppen von Berührungstransformationen, die außer 
den charakteristischen Funktionen: 

+, ZYTt--, y+t- 
jedenfalls noch zwei Funktionen dritter Stufe von der Form: 
= 224, W)+, V=eıythay)+t- 
enthalten. 

Die Funktion g, hat die Form: 

9 u + Pßeytray+önf, 
also wird: 


lay+, arte yinr.. 
— 22 + 30a? + Bary — yay? —3dyP + --, 


das heißt, von den Gliedern niedrigster Stufe von U werden bei [110 
der Kombination mit: xy + --- nur zwei, nämlich zz und ßx°y mit 
demselben Faktor reproduziert. Demnach (Trfsgr. I, S. 622, Satz 1) 
können wir schließen, daß unsere Gruppe @ die charakteristische 


tion: 
Funktion ae 
enthält. 


7%. Nunmehr ergibt sich: 
(+, U) @B+ Da + 


Ist daher 2%-+1=0, so enthält @ eine charakteristische Funktion: 
x? +. und damit nach $ 2 überhaupt für jedes beliebige Wertepaar 


i und k eine von der Form: 
aiy* + ee 
Außerdem enthält @ noch die beiden Funktionen dritter Stufe: 22 +: --, 
yz +++, also auch: 
[ey +. ,22 +4. )=kayf iz k Dart +-- 
mithin überhaupt: z"y’2 + +» für beliebige u, v—=0,1,2,... 
Ferner wird: 


[x y’z _ en RE + ) u vary’!z? + (v EN Io u02 + Be, 


so daß auch alle charakteristischen Funktionen von der Form: x" y’2?+-- 
auftreten, und indem man so fortfährt, erkennt man schließlich, daß 


Kap. III; $ 4; Nr. 76-79. Die char. Fkt. höh. St. 457 


bei beliebiger Wahl der positiven ganzen Zahlen :, k, j stets eine 
charakteristische Funktion von der Form: 


auftritt. yet 


78. Alles das gilt, wenn 28 +1 =+0 ist. Wäre aber 22 +1=(, 
und enthielte @ für m > 2 eine charakteristische Funktion m-ter Stufe, 
deren Glieder niedrigster Stufe von z frei wären, so ließen sich die eben 
durchgeführten Schlüsse wieder anwenden, und wir kämen auf den 
vorigen Fall zurück. Demnach bleibt nur noch der Fall zu erledigen, 
daß 2%+1=0 ist, und daß für m >2 in G nur solche charakte- 
ristische Funktionen m-ter Stufe auftreten, deren Glieder m-ter Stufe 2 
wirklich enthalten. Dieser Fall kann aber hier gar nicht eintreten, 
_ wenn @ unendlich sein soll. 

In der Tat, unter den eben beschriebenen Voraussetzungen [111 
enthielte @ die beiden charakteristischen Funktionen dritter Stufe: 


ze —tıy+-- 


sonst aber offenbar keine von dritter Stufe. Ferner enthielte es die 
charakteristische Funktion vierter Stufe: 


wel +, ash te )= tagte. 
Wäre nun @ unendlich, so enthielte es auch für n > 4 noch charak- 
teristische Funktionen »-ter Stufe, also etwa die Funktion: 

I Ku (d y) m Be 
v 

wo m<E(4n) ist, und wo wir annehmen können, dad m >0O und 
R,_gm + 0 ist; denn die Glieder niedrigster Stufe von U dürfen nicht 
von 2 frei sein. | 

79. Wir dürfen hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit an- 


nehmen, daß h, von & frei ist. Es wird nämlich: 


—-2m 





9 Oh, _ gu 1,,2 
wir, Dry Zr Ze Ph 


wenn daher h,_s„ noch nicht frei von x ist, können wir durch ge- 
nügend oft wiederholte Kombination mit: y? + --- stets eine charakte- 
ristische Funktion von der Form U ableiten, in der h,_,, von x frei 
und überdies von Null verschieden ist. Demnach dürfen wir von vorn- 
herein A,_gn = y"-?” setzen. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, 
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wenn wir jedesmal unter den Gliedern n-ter Stufe nur die mit 2! 
und mit 2” berücksichtigen: 


i U=..-2r ih. mia + 2”Y ul... 
Oh, m 
(A) y+t-, U)=...+amn1y(2- nn +2 1 myr- mHi) hen, 





tay+ i U u +zmilz oo. (n— 2m)” y n-2mı 
Ließe sich nun aus diesen drei Funktionen stets eine Funktion 
n-ter Stufe linear ableiten, deren Glieder »-ter Stufe von 2” frei wären, 
aber 2”! wirklich enthielten, so könnten wir die Zahl m von [112 
vornherein um eine Einheit kleiner annehmen als vorhin, könnten dann 
das eben angewendete Verfahren noch (m — 1)-mal wiederholen und 
würden schließlich zu einer charakteristischen Funktion n»-ter Stufe 
von z gelangen, deren Glieder »-ter Stufe von z frei wären. Eine 
solche Funktion ist aber ausgeschlossen, also müssen wir bei dieser 
Verkleinerung von m einmal, ohne das m null wird, zu einer Funktion: 


U= ne .— PER + A ade + en 


gelangen, die so beschaffen ist, daß sich aus den drei Funktionen (A) 
keine, Funktion linear ableiten läßt, deren Glieder n-ter Stufe zwar 
von 2”, nicht aber von 2”! frei sind. Die ganze homogene Funktion 


h,_gm;s genügt daher dann den Gleichungen: 


oh 
2 a em+1—(), 


Ohn_om+2 Oh,- 2m+2 
2% Be =— (n— 2m) h,_sm+2 











und hat somit die Form: 


arme, 
so daß U selbst in der Form: 
m— 2 
U= Yu gi en er y) — mean _ PA 1... 


0 
erscheint. | 
80. Nunmehr bilden wir die charakteristische Funktion (n-+ 1) ter 
Stufe: 


mi ’ 
[ya —z a4 ,U)= RREG 1 ul Vz 
0 


— + (nm — 2)ryr tim... 
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Dan>4 war undm <E(Zn), so ist n— m > 2, das Glied mit 2” ver- 
schwindet also nicht. Wir sehen hieraus, daß wir die Funktion U von 
vornherein so annehmen können, daß n um Eins größer ist als ur- 
sprünglich, während m dasselbe bleibt. 

Das ganze Verfahren können wir nun offenbar so oft wiederholen, 
wie wir wollen, und wir finden daher schließlich eine unserer Gruppe 
angehörige charakteristische Funktion: 


m 


en “ah, 94% y) en 


0 


bei der-m>0, h,_„. #9 und n— 2m beliebig groß, also ins- [113 
besondere >2 ist. Kombinieren wir aber jetzt U m-mal hinter einander 
mit: 1+--, so erhalten wir eine charakteristische Funktion von der 


RER Y) ar 2 


die mindestens von dritter Stufe ist, und deren Glieder niedrigster 
Stufe von 2 frei sind. Damit sind wir auf einen Widerspruch gestoßen 
und haben also bewiesen, daß der oben angenommene Fall gar nicht 
eintreten kann. 


Form: . 


81. Gehört also eine unendliche Berührungstransformationsgruppe 
@ zu der dritten der drei von uns unterschiedenen Klassen, und sind 
i, k, j irgend drei positive ganze Zahlen mit Einschluß der Null, so 
enthält @ stets eine charakteristische Funktion (© +%k + 25j)-ter Stufe 
von der Form: BE 
Ist daher n eine beliebige ganze Zahl > 0, so enthält @ stets die 
größte überhaupt mögliche Zahl von solchen charakteristischen Funk- 
tionen n-ter Stufe, aus denen sich keine Funktion (» + 1)-ter oder 
höherer Stufe linear ableiten läßt. 


82. Hieraus folgt endlich, daß die charakteristischen Funktionen W 
unserer Gruppe ( gar keiner Definitionsgleichung genügen können. 

In der Tat, die etwa vorhandenen Definitionsgleichungen sind not- 
wendig linear und homogen in W und dessen Differentialquotienten. 
Wir wollen nun jeden Differentialquotienten von der Form: 


grktiw 
oa aytoz 
als einen Differentialquotienten ( +% + 2j)-ter Stufe bezeichnen und 


uns die Definitionsgleichungen auf eine gewisse Normalform gebracht 
denken: 
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Zunächst!) schaffen wir alle Differentialquotienten zweiter und 
höherer Stufe fort und lösen die übrig bleibenden Gleichungen nach 
so vielen Differentialquotienten erster Stufe auf, wie möglich; dann 
schaffen wir alle Differentialquotienten dritter und höherer Stufe fort 
und lösen die übrig bleibenden Gleichungen zweiter Stufe nach so vielen 
Differentialquotienten zweiter Stufe auf wie möglich. In dieser Weise 
fahren wir fort; dann wird jede Definitionsgleichung von der Stufe [114 
i+%k+2j die Form: 





grrtimw a ü+r+ay 
Fee en ARE USE E 
PEADITRDEN Zhurzl ‚Y, JErTFRTPE, 


besitzen, wo u, v, x der Bedingung: u+v+272<:+hk+ 2) genügen, 
und wo die y gewöhnliche Potenzreihen von x, y, z sind. 

Gäbe es nun bei der eben betrachteten Gruppe @ eine Definitions- 
gleichung von (i+%k+ 2j)-ter Stufe, so wären offenbar die Koeffi- 
zienten der Glieder niedrigster Stufe ın jeder charakteristischen Funktion 
(i+k+2j)-ter Stufe von @ durch eine lineare homogene Relation ver- 
knüpft, was nach dem Obigen unmöglich ist. Demnach haben die 
Definitionsgleichungen von @ die Form: O=0, und G ist die un- 
endliche Gruppe aller Berührungstransformationen der Ebene. 

83. Wir haben somit den 


Satz 1. Enthält eine unendliche Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen der Ebene charakteristische Funktionen von der Form: 
1+..,2+.,y+t:,, Z—zaU +, 
+, ayte,yY te 
und außerdem noch zwei dritter Stufe von der Form: 
+ N) t, ythaN)t, 


so ist sie die unendliche Gruppe aller Berührungstransformationen der 


Ebene. 


Wir kehren jetzt zu den beiden ersten Klassen von Gruppen zu- 
rück und zeigen, auf welche Normalformen sie gebracht werden können. 


85. 
84. Jede der ersten Klasse angehörige Gruppe enthielt die cha- 
rakteristischen Funktionen: 
fee 5-0, 5 %..), 
aber keine charakteristische Funktion, in deren Gliedern niedrigster 


1) Das Auftreten einer Gleichung nullter Stufe ist ausgeschlossen, da die 
nur die Form: W= 0 haben könnte. 
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Stufe z vorkommt. Die allgemeinste charakteristische Funktion W der 
Gruppe wird daher bis auf die Glieder zweiter Stufe genau die Form: 
W= a(l+tex+ßy+ye+d+tery+9y +.) [5 

+, +ye +0? +Efay+Hy? + --.) 

+, yw+Yy: + +Eay+Hy+--.) 

Ha@+ tat ta +) + 
besitzen, wo 4,,6g,...,c, willkürliche Konstanten, &, ß,...,y',... aber 
bestimmte Zahlen sind. | 


Hieraus folgt, wenn wir die Substitution: =y=2=( durch 
den Index O0 andeuten: 


(W)=4 2)” C& + 6, )- aß+%, 
(3) - ay+taoy+Gr), (= 21.6 +20,0 +20” +2c, 


und so weiter. Aus den drei ersten dieser Gleichungen lassen sich 
“6, €, €, nicht wegschaffen, also gibt es jedenfalls keine Definitions- 
gleichung erster Stufe; dagegen kann man C,,...,c, aus den sieben 
ersten wegschaffen, es wird nämlich: 


er tree) mn. 





ey 


Da nun: z=y=2z=0 ein Wertsystem von allgemeiner Lage ist, so 
können wir hieraus schließen, daß unsere Gruppe eine Definitions- 
gleichung zweiter Stufe von der Form: 


? oW oW 
(a) FRE Y (X, Y, 2) a! (z, Y, 2) dy +% (z, Y 2)W 
besitzt. 


85. Außer der Definitionsgleichung (a) treten natürlich auch noch 
alle die auf, die durch Differentiation nach &, y, z aus ihr entstehen; 
aber auch keine weiteren. In der Tat, die allgemeinste Definitions- 
gleichung n-ter Stufe (n > 2), die aus (a) durch Differentiation ent- 
steht, hat die Form: 








girktj+1W 12... gu tvty 
(b) ee 2,9, & 
a RE a are 0x oy’dz 


wo i, k, j alle Werte annehmen können, für de z+k+27 +2=n 
ist, und wo u, v, x der Bedingung: 


utv+2r<i+k+2j+2 


genügen. Diese Definitionsgleichungen sagen aber aus, daß in [116 
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jeder charakteristischen Funktion n-ter Stufe, die ihnen genügt, die 
Glieder n-ter Stufe von z frei sind. Da nun unsere Gruppe @ für 
jedes » die größte mögliche Zahl solcher charakteristischer Funktionen 
n-ter Stufe enthält, deren Glieder n-ter Stufe von z frei sind, und aus 
denen sich keine Funktion (n + 1)-ter oder höherer Stufe linear ab- 
leiten läßt, so ist klar, daß außer den Definitionsgleichungen (b) keine 
weiteren von n-ter Stufe auftreten können. Also ergeben sich alle 
Definitionsgleichungen von @ aus (a) durch Differentiation. 


86. Um die Form der Definitionsgleichung (a) näher zu bestimmen, 
führen wir an Stelle von x, y, z durch die Substitution: 


Be se Pı 
ae ah 
die neuen Veränderlichen &,, &, ?,, P ein und verwandeln also die 
infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe in homogene infini- 
tesimale Berührungstransformationen. 


An Stelle der eharakteristischen Funktion W trıtt dann die Funktion: 
H= or W, 


die in 9,, ?, homogen von erster Ordnung ist (Trfsgr. II, S. 273f.), und 
zwar genügt H entsprechend der Differentialgleichung (a) einer Glei- 
chung von der Form: 

cH cH oH oH 

— _—- 4 — —— 

hi ox, vo 0% F op, vn Ps Ba 
wo die A, u, v gewisse Funktionen von &,, X, P,, P, Sind, und außer- 
dem noch der Homogeneitätsbedingung: 
oH cH 
pP; dp, + Pr FE H, 

so daß also in den neuen Veränderlichen die allgemeinste charakte- 
ristische Funktion unserer Gruppe durch die beiden Differential- 
gleichungen: 


cH oH EN oH 
A, FRE TE (u, — vP,) FREU (U —vP)5 —0, 


op 
(e) oH He: ver 
Pı öp, DB PER 


definiert wird. 

8%. Sind H,, H,, H, drei von einander unabhängige Lösungen [117 
der Differentialgleichungen (c), so läßt sich die allgemeinste Lösung 
dieser Gleichungen, also mit andern Worten die allgemeinste charak- 
teristische Funktion unserer Gruppe in der Form: 


m. (7, m) 
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darstellen, wo 2 eine willkürliche Funktion seiner Argumente ist. Da 
nun überdies zugleich mit A, und H, stets auch (H,H,) die Differen- 
tialgleichungen (c) befriedigt, so ergibt sich, daß alle charakteristischen 
Funktionen unserer Berührungstransformationsgruppe @ einer gewissen 
dreigliedrigen homogenen Funktionengruppe angehören; sie bilden näm- 
lich den Inbegriff aller Funktionen erster Ordnung dieser Funktionen- 
gruppe. 

Denken wir uns jetzt diese dreigliedrige homogene Funktionen- 
gruppe auf ihre kanonische Form gebracht, so sind nur zwei Fälle 
denkbar: entweder hat die kanonische Form die Gestalt: X,, X,, P, 
oder die Gestalt: X,, P,, P,. Von diesen beiden Fällen ist aber der 
erste ausgeschlossen, denn sonst könnte man durch eine homogene 
Berührungstransformation: 


=X, = X,, »p,=P: p—=P;, 
erreichen, daß alle charakteristischen Funktionen von @ in der Form: 
PR (X, 9) 
enthalten wären, daß also ( aus lauter Punkttransformationen bestände, 
während es doch irreduzibel sein soll. | 
88. Unsere Funktionengruppe besitzt somit die kanonische Form: 
X,, P,, P5; die charakteristischen Funktionen von @ lassen sich so- 
mit in der Form: 


H= PA (X, — 5) 


darstellen, oder nach Ausführung einer geeigneten [homogenen] Be- 
rührungstransformation: 

’ [4 (€ ’ 
er : »,=Pı 9%= 2 yuX,, w=X, 
in der Form: 


H=p,% (25 — 2) , 


worin schon liegt, daß die hier betrachteten Gruppen alle durch Be- 
rührungstransformationen mit einander ähnlich sind. 

89. Wir wollen uns gleich hier noch einmal ausdrücklich da- [118 
von überzeugen, daß unsere Gruppe (@ irreduzibel ist. 

Wäre sie reduzibel, so müßte es zwei von einander unabhängige 
Funktionen: 


j * p | A ’ p 
N, (2, Xp, 2), N, (zi, Tg, p) 
P3 P3 


geben, die in Involution lägen: 


(N,N,) =0 


464 XVII. Untersuch. über unendl. kontin. Gr. Leipz. Abh. 1895 
und die für jedes 7 Gleichungen von der Form: 
(HN,) = p,(N,, N;) R=1,2) 


erfüllten. Dann aber wäre: 


(2, N,) a Ya(N;; N,); 


; SON; 
(2, N,) a 0% u Yus(N}, N.) 


p1" r) _2m ON, _ Pi’ ON: _ 
(m N, er 2 0x IR 0x, ZINN 





und da N, und N, nicht beide von x, und x, frei sein können, so. 
käme: i 
i pP] : 
2 0 N, Ns); 
wır könnten also: 
p 
j 23 
setzen. Ferner müßte sein: 


Pr, N)=—-28, Ar =op(N,XN,)), 
also könnten wir N, =x, setzen; dann aber würde folgen: 
1 
(N, N,) . p, ’ 


also gleich einem nicht identisch verschwindenden Ausdruck, womit wir 
auf einen Widerspruch gestoßen sind. Unsere Gruppe @ ist also wirk- 
lich irreduzibel, | 

90. Kehren wir nunmehr zu den nicht homogenen Veränderlichen 
2, 2, y zurück, so sehen wir, daB die allgemeinste charakteristische 
Funktion unserer Gruppe @ jetzt die Form: 


besitzt, wo 2 eine willkürliche Funktion bezeichnet. Also: 


Satz 2. Enthält eine unendliche Gruppe von Berührungstrans- [119 
formationen der Ebene die folgenden charakteristischen Funktionen von 
nullter, erster und zweiter Stufe in den z, x, y: 


1l+---, +», y+---, 
+ :.:-, ur, ae 
dagegen keine charakteristische Funktion zweiter Stufe von der Form: 
2 jayten, 


so ist die Gruppe irreduzibel und kann durch eine Berührungstransfor- 
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mation der Ebene auf eine solche Form gebracht werden, daß ihre allge- 
meinste charakteristische Funktion die Form: 


W= 2x, y) 


besitzt, unter & eine willkürliche Funktion verstanden. 


8 6. 


91. Nunmehr bleiben uns nur noch alle die Gruppen zu bestim- 
men, deren charakteristische Funktionen die Form: 


| 1+--., 2+-.., y+, 
(d) +, %y-+*---, yY++--, 2—32y+::-, 
| ey +. E12. EHE 3) 


besitzen, während charakteristische Funktionen dritter oder höherer 
Stufe, in deren Gliedern niedrigster Stufe z wirklich vorkommt, nicht 
auftreten. 

Kombinieren wir irgend zwei charakteristische Funktionen (d) 
unserer Gruppe, etwa die beiden U und V von bezüglich m-ter und 
n-ter Stufe, so erhalten wir eine der Gruppe angehörige charakte- 
ristische Funktion {UV}, deren Glieder niedrigster Stufe sich aus den 
Gliedern niedrigster Stufe gewisser unter den Funktionen (d) linear ab- 
leiten lassen. Enthält nun die Entwickelung von {UV} wirklich Glieder 
(m +n — 2)-ter Stufe, so kommt unter diesen Gliedern augenschein- 
lich niemals eins von der Form: 2— 5xy vor. Diesen Umstand können 
wir benutzen, um eine wichtige Eigenschaft unserer Gruppe zu [120 
‚beweisen. 

Zur Abkürzung setzen wir: 


2, X=1:+:., Y=y+---, 
(e) X=r+--., XY=xy+---, P=y+---, 
| ey gyil.h (+&>2,, 
wo zum Beispiel X Y nicht als ein Produkt, sondern nur als ein Sym- 
bol aufzufassen ist; außerdem setzen wir: 
Z=2—-3ay+:::. 


Ferner wollen wir unter U,, V,, -.. immer solche charakteristische 
Funktionen unserer Gruppe verstehen, deren Reihenentwickelungen min- 
destens mit Gliedern %k-ter Stufe beginnen. Endlich wollen wir unter 
"U, V,,... solche charakteristische Funktionen k-ter Stufe verstehen, 
die die Form: 


besitzen. VE en > 
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92. Wir werden jetzt zeigen, daß sich die charakteristischen Funk- 
tionen (d) immer so wählen lassen, daß je zwei unter den Funktionen 
(d) und Z mit einander kombiniert immer eine charakteristische Funk- 
tion von der Form U liefern, also eine, die sich schon aus den Funk- 
tionen (e) linear ableiten läßt, ohne Zuhilfenahme der Funktion Z. 

In der Tat, es bestehen Relationen von der Form: 


{YZY=—-1Y+0Z+D,. 
IXZI 0,1. 717. 


führen wir ne Y-20Z als neues Y ein und: X — 2:Z als neues 
X, so wird einfach: | 
(f) (YZ}=-!Y+0U,, {XZI=-—-4X+V,. 


Da ferner: 


[YX\=1+-:- 


ist, so können wir hier die rechte Seite als neues N einführen und 
bekommen: 


(e) 5 (YX)=N. 


Nachdem wir die charakteristischen Funktionen (e) in dieser Weise [121 
gewählt haben, behaupten wir, daß jetzt wirklich zwei beliebige unter 
den charakteristischen Funktionen (e) und Z kombiniert stets eine von 
der Form:. 


eN+BßX+YyY+U, 


liefern. 

93. Für zwei solche unter den charakteristischen Funktionen (e) 
und Z, deren Stufensumme > 4 ist, bedarf es gar keines besonderen 
Beweises; denn die liefern kombiniert eine Funktion von mindestens 
dritter Stufe. Wir brauchen also unsere Behauptung nur für je zwei 
solche charakteristische Funktionen zu beweisen, deren Stufensumme 
<4 ist. 

Zunächst ist von vornherein: 


yo AyxıL[, 
Bea 
IX, X)-2X24W, 


und: 


Di 2 27,20, 2°, Z, 


sind sämtlich von dritter oder höherer Stufe. Demnach ist ganz all- 
gemein: 


(h) (7,9,)=W,. 
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. Ferner ergibt sich aus der Form der Reihenentwickelungen (e) 
sofort, daß: 
(k) 0) -V,, (XU,}=W, 


ist. Dagegen wird zunächst: Ä 
ee A 
((rd7,)2}) + (10,2) 7} + [(zr)d,)=0 
liefert aber bei Berücksichtigung von (f), (k) und (h): 
HK HH MH HIT 0, 


also ist v— 0. In derselben Weise läßt sich [XT,} behandeln. Wir 
können somit die eben gewonnenen Ergebnisse mit den Formeln (f) 
in die allgemeine Gleichung: | 
Ü) [UP,)=W, 
zusammenfassen. | 

Die Identität: [122 


irxzzl4{ixzyrl4 (jzriz)-o 


liefert wegen: | YX)} = N und wegen der Gleichungen (f) und (1) sofort: 
ı NZ) ne nn Q;, 


es ist also überhaupt: & | 
ZU =V, (k=0,1,2,...). 
Ferner ist offenbar: 
NO =; 
dagegen wird zunächst: En 
aber die Identität: | 


rxyo)+{ixuyr)+{(grx}=0 


zeigt wegen: 


(XU,} =, (r,Y} -W,, 
daß A=0 ist. Ebenso liefert die Identität: 
IX) + X) NH, rX}=0 
bei Berücksichtigung von (g) eine Gleichung von der Form: 
{INU,\=V,. 
Endlich bilden wir noch die Identität: 


({NZIr) + {ZI N)+{irN)z)=0 
30* 
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und erkennen aus ihr, daß auch: 


ist; ebenso wird natürlich auch: 
INX} Sn : 
so daß nunmehr ganz allgemein die Gleichung: 
| U, V,} = me 


gilt, wo U, und V, irgend zwei unter den charakteristischen Funk- 
tionen Z und (e) bedeuten, während W,,,_s eine charakteristische 
Funktion ist, die ohne Zuhilfenahme von Z aus den Funktionen (e) 
allein linear ableitbar ist. 


94. Wir können hieraus schließen, daß die erste derivierte [123 
Gruppe unserer unendlichen Gruppe (d) zwar alle die charakteristischen 
Funktionen (e) enthält, nicht aber eine charakteristische Funktion von 
der Form Z und also überhaupt keine charakteristische Funktion, deren 
Glieder niedrigster Stufe z wirklich enthalten. Diese erste derivierte 
Gruppe gehört demnach unter den im vorigen Paragraphen erledigten 
Fall und kann durch eine Berührungstransformation der Ebene auf eine 
solche Form gebracht werden, daß ihre allgemeinste charakteristische 
Funktion die Form: Wa, y) 


erhält, unter W eine willkürliche Funktion von x und y allein ver- 
standen. Es bleibt uns daher nur noch, die Form zu bestimmen, die 
unsere Gruppe in den neuen Veränderlichen erhält. 

Zu diesem Zwecke schreiben wir die unendliche Gruppe W(x, y) 
wieder in homogener Form, wodurch ihre allgemeine charakteristische 
Funktion die Form: | 


12 9 W (x, — A) 


annimmt, und wir müssen nun entsprechend der charakteristischen 
Bas Z eine charakteristische Funktion: 


U—pf (tu 20 — 3%) 


bestimmen, die so beschaffen ist, daß für jedes 7 eine Relation von 
der Form: 


(HU)-»p, ae — a 


besteht. Dabei dürfen wir natürlich zu U jede beliebige Funktion von 
der Form H addieren. 
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Zunächst ist: 





SU 
(Ps, U) Fr dx, = Ps V, (a zn A), 
also wird: 


wo W ohne weiteres gleich Null gesetzt werden kann. Ferner muß 
werden: U. aV. 


RAN AFER yo a 2\ 
BO) hl, 2), 


also ist V,=0, und V, und somit auch U von z, frei. Endlich [124 


muß werden: 


oU 


p, O)- 9; mp Vi (- =) = pP; (2, — 


also ist V, = 0 und somit V, eine bloße Konstante. 
Die charakteristische Funktion U kann somit in der Form: x,p, 
angenommen werden, und wirklich wird jetzt: 


(233, H) a Wo, = z Be 5 Tan 
Pr 


Kehren wir daher zu den nichthomogenen Veränderlichen z, 2, y zu- 
rück, so sehen wir, daß zu den charakteristischen Funktionen W (x, y) 
noch die Funktion z hinzukommt, und daß die allgemeine charakte- 
ristische Funktion unserer Gruppe in den neuen Veränderlichen die Form: 


a2 + Wie, y) 
erhält. Diese Gruppe ist natürlich irreduzibel, da sie eine irreduzible 
unendliche Untergruppe enthält. 
95. Demnach haben wir den 


Satz 3. Enthält eine unendliche Gruppe von Berührungstransforma- 
‚tionen der Ebene die folgenden charakteristischen Funktionen von nullter 
erster und zweiter Stufe in den z, x, y: 


1l+---, Bee, y+:--, 2-32 Yy+::-, 
+ ..:, a yYtes-, 
dagegen keine charakteristische Funktion dritter Stufe, ın deren Gliedern 
dritter Stufe z wirklich vorkommt, so ist die Gruppe irreduzibel und kann 
durch eine Berührungstransformation der Ebene auf eine solche Form ge- 
bracht werden, daß ihre allgemeine charakteristische Funktion die Form: 
az + W(x,y) 


besitzt, wo a eine willkürliche Konstante und W eine willkürliche Funk- 
tion bedeutet. 
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SET [125 
96. Wir fassen schließlich die Ergebnisse der $$ 1—6 noch ein- 


mal zusammen: 


Theorem. Soll eine unendliche kontinuierliche Gruppe von Berüh- 
rungstransformationen der Ebene z, x irreduzibel sein, so ist notwendig 
und hinreichend, daß sie in der Umgebung eines Wertsystems von allge- 
meiner Lage, etwa in der Umgebung des Wertsysiems: 2 = —=y=0 
charakteristische Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe von der fol- 
genden Form: 

1l+---, CH+., Y+t''', 
X. +..., 2y+°., a ne 


enthält, und zwar ist die Gruppe entweder die unendliche Gruppe aller 
Berührungstransformationen der Ebene, oder sie ist durch eine Berüh- 
rungstransformation der Ebene ähnlich mit einer unendlichen Gruppe, 
deren charakteristische Funktionen eine der beiden Formen: 


28, Y) 
cz + 2(x,y) 


besitzen, wo & eine willkürliche Funktion seiner Argumente und c eine 
willkürliche Konstante bedeutet. 


Es gibt demnach in der Ebene überhaupt nur sechs. irreduzible 
kontinuierliche Gruppen von Berührungstransformationen, drei endliche 
und drei unendliche. Faßt man diese Gruppen als Gruppen von Punkt- 
transformationen des R, auf, so gibt es unter ihnen nur zwei, die pri- 
mitiv sind, nämlich die unendliche Gruppe aller Berührungstransforma- 
tionen und die zehngliedrige irreduzibele endliche Gruppe. Die beiden 
unendlichen Gruppen: 2(x, y) und: cz-+ &(x,y) lassen nämlich, als 
Gruppen des Raumes z, x, y aufgefaßt, das simultane System: de = dy= 0 
invariant und sind daher imprimitiv. 


und: 


Kapitel IV. [126 


Bestimmung einer Klasse von irreduzibeln unendlichen 
kontinuierlichen Berührungstransformationsgruppen des R,„,;+- 


9%. In Kapitel 25 von Trfsgr. II sind alle endlichen kontinuier- 
lichen Berührungstransformationsgruppen des R,,, bestimmt, die einer 
gewissen Klasse angehören. Jetzt suchen wir auch alle unendlichen 
kontinuierlichen Gruppen, die dieser Klasse angehören. 

Benutzen wir, wie damals, die Größen 2, ©, ..., &,, Yır :» Y, als 


Koordinaten der Elemente des R,,,: 2, &,, . . ., &,, so erscheint die Be- 
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dingung für das Vereinigtliegen zweier unendlich benachbarter Ele- 


dz — > y,dx, — 0, 
ER 


und die betreffende Klasse von Berührungstransformationsgruppen des 


mente in der Form: 


R,;ı läßt sich nun folgendermaßen definieren: 
Sie besteht aus allen den Berührungstransformationsgruppen des 
R,,,, die als Gruppen von Punkttransformationen des R,„,1: 2, %, 


.%» Yır = > 9, 50 beschaffen sind, daß bei Festhaltung eines Punktes: 
2°, 2°, y® von allgemeiner Lage die oo?"=! durch diesen Punkt gehen- 
den Linienelemente: dz: dx,: dy,, die der Gleichung: 


de — Drynda, — 0 
| 


genügen, in möglichst allgemeiner Weise transformiert werden. 


Sn 


98. Wie in den Trfsgr. II, S. 462 denken wir uns das Wertsystem 
2°, 2°, y° durch eine Berührungstransformation des R,,, in das Wert- 
system: z=x,=y,= 0 übergeführt. Dann zeigen die damaligen Be- 
trachtungen, daß jede Berührungstransformationsgruppe @ von der ver- 
langten Beschaffenheit in der Umgebung des Wertsystems: 2=2,=y,— (0) 
die nachstehenden charakteristischen Funktionen enthält: 


Erstens gewisse von nullter und erster Stufe von der Form: [127 
(A) 1+---,,;, 2,+::-.,, +: Be 


zweitens entweder n(2n +1) oder n(2n +1) -+ 1 charakteristische 
Funktionen zweiter Stufe, aus denen sich keine Funktion dritter oder 
höherer Stufe linear ableiten läßt, und zwar haben diese charakteristi- 
schen Funktionen im ersten Falle die Form: 


(B) IX, an LU, De YuYı je DET, 


wozu im zweiten Falle noch eine von der Gestalt: 


N 


(©) ne 


1 
kommt. | 


Es fragt sich nun, was für charakteristische Funktionen dritter 
und höherer Stufe eine unendliche Berührungstransformationsgruppe 
G von dieser Beschaffenheit enthalten kann. 
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82: 

99, Wir benutzen zunächst bloß den Umstand, daß @ immer 
n(2n + 1) Funktionen zweiter Stufe von der Form (B) enthält, und 
wollen zusehen, was sich aus diesem Umstande für Schlüsse über 
unsere Gruppe (7 ziehen lassen. 

G enthalte eine charakteristische Funktion m-ter Stufe (m > 2), 
deren Glieder m-ter Stufe von 2 frei sind. Dann hat diese charakte- 
ristische Funktion die Form: 


U- 9%, Dur Yu I 


wo @, eine ganze homogene Funktion m-ten Grades bedeutet, und wo 
die weggelassenen Glieder von (m + 1)-ter und höherer Stufe sind. 

Ist p,, nicht schon von allen x frei, so kombinieren wir U mit 
den charakteristischen Funktionen: 


ne a VL, 


mit jeder eine geeignete Anzahl von Malen, und bekommen schließ- 
lich eine Funktion m-ter Stufe von der Form U, in der aber p, von 
%y ++, %, frei ist. Diese neue Funktion U kombinieren wir mit den 
Funktionen: 


ER ee Was RES ee 


mit jeder eine geeignete Anzahl von Malen, und finden auf diese [128 
Weise zuletzt eine unserer Gruppe angehörige Funktion von der Form: 


V == Ur — Sue 
Aus dieser endlich können wir durch Kombination mit 
Tr ee Velen) 
eine charakteristische Funktion von der Form: 
u l y 7 
W=alt...aunyn...ya+--- 


ableiten, in der u, ..., &,, %1, ...,v, beliebige ganze Zahlen > O sind, 
deren Summe den Wert m besitzt. 

Ist m > 3, so finden wir, indem wir V (m — 3)-mal mit: 2, +--- 
kombinieren, die charakteristische Funktion: 


mit der nach dem eben Gesagten zugleich auch die Funktion: 
ut 


auftritt. Kombinieren wir aber: y? + -.. eine genügende Anzahl von 
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Malen mit: x&,y? +, so erhalten wir schließlich überhaupt für jedes 
m> 2 eine charakteristische Funktion von der Form: y ++». 
100. Demnach können wir sagen: 
Enthält eine Berührungstransformationsgruppe des R,,,: 2, %,..,® 
charakteristische Funktionen von der Form: 
l-+---, a Yraı 
En U Ra W»=1...,n) 


} 


und enthält sie außerdem auch nur eine charakteristische Funktion von 
dritter oder höherer Stufe, deren Glieder niedrigster Stufe von 2 frei sind, 
so ist sie unendlich und enthält, wenn unter wu, ..:, Uns Yıy +», v„ be- 
liebige positive ganze Zahlen mit Einschluß der Null verstanden werden, 
stets eine charakteristische Funktion von der Form: 


u „u v v 
EN ae 


wo die Stufenzahl der weggelassenen Glieder größer ist als: u, +: +u,-+ 
u a AT 
8:8: [129 


101. Betrachten wir jetzt den Fall, daß @ eine charakteristische 
Funktion dritter oder höherer Stufe enthält, in deren Gliedern niedrigster 
Stufe z vorkommt. | 

Eine solche charakteristische Funktion wird die Form haben: 


ı 
UN 9 en are en ch ii 
0 


wo @,_,; eine ganze homogene Funktion (m — 2?)-ten Grades bedeutet, 
und wo fenerm >2, O<I!<E($m)und g„_g3, + 0 ist, während die 
weggelassenen Glieder von (m + 1)-ter oder höherer Stufe sind. Ist 
nun @„_s, Keine bloße Konstante, so ist unter den 2» Funktionen 
(m — 1)-ter Stufe: 
i—1 2 
Yu Er U} - 2: dun-2:-1(%, y) + rau u, 


v 


ri 
. i 2 
ur, U} = mn Yy) 2 ae 


mindestens eine vorhanden, in deren Gliedern (m — 1)-ter Stufe der 
Faktor von z’ nicht verschwindet. Wir können daher, indem wir mit 
gewissen unter den Funktionen: y, +++‘, 2,+:- eine geeignete An- 
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zahl von Malen — im ganzen (m — 2l)-mal — kombinieren, schließ- 
lich eine charakteristische Funktion 2I-ter Stufe von der Form: 
0221 


> Wa 


ableiten, die unserer Gruppe angehört. Sollte hier noch !>1 sein, so 
würden wir durch (? — 1)-malige Kombination mit: 1+--- eine Funk- 
tion zweiter Stufe von der Form: 


DT ee 
bekommen. my) + 


102. Demnach kann der hier betrachtete Fall überhaupt nicht 
eintreten, wenn @ die charakteristische Funktion: 2—- 322, y,+:'-- 
nicht enthält, und indem wir dieses Ergebnis mit dem des vorigen 
Paragraphen verbinden, erhalten wir den | 


Satz 1. Enthält eine Berührungstransformationsgruppe des R,,, [130 
die folgenden charakteristischen Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe: 
l+---, > Fe vr, N u, N 

(w,r=1,...,n), 


dagegen keine charakteristische Funktion zweiter Stufe von der Form: 
een 3 
4 S2u, +, 


so enthält sie niemals eine charakteristische Funktion dritter oder höherer 
Stufe, in deren Gliedern niedrigster Stufe z wirklich vorkommt. Enthält 
die Gruppe auch nur eine charakteristische Funktion dritter oder höherer 
Stufe, so ist sie unendlich und ihre charakteristischen Funktionen haben 


die Form: 
" u Hr v 
e. A ey! Ber 


WO Us =... Bis Yıy +, U. beliebige positive [ganze] Zahlen mit Ein- 
schluß der Null bedeuten, und wo die Stufenzahl der weggelassenen 
(Glieder größer ist als die Summe dieser 2n Zahlen. 


S 4. 
103. Wir brauchen nunmehr bloß noch die Gruppen zu berück- 


sichtigen, die folgende charakteristische Funktionen nullter, erster und 
zweiter Stufe enthalten: 


l+..,. 2, +0, ut 
* 


(D) | 2-1 Nat, 





\ 2%, tr, 2 Yy, rt u, N Pa nk Wreh..,n). 
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Enthält eine solche Gruppe keine charakteristische Funktion dritter 
oder höherer Stufe, in deren Gliedern niedrigster Stufe z wirklich vor- 
kommt, so sind wir fertig, denn dann enthält die Gruppe entweder 
überhaupt keine charakteristische Funktion dritter oder höherer Stufe 
und: ist also endlich, oder ihre charakteristischen Funktionen [131 
dritter oder höherer Stufe haben sämtlich die Form: 


(E) m. eye etre, 


WO Myyeoey Up Pyy o., v„ beliebige positive ganze Zahlen, mit Ein- 
schluß der Null, bedeuten, deren Summe >2 ist. 

Demnach bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, daß unsere 
Gruppe @ außer den Funktionen. (D) noch mindestens eine Funktion 
m-ter Stufe (m > 2) enthält, deren Glieder m-ter Stufe nicht von z 
frei sind. 

Eine solche Funktion m-ter Stufe hat nach 8.129 [hier S. 473] 
die Form: 


il 
U=->9..:&: Im Yıy+ +, y)&®-+ u, 


wo0 <I!<E(}m) und @,_s, + 0 ist, und wo die weggelassenen Glie- 
der von (m + 1)-ter oder höherer Stufe sind. 

104. Ist @,_s, eine bloße Konstante, so können wir 9,_,=1 
setzen. Da nun m>2 ist, so muß in diesem Falle 7Z2 sein, und wir 
erhalten durch (l — 2)-malige Kombination mit: 1+--- eine charak- 
teristische Funktion vierter Stufe von der Form: 


„=, yatrRt 
Jetzt wird aber: 


2 o8 
te, Nu W+zErH+ 





09, 
[2,+.., MM = W- a en 


und, da die 2n Ausdrücke: 








O9: ÖPs IR i 
dx,’ au, 729 W=1,...,n) 
nicht alle verschwinden können, so haben wir hiermit eine unserer 
Gruppe angehörige Funktion dritter Stufe gefunden, deren Glieder 
dritter Stufe z wirklich enthalten. 


105. Ist andererseits @ ,_s, Keine bloße Konstante, so können 
wir nach Anleitung von S. 129 [hier S.473] durch Kombination mit: 
y,+::- und @,+:-:-- aus U eine Funktion von derselben Form ab- 
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leiten, in der @,,_s,; eine nicht verschwindende lineare homogene Funk- 
tion der &,, y, ist, und durch (2 — 1)-malige Kombination mit: 1+--- 
bekommen wir dann ebenfalls eine charakteristische Funktion dritter [132 
Stufe von der vorhin besprochenen Form. 

Demnach enthält @ unter den gemachten Voraussetzungen immer 
eine charakteristische Funktion dritter Stufe von der Form: 


Wr P5(%ı,- Km Yo Y,) % 9,8, y)2+ Be 


in der die lineare homogene Funktion 9, nicht identisch verschwindet. 





Nun ist: 
09, 
+, Wi=bsle, y) + 2y, Fe 
; öy, 
+. Wen W232, 7et 
und für u=»v: 


dg, a 
YuYı ar Ba, w) = o;(t, Y) 7 (Y. DE az Y, ze) 7 + EI, 


also enthält unsere Gruppe überhaupt 2» charakteristische Funktionen 
dritter Stufe von der Form: 


BD YTLE N Va 


Jetzt müssen wir zwischen zwei verschiedenen Fällen unterschei- 
den. Entweder nämlich enthält unsere Gruppe @ auch noch min- 
destens eine charakteristische Funktion dritter oder höherer Stufe, 
deren Glieder niedrigster Stufe von 2 frei sind, oder sie enthält keine 
solche Funktion. 

106. Im ersten Falle enthält @ nach $ 2 [5.472] bei beliebigen 


Werten der ganzen Zahlen w,,..., u,, Yı,..., v, stets eine Funktion 


von der Form: Ds f 
1 n { N . 
a See = are 


demnach können wir schließen, daß @ die 2n charakteristischen Funk- 
tionen dritter Stufe: p’(z, y)+--- und YP(x,y)+--- enthält und 
also auch die Funktionen: | 


| Bet, Werte. 
Ferner wird: 
un ee were, a4 }- 
1 In,pı a ET n6 
ui he de Yet N)4 


wo 9(2,y) eine ganz homogene Funktion von der Ordnung: (u, +»,)+ 1 


Kap. IV; $ 4; Nr. 105—107. Die char. Fkt. höh. St. 4717 


ist. Folglich enthält unsere Gruppe bei beliebiger Wahl der u, [133 
und v, stets eine charakteristische Funktion von der Form: 


De u ER u 


Kombinieren wir aber diese Funktion mit: x&,2-+---, so ergibt sich, 
daß auch stets eine Funktion von der Form: 


a V 
ı a0: Be a a ae 


vorhanden ist, und, indem wir dieses Verfahren fortsetzen, gelangen wir 
schließlich zu einer charakteristischen Funktion von der Form: 

ee A Y.- & ke + ..., 
in der u,..., Uy> rs, 9, 0 ganz beliebige positive ganze Zahlen 
.mit Einschluß der Null bedeuten. 


10%. Damit ist dieser Fall offenbar erledigt, denn es hat sich 
gezeigt, daß bei ihm alle Formen von charakterischen Funktionen, die 
überhaupt denkbar sind, auftreten. Es bleibt also nur noch der Fall 
zu behandeln, daß G 2n charakteristische Funktionen dritter Stufe von 
der Form: 


PEN et, Way) tNEet eben 


enthält, aber keine charakteristische Funktion dritter oder höherer Stufe, 
deren Glieder niedrigster Stufe von 2 frei sind. 
In diesem Falle ergibt sich zunächst: 


7) (V) 
Et + 





Hier müssen rechts die Glieder dritter Stufe identisch verschwinden, 
da ( keine charakteristische Funktion von dieser Form enthalten kann, 


also wird: PR | 
25 + 22,—=0 (mr en) 

OYu 

und somit: | 


N 


a: af 
pP) ee, > r LYr = 9; (21, a, I): 
ze 
Andererseits aber finden wir: 





n = | 
R| | dp dp 
| Sa 77 File ii Pe rnet u —_ (=, DR, Ka? 2) Be 
Erz 2 


| 


woraus sofort folgt: [134 


De 


“= an 
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und da ®, eine ganze homogene Funktion dritten Grades sein muß, 
so ist das nur möglich, wenn o, verschwindet. 
Demnach enthält unsere Gruppe die n charakteristischen Funk- 


tionen dritter Stufe: 
T, E m >: 2.) a | nn 


1 


und, wie man durch Kombination mit: y7 + - - : erkennt, auch noch die 


n folgenden: i 
: al 
(e-: 3 2.0) + °:: r=1,..,n), 


1 


sonst aber augenscheinlich keine weiter von dritter Stufe. Zugleich 
ergibt sich, daß G auch noch die Funktion vierter Stufe: 


02 138,4) + A = 
| 13 
enthält. u Tu3 4) + 


108. Käme in @ noch eine andere Funktion vierter Stufe vor, 
so könnten wir annehmen, daß sie die Form hätte: 


U= put, y) us p2 (X, y) 2 me, 


wo die ganze homogene Funktion zweiten Grades g, nicht identisch 
verschwände. Durch Kombination mit: Y-**-@=1,...,n) Könnten wir 
hier erreichen, daß 9, von &, ..., %, frei würde, und durch Kombi- 
nation mit: y, 2,t'°" u=2...,n) kömmten wir auch y,,. .,y, förtschaffen, 
so daß U schließlich die Form: 


U=9,ay)+yie+- 


erhielte.e Nunmehr aber ergäbe sich: 


en 3Yp 
wg en 


OL, 


rn rat 


also würde folgen: 


N 


094 9 2 
ox, > 0, ey, EA YıRT, et »Yı > N LI Yu» [135 
1 


Gleichungen, die offenbar nicht mit einander verträglich sind; also kann 
(@ keine Funktion vierter Stufe enthalten, außer der einen, die wir 
schon kennen. 
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109. Jetzt müssen wir noch feststellen, ob @ etwa. charakte- 
ristische Funktionen fünfter oder höherer Stufe enthalten kann. 

Enthielte es eine Funktion fünfter Stufe, so hätte die notwendig 
die Form: 

p5(%, y) nr p;(, y)2 EB p(, y)2? TER 

wo g, und g, nicht beide identisch verschwinden. Wäre nun 9, =®, 
so bekämen wir durch Kombination mit: 1 + --- sofort eine gharakte- 
ristische Funktion dritter Stufe: @,(&, y) +, die nicht vorkommen 
kann, also ist 9, +0. Wir können daher annehmen, daß @, etwa 
mindestens eine der beiden Veränderlichen: x, und y, enthält, und finden 
so, entweder durch Kombination mit: y, + ---, oder durch Kombination 
mit: &,y,+:;- eine Funktion von der Form: 


Verst Wetrnertee- 
Durch Kombination mit: 1 + -- ergibt sich jetzt die Funktion dritter 
Stufe: 
h B(X,y) 24,24, 


n 


b; (x, Y) ae v2“ Yu 


1 


also muß: 


sein. Jetzt aber wird: 
[2,+:-, M=nle y) + Du LY,E + IY,2 — 2—22,y2+::-, 
1 


und diese Funktion müßte die Form: 
(2 ER 129,1 we 


haben, was nicht der Fall ist. 

Also kommen wir auf einen Widerspruch und erkennen, daß @ 
überhaupt keine Funktion fünfter Stufe enthält. Damit ist aber auch 
das Auftreten von Funktionen sechster und höherer Stufe ausgeschlossen. 
Kurz, unsere Gruppe ist endlich und enthält nur die schon bekannten 
charakteristischen Funktionen. 

110. Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, [136 
so erhalten wir den 

Satz 2. Enthält eine Berührungstransformationsgruppe des R,,, 
die charakteristischen Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe: 


ß 1l+:--, Luna, Ve, 


N 


: (D) ; 4 Dayt-, 


1 





\ RD ER Fe 0 Bike wi w„‚r=1l,. .,n) 
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und enthält sie außerdem noch charakteristische Funktionen höherer Stufe, 
so sind nur drei Fälle möglich: 

Entweder erstens enthält sie, wenn unter: U, :-:, Hy; Yıy--, Yu, © 
beliebige positive ganze Zahlen mit Einschluß der Null verstanden 
werden, stets eine charakteristische Funktion vom der Form: 


4 u 


| Yn20 
N a a en, 


® 

oder sie enthält zweitens, wenn: U,..-, U,» Yı,-- -, v„ die eben an- 
gegebene Bedeutung haben, stets eine charakteristische Funktion von der 
Form: x 

ee u 

dagegen keine charakteristische Funktion dritter oder höherer Stufe, in 
deren, Gliedern niedrigster Stufe z würklich vorkommt, 

oder sie ist drittens endlich und enthält außer den Funktionen (D) 
nur noch die folgenden Funktionen dritter und vierter Stufe: 


f n n 
T, (: Er 1 Di 2.) ar 9: ( x 1 Di 2) me 
1 


N 1 


(E) i er 





S5. | [137 

111. Wir kennen nunmehr in jedem der beiden auf 8. 127 [hier 

S. 471] unterschiedenen Fälle die Anfangsglieder für die Reihenent- 

wickelungen der auftretenden charakteristischen Funktionen dritter und 

höherer Stufe Es bleibt uns daher nur noch übrig, die betreffenden 

Gruppen zu bestimmen und auf einfache Normalformen zurückzuführen. 

Wir beginnen mit der Bestimmung aller Gruppen, deren charak- 
teristische Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe die Form: 


1+---, Zen en 
Lu, tr ee Zu, t ee, Yulet: a 


haben, und die überhaupt stets eine charakteristische Funktion von 
der Form: : no 3 

a a FR 
enthalten, welche positiven ganzen Zahlen mit Einschluß der Null auch 
Uiy-oey Up Yyy---, Y„ Sein mögen, während niemals eine charakte- 
ristische Funktion auftritt, deren Glieder niedrigster Stufe z wirklich 
enthalten. 


Kap. IV; 84,5; Nr. 110—113. Die Defingl. der Gr. 481 


112. Wir suchen zunächst über die Form der Definitionsglei- 
chungen dieser Gruppen einigen Aufschluß zu gewinnen. 

Diese Definitionsgleichungen behandeln wir ähnlich wie auf S.113 
[hier S. 459£.]. Wir fassen jede Differentiation nach einer der Veränder- 
lichen 2,,..., 2,» Yı>---, 9%, as eine Differentiation erster Stufe auf, 
jede Differentiation nach z dagegen als eine Differentiation zweiter 


Stufe, so daß also: 
gattuntrnttmtey 


da. an... dymoz? 





als ein Differentialquotient von der Stufe: Z(u,+ v,) + 20 gerechnet 
wird. 

Die Definitionsgleichungen einer Berührungstransformationsgruppe 
werden nun die allgemeinste charakteristische Funktion W° dieser 
Gruppe definieren, und zwar werden sie linear und homogen sein in 
W und den Differentialquotienten von W. Eine Gleichung nullter 
Stufe kann es unter ihnen nicht geben, wir können sie uns daher immer 
auf eine solche Form gebracht denken, daß wir fürk=1,2,... jedes- 
mal gerade m, Differentialgleichungen %-ter Stufe haben, die nach m, 
Differentialquotienten k-ter Stufe von W aufgelöst sind. Dabei wird 
es überdies eine endliche positive ganze Zahl s von solcher Be- [138 
schaffenheit geben, daß alle Definitionsgleichungen (s + 1)-ter und 
höherer Stufe aus denen erster bis s-ter Stufe durch Differentiation 
abgeleitet werden können. 


113. Um nun über die Form der Definitionsgleichungen einer 
Gruppe @ von der hier gesuchten Beschaffenheit ins klare zu kommen, 
schreiben wir uns die allgemeinste charakteristische Funktion W von 
G auf, indem wir die Glieder bis zur zweiten Stufe mitnehmen. 
Dann wird: 


n 1%. 
W=A4 E + 2: (2, + ßy)+e2 + > (0,2%, + Bay + 2 |+ 
1 ik 
n 1...n ] 
== A, EB + 9,2 2 (0,,%;%, 4 O:2%:Yr + u) + 
n 1..n i £ 
2 B, B am T,? +2 (6,,%;%; =E RAN air = = 
ik 


+2 FA 2,2,+B uv 2y,+ 0,4) er 


wo die ee Buchstaben willkürliche Konstanten bedeuten, wäh- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 3l 
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rend die griechischen Buchstaben Koeffizienten sind, die bestimmte 
Zahlenwerte haben. 

Wird jetzt die Substitution: 2= @,—= y,—= 0 durch eine angehängte 
Null angedeutet, so ergeben sich die Gleichungen: 


A (At (an Ahr Be 





),- 4:4 (4,8,+B,a,), 


und außerdem noch für die übrigen Differentialquotienten zweiter Stufe: 


0W 0W GW 
6 Lu — (z Lu 0 Eh ah 
gewisse Gleichungen, die offenbar nach den willkürlichen Konstanten 
Aus Bars ©, auflösbar sind. 
Demnach besteht für: z=2,=y,=0 zwischen W und dessen Diffe- 
rentialquotienten erster und zweiter Stufe eine und nur eine Relation, 


die von willkürlichen Konstanten frei ist, nämlich diese: 


-- Donraan]emı+ I. GE) tr 


ey, 


und da: z2=x,=y,=0 ein Wertsystem von allgemeiner Lage ist, [139 
so können wir hieraus schließen, daß es unter den Definitionsgleichungen 
von @ keine von erster Stufe gibt und nur eine von zweiter Stufe, und 
daß diese die Form: 


(P) 0 . 0 ) 


= 9, HaW+ 2, (1. tm er: 
besitzt, wo @, x,, ®, gewisse Funktionen von 2, 2%, ,..., 23 Yı> ++, Y, Sind, 
die sich für: z2=2,=y,= regulär verhalten. 

114. Differentiieren wir die Gleichung (F) nach den 2,x,,y,, so 
bekommen wir für <=3,4,... jedesmal eine gewisse Anzahl Diffe- 
rentialgleichungen x-ter Stufe, die augenscheinlich aussagen, daB in jeder 
Funktion W von x-ter Stufe, die ihnen genügt, die Glieder x-ter Stufe 
von 2 frei sind. Da nun aber G@, wie wir wissen, nur solche charakte- 
ristische Funktionen x-ter Stufe enthält, deren Glieder niearigster Stufe 
von 2 frei sind, und da die Zahl der in @ enthaltenen Funktionen 
x-ter Stufe, aus denen sich keine Funktion (« + 1)-ter oder höherer 
Stufe linear ableiten läßt, so groß ist, wie nur überhaupt möglich, so 
ist klar, daß zu der Differentialgleichung (F) und zu den aus ihr durch 
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Differentiation entstehenden Gleichungen keine weiteren Definitions- 
gleichungen hinzukommen können. Die Gruppe G ist mithin schon 
durch die Differentialgleichung (F) vollkommen definiert. 


115. Um die Form der Gleichung (F) näher zu bestimmen, führen 
wir an Stelle von z,x,,y, die homogenen Elementkoordinaten: |, 
%,+1 Pl ---»2n;+ı ein, indem wir setzen: 

»Dy 


Wel,...,n). 
BE 





’ 4 
2= %I,+1 ı,—=4,, N 


Die allgemeine charakteristische Funktion unserer Gruppe bekommt in 
diesen Veränderlichen die Form: 


een 
Pr+ı BR I Pn+1 
und genügt daher erstens der Homogeneitätsbedingung: [140 
n—+1 yH 
(6) ‚Pag H 


und außerdem noch einer Differentialgleichung, die der Gleichung (F) 
entsprieht und die infolgedessen die Form: 


Pk}: +3 (1,25 PEA — 410, 
besitzt. 


Wir können daher auch sagen, daß die allgemeinste charakteristische 
Funktion H unserer Gruppe durch eine gewisse lineare homogene par- 
tielle Differentialgleichung von der Form: 

n+1 
(H) Don) a + 8.) un 0 
1 & 
zusammen mit der Homogeneitätsbedingung (G@’) definiert wird; die ®, 
und %. können hier immer so angenommen werden, daß sie in I 
onopen von nullter Ordnung sind 
Sind ‚jetzt H,,..., H,,,ı irgend 2 +1 hektenskache Funk- 
tionen unserer Gruppe, die als Funktionen der x’, p’ von einander un- 
abhängig sind?), so läßt sich die allgemeinste charakteristische Funktion 
von @ in der Form: 2 er 
1 zn 
H= Hy: (3, u) 

1) Daß es immer 2» + 1 solche charakteristische Funktionen der Gruppe 
gibt, ist klar; denn aus 2» + 1 unabhängigen Lösungen von (H) kann man wegen 
der Beschaffenheit der 8, und #, immer 2»-+ 1 solche unabhängige Lösungen 
von (H) ableiten, die 1: Heichung (G’) genügen, , und das sind dann charakte- 
ristische Funktionen unserer PIEDR- @. 





31? 
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darstellen, wo 2 eine willkürliche Funktion seiner Argumente ist. Da 
überdies jedes (4,H,) wieder eine charakteristische Funktion von @ ist 
und sich also durch H,,..., H,,;ı allein ausdrücken läßt, so ist klar, 
daß H,,..., Ay, eine (2n + 1)-gliedrige homogene Funktionengruppe 
bestimmen, deren homogene Funktionen erster Ordnung eben die cha- 


rakteristischen Funktionen der Transformationsgruppe @ sind. 


116. Die eben besprochene homogene Funktionengruppe läßt sich 
nun entweder auf die kanonische Form: 


Ne Ki A Ps: 
oder auf die kanonische Form: [141 


AD, as 


„pP 


N 


bringen. 

Der erste Fall ist jedoch hier ausgeschlossen. Träte er nämlich 
ein, so bestände für jede charakteristische Funktion ZH von @ eine 
Gleichung: Bro 


n+l1 


in den homogenen Veränderlichen x’, p’ geschrieben ließe daher @ die 
homogene Funktion nullter Ordnung: 
X 


[4 ' 
4 et Pı Pn ) 
1 (2 ae In+ly TA ERS u) N 
Ach ; Pa+ı’ Pn+1 


invariant. Hieraus aber würde folgen, daß @ geschrieben in den nicht 
homogenen Veränderlichen z2,x,,y, die Funktion: 





Nuss, 8, —WY, +9 9) 


invariant ließe, daß es also als Gruppe von Punkttransformationen des 


Ranzı: 2; %,, Y, Intransitiv wäre, was doch durch das Auftreten der 
charakteristischen Funktionen: 


a (W=1,...,n) 
ausgeschlossen ist. 
Demnach kommt nur die zweite kanonische Form unserer Funk- 
tionengruppe in Betracht, und da wir diese kanonische Form stets durch 
eine homogene Berührungstransformation in den x, p’ auf die Form: 


' ‚ ’ ‚ r 
Ip Un Pır Pas Pari 
bringen können, so sehen wir, daß die allgemeinste charakteristische 


Funktion von @ durch eine homogene Berührungstransformation in 
den x’, p' die Gestalt: 


H=-9,;, 8% (« ee 2) 


ee 


erhalten kann, wo & eine willkürliche Funktion seiner Argumente ist. 
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117. Bevor wir zu den nichthomogenen Veränderlichen zurück- 
kehren, wollen wir uns zum Überfluß noch unmittelbar davon über- 
zeugen, daß die gefundene Gruppe wirklich irreduzibel ist. 

Wäre sie reduzibel, so müßte es na + 1 von einander unabhängige 
homogene Funktionen nullter Ordnung: 

BL. Pe 
Paxı.  Doti 





‚ ’ 
N (ae 2 @=1,.35.2 33 


geben, die paarweise in Involution lägen und überdies so beschaffen [142 


wären, daß jedes (ZN,) sich durch N,,. 


ließe. Dann aber wäre: 


ON, 


., N„;ı allein ausdrücken 




















(Pu N PER we 9u(N,, 3 N,41) 
‚ ON; 
(P.4+1, 8) = FEAR alNe N+1); 
Pu‘, N.) = 2 Pu an, oo \ = Q N N 
FR : Pa+ı O%u Pn+r/) O&n+1 ji Pe +1) 
Mer. ns a bs el) 
Da nun N,,..., N,;ı offenbar nicht alle von &,..., Kur frei sein 


könnten, so ließe sich mindestens eine der n Größen: %2:P,., dureh 
N,,:::, N„;ı Allein ausdrücken; wir könnten also ebwe: N, =D:P,,, 
setzen. Nunmehr müßte sich ade. 


’ (4 
rn) u 5, veil,..,n 


% 


durch N,,..., N, ,, allein ausdrücken lassen; wir könnten also N,,..., N, ,ı 
der Reihe nach gleich &/,...,x, setzen. Damit würden wir aber auf 
einen Widerspruch stoßen, denn die n + 1 von einander unabhängigen 


Funktionen: 





Pn+1 


liegen augenscheinlich nicht paarweise in Involution. 
Die gefundene Gruppe ist also wirklich irreduzibel. 


118. Kehren wir.nunmehr zu den nichthomogenen Veränderlichen 
2, &%,, y, zurück, so erkennen wir sofort, daß die allgemeinste charak- 
teristische Funktion unserer Gruppe bei der oben erwähnten Berührungs- 
transformation die Form: 


Det) 


erhält, unter 2& eine willkürliche Funktion verstanden. Wir haben 
daher den Ge 


Satz 3. Enthält eine unendliche Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen des Raumes 2, &, -- in der Umgebung des Wertsystems 


2) I, 
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von allgemeiner Lage: z2=2,=y,—=) die folgenden charakteristischen 
Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe: 
1+--,, a, a [143 
| LT, au , I Y, g= = YıYı DE wv=1l..,n), 


dagegen keine charakteristische Funktion zweiter Stufe von der Form: 


n 


1 >; 
er SE a 


1 


so ist sie irreduzibel und kann durch eine Berührungstransformation des 
Raumes £, &, ..-, &, auf eine solche Form gebracht werden, daß ihre 
allgemeinste charakteristische Funktion die Gestalt: 

Als En Yır-- +3 Yu) 


besitzt, unter & eine willkürliche Funktion seiner Argumente verstanden. 


Die allgemeinste infinitesimale Berührungstransformation 2(x,y) der 
Gruppe hat augenscheinlich die Form: 


St) at 








oy, 0%, 92,0y; 02 


und transformiert also die Veränderlichen &,,..., 2,» Y,---, Y%, für sich. 
Demnach sind die in dem vorstehendem Satze besprochenen Gruppen 
als Gruppen von Punkttransformationen des R,,,,: 2, ®,, y, sämtlich 
imprimitiv. Ja sie sind sogar alle systatisch, denn jede infinitesimale 
Transformation von der Form Xf ist mit der infinitesimalen Trans- 
formation £f: cz vertauschbar. 


8 6. 


119. Die unendlichen Berührungstransformationsgruppen, deren 
charakteristische Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe die Form: 


l+-+--, rer Yo 


1 > 
ar 22,70 Fa na 


1 


FuRr an # Zur a YıYı „vr=l,...,n) 


besitzen, zerfallen in zwei Klassen. Eine Gruppe @ dieser Art [144 
enthält nämlich entweder eine charakteristische Funktion dritter oder 
höherer Stufe, in deren Gliedern niedrigster Stufe z wirklich vorkonmt, 
oder sie enthält keine derartige charakteristische Funktion. 


Kap. IV; $ 5, 6; Nr. 118—120. Bestimm. der Gr. 487 


“ Im ersten Falle enthält @ nach $ 4 [S. 479£.] stets eine charak- 


 teristische Funktion von der Form: 


| 
| 


N Re a 

welche positiven ganzen Zahlen, mit Einschluß der Null, auch u,,..., u,, 
Vjy..:,V„, 0 sein mögen. Demnach ist klar, daß unter den Definitions- 
gleichungen von @ niemals eine von s-ter Stufe vorkommen kann 
welche der Zahlen: 0, 1,2, ... man auch für s setzen mag. Die De- 
finitionsgleichungen von @ können daher nur die Form: O= 0 haben, 
das heißt, @ ist die unendliche Gruppe aller Berührungstransformationen 
des Raumes 2, %,, -- -, &- 


120. Im zweiten Falle enthält @ nach $ 4 [S. 479f.] außer den 
oben genannten charakteristischen Funktionen noch die folgenden: 


Mı u vı v 
U Ua ee, 


WO Uyy:.ylyy 913, v„ beliebige positive ganze Zahlen mit Einschluß 
der Null bedeuten, und wo Z(w,+»,)>2 ist. Dagegen enthält G 
sonst keine charakteristischen Funktionen weiter. 

Wir setzen zur Abkürzung: 


N=1+---, X, et t"s Im 
Z=2-4 Mayr, 
1 . 
X,X%,=2,2%, 4: X,7,=24u 4 re Kira En 


Mn), 


wo wiederum X, X,,X,Y,, Y,F, nicht als Produkte, sondern nur als 
Symbole anzusehen sind. 

Ferner wollen wir unter U,, V,, W,, ... stets eine solche charak- 
teristische Funktion unserer Gruppe verstehen, deren Reihenentwicklung 
mindestens mit Gliedern i-ter Stufe beginnt. 

Endlich wollen wir unter U,,V,,W,,... solche charakteristische 
Funktionen verstehen, deren Glieder nullter, erster und zweiter Stufe 
sich schon aus den Gliedern nullter, erster und zweiter Stufe von 
N, X, Yu, Xu X, X.Y,, Y.Y, linear ableiten lassen, also mit an- 
deren Worten charakteristische Funktionen von der Form: 


n 1101090172 [145 
aN + > (a, A a b, I, ne > (a, Y X, X, ni; b, v er I ar Cu» 2 2% % U; 
1003. uv 
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121. Wir werden jetzt zeigen, daß sich die charakteristischen 
Funktionen unserer Gruppe stets so wählen lassen, daß für je zwei be- 
liebige unter ihnen, etwa für U, und V,;, stets eine Relation von der 
Form: 


{ U; V,} = mi, 


besteht, daß man also durch Kombination von je zwei charakteristi- 
schen Funktionen der Gruppe stets eine charakteristische Funktion der 
Gruppe erhält, die sich schon aus allen den charakteristischen Funk- 
tionen der Gruppe linear ableiten lassen, die übrig ‚bleiben, wenn man 
Z ausschließt. 

Es bestehen Relationen von der Form: 


IX,2) = — IX, . &, A u 
I,Z})=-47,+8,2Z+7. 


Führen wir daher: X, — 2a,Z als neues X, ein und: Y — 2ß,Z als 
neues Y,, so erhalten |X,Z) und {Y„Z} die verlangte Form. Ferner ist: 


Ba nu 


Hier führen wır einfach die rechte Seite als neues N ein und erhalten 
die einfache Relation: 


(L) BIN EN. 


Damit sind, wie sich zeigen läßt, die charakteristischen Funktionen 
unserer Gruppe schon in der verlangten Weise gewählt. 


122. In der Tat, es ist zunächst immer dann: 


’ | ıU,V,) =M..» 
wenn i+k>35; denn für i+%k>4 ist schon i+k—2>2, und für 
i+k= 4 überzeugt man sich sofort, daß die Reihenentwickelung von 
ı U,V,}, die im allgemeinen mit Gliedern zweiter Stufe beginnt, unter 
ihren Gliedern zweiter Stufe niemals z enthält. Wir brauchen daher 
nur noch den Fall ©+-%<3 zu behandeln. 
Zunächst ist: 
(Y,9,} -/, +02. 


Bilden wir daher die Identität: [146 


[nRZUG}+ (ZU) Y)+loY)Z)-0 


und berücksichtigen wir, daß: 
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ist, so finden wir, daß o=0 ist. Es wird also: 


{Y,U,})=PV,, 


und natürlich ebenso: 


Wir bilden ferner die Identität: | 
11H%}2} + [27 Y 4 HZ} -0, 
die offenbar folgende Form annimmt: 
NZ - 3 +0,7}!+ GH t9,%})=0, 
und erkennen daraus, daß: 
INN 
ist. Ebenso geht aus der Identität: 
13%)9)+(1%,0)%}+[(7)x%}=0 


hervor, daß: 


ıNT,} -P, 


ist; denn erstens beginnt die Reihenentwicklung von {NU,} mit Glie- 
dern zweiter Stufe, zweitens aber ist nach dem Früheren: 


({X,Q,)} -U,, (d,, Y,} —-V,, 


und so weiter. 
Weiter bilden wir die Identität: 
{{NZ}U,} + [IZU NY + [(T,N)ZI=0, 


INUD,\=-U,+6Z 


und da: 


ist, während Relationen von der Form: 
IZU,)=P,;, (ZU,) = v, 


bestehen, so muß 6 = sein. 
Es ist: [147 


IX) =:,,N+1Z+ U; 
die Identität: 

1ZX,}2) + {1X%,2),} + ({Z7,)%,} = 0 
ergibt aber: 


ir, X,)Z} a2 [-4X, + Ü;, a ar {iY, +7, X,} u 


490 XVIH. Untersuch. über unendl. kontin. Gr. Leipz. Abh. 1895 


also ist = und: = 
DEX, 2 2,N.0, 
Ebenso zeigen die Identitäten zwischen X,, X,, Z und zwischen Y,, 


Y,,Z, daß: 


IX, X,}=JP,;; 12,%,}=MWı- 
Endlich bilden wir noch die Identität: 
[nv )z1 + [{NZIN} + (ZN)Y)=®, 


oder: 


NZ ea 


und erkennen aus ihr, daß: . 
(NY,)} = D, 


ist. Ebenso ergibt sich natürlich auch: 


(NX,})=7.. 


Damit ist also unsere Behauptung bewiesen. 


123. Die charakteristischen Funktionen unserer Gruppe sind dem- 
nach jetzt so gewählt, daß je zwei unter ihnen, etwa U, und V, bei 
der Kombination eine charakteristische Funktion von der Form: W, a 


liefern, und zwar besitzt hier W, +,—s die Form: 


v 


au yore, 
WO khyye. ls Yıy: +, v, gewisse positive ganze Zahlen mit Einschluß 
der Null sind; man kann sogar, indem man zwei geeignete charakte- 
ristische Funktionen U, und V, aussucht, immer erreichen, daß u,,..., u,, 
V,...,v, ganz beliebige positive ganze Zahlen werden. 

Hieraus folgt, daß die erste derivierte Gruppe unserer Gruppe @ 
bei beliebiger Wahl von w,,..., u, %,-.., v, Stets eine charakte- [148 


n 
ristische Funktion von der Form: 


a 

enthält, daß sie dagegen keine charakteristische Funktion enthält, in 
deren Gliedern niedrigster Stufe z2 wirklich vorkommt. Diese erste 
derivierte Gruppe gehört somit zu den in $5 bestimmten Gruppen 
und kann durch eine Berührungstransformation des Raumes 2, 2,,...,2, 
auf eine solche Form gebracht werden, daß ihre allgemeinste charakte- | 
ristische Funktion die Gestalt: | 


Se 


erhält, unter & eine willkürliche Funktion verstanden. 
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Die Gruppe @ selbst wird alle charakteristischen Funktionen von 
der Form &(x,y) enthalten, außerdem aber noch eine charakteristische 
Funktion U, die so beschaffen ist, daß für jedes & eine Relation von 
der Form: 

(RU = Pla, Yırıı Y,) 
besteht. 

Um diese Funktion U zu bestimmen, setzen wir der Reihe nach 
2—1,%,,y,; dann muß werden: 


oU 
(1, De... 9) 


oU 
(Yu; U} 6; E 9.8 Y), 


u 





U oU 
(Au U} Bu ey, 62 Ku 2z ya ve, Y), 


Gleichungen, die offenbar nur bestehen können, wenn U die Form: 


U=az+ X. Yır+ ++ Yn) 


besitzt. Betrachten wir daher a als eine willkürliche Konstante und 
y als eine willkürliche Funktion seiner Argumente, so stellt dieser 
Ausdruck die allgemeinste charakteristische Funktion von @ dar. 

Daß @ irreduzibel ist, versteht sich von selbst; denn @ enthält 
ja eine irreduzible unendliche Untergruppe, nämlich die, die im vorigen 
Paragraphen gefunden worden ist. 


124. Demnach können wir jetzt den Satz aussprechen: 

Satz 4. Enthält eine unendliche kontinuierliche Derührungstrans- 
formationsgruppe des R,,ı: 2£,%,:--,%, die folgenden charakteristischen 
Funktionen nullter, erster und zweiter Stufe: [149 

1+---, x,+.", y,+:., 


N 
1 Y 
24 Dayt, 
1 
Du ER EN Meer Wwr=l,...n), 
so ist sie irreduzibel, und zwar ist sie entweder die unendliche Gruppe 
aller Berührungstransformationen dieses Raumes, oder sie kann durch 


eine Berührungstransformation dieses Raumes auf eine solche Form ge- 
bracht werden, daß ihre allgemeinste charakteristische Funktion die Gestalt: 


n 


a (2 = > 2,9.) = 2a, ln Yen Y,) 


1 
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erhält, unter a eine willkürliche Konstante und unter & eine willkürliche 
" Funktion verstanden. 


Als Gruppe von Punktiransformationen des R,,,,: 2,%,,%, ist die 
erste dieser beiden Gruppen natürlich primitiv; die zweite dagegen ist 
imprimitiv, denn sie transformiert ebenso wie die Gruppe (x, y) die 
Veränderlichen &,,...,%,,; Yı,--.,Y, unter sich. 


BT 


125. Wir fassen nunmehr die gewonnenen Ergebnisse noch ein- 
mal alle zusammen, nehmen aber gleich den entsprechenden Satz über 


endliche kontinuierliche Berührungstransformationsgruppen hinzu (Trfsgr. 
II, Kap. 25) und erhalten so das 


Theorem. Ist eine kontinuierliche Gruppe von Berührungstrans- 
formationen des R,,,: 2,4, .--, 2, als Gruppe von Punkttransformationen 
des Rauyı: 2, Zr: I Nr: Y., So beschaffen, daß jedesmal, wenn in 
diesem R,,,, ein Punkt: z°, x), y, von allgemeiner Lage festgehalten wird, 
die 00°"! Linienelemente durch diesen Punkt, die der Pfaffschen Gleichung: 


dz ee Ö 
1 


genügen, in möglichst allgemeiner Weise transformiert werden, so sind [150 
nur sechs Fälle möglich. Die Gruppe ist nämlich: 


entweder die unendliche Gruppe aller Berührungstransformationen 
es 20, ee 


oder sie ist durch eine Berührungstransformation dieses Raumes 
ähnlich mit einer der beiden unendlichen Gruppen : 


n) 


a2-+ 2(z,, Km Yın ee 
und: 


2lz,, u) Km) Yı , BE 


unter a eine willkürliche Konstante und unter & eine willkürliche Funk- 
tion verstanden, 


oder sie ist durch eine Berührungstransformation des R,,, ähmlich 
mit einer der drei endlichen Gruppen: 


1, Lu Yır I 8, I Yı» YıYı Woran) 
und: 


1, er Yun 2, Lu% I Y,; YıY%ı (u,v=l,..,n) 
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und: 
1, Yu Yun 2, re LU Yı Yıyıy 
n n n 
1 Ä 1 . al ; ; 
Lu (2 Beer >: 2,9), Y. (7 Bu > 2,9), (7 a? >: 2,9.) 
1 1 1 


U I— sen): 


Von diesen sechs Gruppen sind als Gruppen von Punkttransformationen 
des Ry,zı: % %,, Y, nur zwei primitiv, nämlich die erste und die sechste; 
die übrigen sind imprimitiv, die dritte und die vierte sind sogar systatisch. 


Die Resultate dieser Arbeit fand ich in den Jahren 1883—1886. 
Die definitive Redaktion der Seiten 83I—150 [hier S. 429—493] wurde 
von Herrn Prof. Engel unter Zugrundelegung meines alten Manuskripts 
im Laufe des Winters 1893—1894 ausgearbeitet. 


RIX. 


Bestimmung aller Flächen, die eine Kontinuierliche [205 
Schar von projektiven Transformationen gestatten. 


Leipz. Ber. 1895, Heft II, abgeliefert 12. 7. 1895, S. 209—260. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 4. 5. 1895. 

Es ist eine altbekannte Tatsache, daß eine allgemeine Fläche 
zweiten Grades des gewöhnlichen Raumes 00° projektive Transforma- 
tionen gestattet, die in zwei Scharen zerfallen; ebenso, daß jeder Kegel 
zweiten Grades 00° derartige Transformationen zuläßt. Es ist ferner 
längst bekannt, daß es noch weitere Flächen gibt, die unendlich viele 
projektive Transformationen gestatten. Dies ist ja insbesondere der Fall 
mit der Ebene, der Developpablen einer gewundenen Kurve dritter 
Ordnung, endlich auch mit gewissen Regelflächen. 


1. Nachdem ich in den Jahren 1869—70 die allgemeinen Be- 
griffe infinitesimale Transformation und eingliedrige Gruppe entwickelt 
hatte, war die Bestimmung aller Flächen, die unendlich viele Trans- 
formationen einer gegebenen kontinuierlichen Gruppe @ gestatten, im- 
plizite geleistet. Denn jede derartige Fläche gestattet eo ipso alle 
Transformationen einer gewissen eingliedrigen Untergruppe g und ist 
somit von den zugehörigen Bahnkurven erzeugt. 

Mit dieser Bemerkung war die Bestimmung aller Flächen geleistet, 
die oo! Transformationen der betreffenden Gruppe @ gestatten. Wünscht 
man nun unter ihnen insbesondere alle herauszugreifen, die mehr als 
oo!, etwa 00? Transformationen der Gruppe @ gestatten, so ist es von 
vornherein klar, daß die betreffenden &? Transformationen eine g-glied- 
rige Untergruppe g, bilden, und daß somit das neue Problem sich un- 
mittelbar erledigen läßt, sobald alle g-gliedrigen Untergruppen 9, der 
vorgelegten Gruppe @ gefunden sind. 

Nun aber gab ich schon in meinen ersten Publikationen!) über 
die allgemeine Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen die [210 
allgemeingültige Bestimmung aller kontinuierlichen Untergruppen jeder 
endlichen kontinuierlichen Gruppe. Hiermit war eo ipso auch die Be- 


1) Gött. Nachr. Dezbr. 1874; Archiv for Math. Bd. I, 1876, Christiania. [D. 
Ausg. Bd. V, Abh. I; Abh. III, S. 64.] | 
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stimmung aller Mannigfaltigkeiten des Raumes, die eine kontinuier- 
liche Schar von Transformationen einer gegebenen endlichen kontinuier- 
lichen Gruppe gestatten, prinzipiell erledigt. 

Will man diese allgemeine Theorie für eine bestimmte Gruppe @ 
im einzelnen durchführen, so muß man gewisse Rechnungen ausführen, 
die oft recht umständlich sein können, wenn sie auch immer „aus- 
führbar“ sind, sobald die endlichen Transformationen der gewählten 
Gruppe @ von vornherein bekannt sind. 


2. Ganz besonders wichtig ist nun die Bestimmung aller Flächen 
im Raume x, y, 2, die eine kontinuierliche Schar von projektiven 
Transformationen gestatten. 

Dieses allgemeine Problem erledigte ich im Jahre 1882 in einer 
Abhandlung, die im Norwegischen Archiv erschien [d. Ausg. Bd. V, 
Abh. VII, S. 224—234]. Der Inhalt dieser Arbeit ist sodann ohne 
wesentliche Änderung reproduziert im dritten Abschnitt meiner Theorie 
der Transformationsgruppen [in Kap. 9, S. 180—198]. An diesen beiden 
Stellen zählte ich alle Flächen auf, die mehr als oo? projektive Trans- 
formationen gestatten. Ich zeigte ferner, daß bei der Bestimmung aller 
Flächen mit 00? projektiven Transformationen vier verschiedene Fälle 
denkbar sind, daß aber zwei unter diesen Fällen nur solche Flächen liefern, 
die mehr als oo? projektive Transformationen gestatten. 

Ich fand es bei jener Gelegenheit nicht notwendig, meine Er- 
ledigung der beiden übrigen Fälle im Detail zu veröffentlichen. Ich 
beschränkte mich auf die Bemerkung, daß man die betreffenden 
Flächen findet, indem man alle transitiven zweigliedrigen linearen 
Gruppen: 


1,2, 3, | 
Kl = Q,,5,P, + Apı + Bp, + Cp,;, 
1,2,3 


Kf=Zbtipr +Lp, + Mm, + Np; 


aufstellt und die Lösung des vollständigen Systems: 
X,f=0, Xf=-0 


gleich einer willkürlichen Konstanten setzt. 
Ich fügte hierzu die Bemerkung, daß die linearen homo- fi 
genen Transformationen: 


Re. 1,2,8 


Kl = 4,0Pr >. => 6,4%; Pr 


eine zweigliedrige Gruppe bestimmen, und zeigte andererseits, daß alle 
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derartigen Gruppen X,f, X,f auf vierzehn von mir bestimmte kano- 
nische Formen gebracht werden können. 

Hiermit war also die Bestimmung der nicht hingeschriebenen 
Flächen mit gerade 00°? projektiven Transformationen von mir auf die 
Integration gewisser vollständiger Systeme mit zwei linearen Glei- 
chungen: 

A,f =; 0, X,f =) 
zurückgeführt. 

3. Ich glaubte damals, daß eine mehr detaillierte Ausführung 
dieser Theorie von meiner Seite nicht notwendig sei. Denn, was 
noch übrig blieb, waren elementare Rechnungen, die jeder 
tüchtige Student im fünften Semester durchführen konnte.!) 
Da ich nun aber in Erfahrung bringe, daß schon mehrere Mathema- 
tiker ohne Erfolg versucht haben, die fehlenden Rechnungen durchzu- 
führen, da es auf der anderen Seite bei der Behandlung vieler Pro- 
bleme notwendig oder jedenfalls nützlich ist, alle Flächen mit unend- 
lich vielen projektiven Transformationen zu kennen, so sehe ich mich 
jetzt dazu veranlaßt, meine Bestimmung aller derartigen Flächen in 
extenso zu veröffentlichen. 

Ich versuche dabei, die Rechnungen in solcher Weise zu arran- 
gieren, daß solche Leser, die mit der bisherigen Theorie der Differen- 
tialgleichungen wenig vertraut sind, meine Rechnungen verstehen, re- 
spektive kontrollieren können. Denn das möchte ich ein für alle 
Mal betonen, daß für mich die Entwickelung neuer Methoden und 
Theorien die Hauptsache ist. 

Wenn ich gelegentlich zeige, daß Probleme, die früher jeden- [212 
falls nicht ganz einfach waren, bei der Verwärtung meiner Methoden 
sich leicht erledigen lassen, so ist es immer mein Hauptzweck, die 
Tragweite meiner Theorien klar zu stellen. Dabei kann es wohl vor- 
kommen, daß ich, nachdem ich gezeigt habe, daß es bei der Erledigung 
eines Problems zweckmäßig ist, etwa fünfzig verschiedene Unterfälle 
für sich zu behandeln, hinterher vergesse, einen unter diesen Fällen 
durchzunehmen. Will man absolut sicher sein, alle Möglichkeiten be- 
rücksichtigt zu haben, so muß man eine unverhältnismäßig große Zeit 
verwenden, die ich glaube, besser anwenden zu können. 





1) Auf einige kritische Bemerkungen des Herrn F. Meyer muß ich ant- 
worten, daß bei der Abfassung meiner Werke unter anderm die Voraussetzung 
vorlag, das meine Leser jedenfalls D’Alemberts Integration von gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
kennen. Eine Popularisierung meiner Theorien, die auf Leser berechnet ist, die 
nicht einmal derartige elementare Kenntnisse besitzen, erscheint mir unberechtigt. 
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Dies als eine allgemeine persönliche Bemerkung, die insbesondere 
erklären soll, warum ich mich im allgemeinen auf die Darstellung 
meiner allgemeinen Theorien beschränke. Im vorliegenden Falle 
glaube ich allerdings, garantieren zu können, nicht allein, daß die an- 
gewandten Methoden richtig und zweckmäßig sind, sondern auch, daß 
alle Fälle berücksichtigt sind. 


4. Ich resumiere zuerst meine an den angegebenen Stellen ver- 
öffentlichte Bestimmung aller Flächen mit mehr als oo? projektiven 
Transformationen. 

Sodann bestimme ich in Kapitel I alle Flächen mit gerade oo? 
projektiven Transformationen, die nicht alle paarweise vertauschbar 
sind. Ich finde sieben derartige Flächentypen, unter denen vier 
gar keine willkürliche Konstante enthalten, während in den drei an- 
deren Fällen jedesmal eine willkürliche Konstante auftritt. 

In Kapitel II bestimme ich die noch fehlenden Flächen mit ge- 
rade oo? projektiven Transformationen; diese Flächen lassen sich in 
einfachster Weise dadurch charakterisieren, daß sie eine mehrglied- 
rige kontinuierliche projektive Gruppe gestatten, und daß dabei diese 
Gruppe nur solche Transformationen enthält, die paarweise vertausch- 
bar sind. 

Es gilt nämlich, wie schon meine ersten hierher gehörigen Unter- 
suchungen zeigen, der beachtenswerte Satz, daß, wenn eine Fläche nur 
solche projektive Transformationen gestattet, die paarweise vertausch- 
bar sind, daß dann die Anzahl dieser Transformationen nie 00? über- 
steigt. Dabei ist selbstredend zu beachten, daß wir voraussetzen, daß 
die betreffenden Transformationen keine diskontininferiiehn anne 
bilden. Man kann ja zum Beispiel Flächen konstruieren, die eine [213 
diskontinuierliche Gruppe von 00° Translationen gestatten.) 

Endlich bringe ich der Vollständigkeit wegen in Kapitel III 
alle infinitesimalen projektiven Transformationen auf kanonische Formen 
und bestimme gleichzeitig die zugehörigen Bahnkurven, sowie die zuge- 
hörigen invarianten Flächen. 





1) Sind etwa 9, (&), 9, (2), 9,(&) drei unabhängige Abelsche Integrale erster 
Gattung, die zu einer allgemeinen Kurve vierter Ordnung gehören, so bestimmen 
drei Gleichungen von der Form: 


= 9.) + Pr (%) ar Pr(%;) 


‚ eine Punkttransformation zwischen den Räumen &,, &,, &, und L,, Is, I;, die für 
die Theorie der Abelschen Funktionen wichtig ist. In meinen Vorlesungen über 
Translationsflächen beschäftigte ich mich eingehend mit dieser Transformation, 
sowie den entsprechenden Beziehungen im Raume &,, &,, » .., & 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 32 
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5. Wenn eine Fläche des Raumes x,y,2 mehr als 00? projektive 
Transformationen gestattet, so ist sie, wie wir gezeigt haben, immer 
eine Regelfläche, und zwar: 

entweder eine allgemeine Fläche zweiten Grades mit 00° pro- 

jektiven Transformationen (die in zwei getrennte Scharen zer- 

fallen), 

oder eine Cayleysche Regelfäche dritten Grades mit 0° 

projektiven Transformationen, 

oder die Developpable einer gewundenen Kurve dritter 

Ordnung mit 00° projektiven Transformationen, 

oder ein Kegel zweiten Grades mit oo’ projektiven Transfor- 

mationen, 

oder ein Kegel, dessen dualistische Figur eine ebene Kurve ist, die 

durch die beiden Gleichungen: z2= 0, y= Ax”, oder durch die 

Gleichungen: z2= (0, y= Ae” dargestellt werden kann; ein solcher 

Kegel gestattet 0° projektive Transformationen, 

oder ein Kegel, der von den schon genannten Kegeln verschieden 

ist und somit nur o©0* projektive Transformationen gestattet, 


oder endlich eine Ebene mit oo'* projektiven Transformationen. 
6. In dieser Arbeit bestimmen wir zunächst alle Flächen, die ge- 
rade ©? projektive Transformationen gestatten. 
Diese Transformationen bilden eo ipso eine zweigliedrige Gruppe [214 
mit zwei unabhängigen infinitesimalen Transformationen: 
A /und NL, 
die entweder die Relation: 
KLf- X f=- Xıf 
oder aber die Relation: 
Aa, K,xXf=-0 
erfüllen. Da ın beiden Fällen (mindestens) eine Ebene invariant bleibt, 
die wir ins Unendliche verlegen können, so dürfen wir annehmen, daß 


X,f und X,f linear sind. Wir müssen [uns] dabei erinnern, daß weder 
X,f noch X,f die Form: | 


a(ap+ygq+tzr)+bp-tcqy+dr 


besitzen kann; sonst wäre nämlich die betreffende Fläche ein Kegel 
‚oder [ein] Zylinder und gestattete infolgedessen mindestens ot pro- 
jektive Transformationen. 





Kap. I; Nr. 5—7. Fl. mit mehr als ©? Trff. Zweigl. Gr. 499 


Kapitel I. 
Bestimmung aller Flächen mit ©? projektiven Transformationen, 
die nicht sämtlich paarweise vertauschbar sind. 

‘. Wir bestimmen in diesem Kapitel alle Flächen, ‘die zwei und 
nur zwei infinitesimale projektive Transformationen X, f und X,f ge- 
statten, die die Bedingungsgleichung: 

KK KXf=-Xf 
erfüllen. Nach dem Vorhergehenden können wir dabei ohne Beschrän- 


kung annehmen, daß X,f und X,f linear sind. 
‚Besitzen X,f und X,f die Form: 


X,f= (a,,2 +b,Yy+ 612)P + (X + 5,4 + Gs2)] + 
+ (93% + by + Gs2)r +a,p +b,g + Gr, 


so erfüllen die entsprechenden linearen homogenen Transformationen: 


flat by Ha )P + (Gr + by +Gs2)g + 
+ (32 + 5,5% + &s2)r 
eo ipso die Relation: Be Ri [215 
X,X,f—- X, X,f=X,f 
und erzeugen somit ihrerseits eine Gruppe, die unter den gemachten 
Voraussetzungen sicher zweigliedrig ist. 
In älteren Arbeiten habe ich nun gezeigt, daß alle zweigliedrigen 
linearen homogenen Gruppen X,f, X,f auf eine unter den vier folgen- 
den kanonischen Formen gebracht werden können: 











ep+24, yga—er+aU| |z24,2P +(@+Yy)ga+eU 











29, zp+yq+eU eg, aap+(y+1)ygq-+ yzr 




















wo zur Abkürzung U statt: 2p + yq + zr gesetzt ıst. 

Wir erteilen also X,f und X,f nach und nach die hier aufge- 
stellten Formen und addieren jedesmal zu X,f respektive X,f einen 
Ausdruck nullter Ordnung: 

| Lp+ Mg+Nr. 

Sodann versuchen wir, die hierdurch erhaltenen infinitesimalen 
Transformationen X,f und X,f durch passende Koordinatenwahl auf 
möglichst einfache Formen zu bringen. Nachdem in dieser Weise un- 
sere linearen Gruppen: X,f, X,/ auf kanonische Formen gebracht sind, 
bestimmen wir die zugehörigen invarianten Flächen und schließen selbst- 
verständlich unter ihnen alle aus, die mehr als ©” projektive Trans- 


formationen gestatten. 
32” 
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Sr 
8. Wir erteilen X,f und X,f die Form: 
Xf=zp+a2q+Ap+Bg+0r, 
X,f=yq-zr+teaU+Lp+Mg+Nr; 


indem wir sodann 2-+ A als neues z und 2 + Bals neues x einführen, 
sehen wir, daß wir ohne Beschränkung: 


A 


und dementsprechend: 
X,f=zp+xga+C0r, [216 
X,f=yq—-erteU+Lp+Mg+Nr 


setzen können. 
Sodann bilden wir die Relation: 


XXLf- LK, Xf=- LK 
oder durch Ausführung: 
ep+axq+Clae—1N)r—- Np—-Lg=zp+ag+Ür. 
Diese Relation zerlegt sich in die drei Gleichungen: 
(1) N=0, 2.02 088 -2)-0, 


die uns zeigen, daß es naturgemäß ist, die beiden Annahmen: Ü +0 
und: Ü= 0 gesondert zu behandeln. 


Der Fall: C=0. 


9, Wenn wir zunächst annehmen, daß C von Null verschieden und 
infolgedessen «= 2 ist, können wir ohne Beschränkung U =1 setzen. 
Es leuchtet ferner ein, daß wir M den Wert Null erteilen können, 
so daß X,f und X,f die Form erhalten: 

Xf=rtep+axg, Af=er+22p + äyg. 

Suchen wir nun alle Flächen, die diese zweigliedrige Gruppe ge- 

statten, so überzeugen wir uns zunächst durch Bildung der Matrix: 
Be 
|z2 223% | 

davon, daß die zweireihigen Determinanten nur für alle Punkte der 


gewundenen Kurve dritter Ordnung: 


27 —- !=0, 3y—ız=0 
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verschwinden. Es gibt infolgedessen keine (im Endlichen gelegene) in- 
variante Fläche, deren Punkte sämtlich in Ruhe bleiben oder aber nur 
Kurven beschreiben. Nach meinen allgemeinen Regeln finden wir da- 
her alle im Endlichen gelegenen invarianten Flächen, indem wir die 
Lösung des vollständigen Systems: 





of 2 of 

tete a: 1217 
of of of 
rer ee 


gleich einer willkürlichen Konstanten setzen. 
Die Gleichung: X, f=0 besitzt die beiden Lösungen: 


u=27x—2, v-y—a2+142z°; 
daher ist die gesuchte Lösung unseres vollständigen Systems diejenige 
Funktion F(w,v), die die Gleichung: 


oF oF 
XFf= (= Kur, + X,v Au 


oder aber die äquivalente Gleichung: 


F OF 
a + 3v In 8 
cu 0v 








_ erfüllt. Es ergibt sich also, daß: 


_% _y—x2+ 33°) 
# wer ze! 





ist, und daß dementsprechend alle (im Endlichen gelegenen) invarianten . 
Flächen durch die Gleichung sechsten Grades: 


(D) aly— 12 +zP) +b2x2 — 2 = 0 


dargestellt werden. 
Unter diesen Flächen befindet sich ein Kegel zweiten Grades: 


2: —-?=0, 

eine Öayleysche Regelfläche dritten Grades: 

y—12+32P°=0 
und eine Fläche vierten Grades: 

YP—2xye + 3y? +3 —- = 0, 
nämlich die Developpable der gewundenen Kurve dritter Ordnung: 
27: —- ?=0, 3y—-az=(, 

die bei X,f und X,f invariant bleiben. [218 


502 XIX. Alle Flächen mit e. kont. Schar von pro). Trff. Leipz. Ber. 1895 


Diese drei letztgenannten Flächen gestatten mehr als zwei unab- 
hängige infinitesimale projektive Transformationen!) und kommen also 
hier nicht weiter in Betracht. Die übrigen Flächen des Büschels (I) 
sind wirklich Flächen sechster Ordnung, deren jede gerade &? pro- 
jektive Transformationen gestattet. 


10. Ehe wir diese Gruppe verlassen, geben wir eine selbständige 
Erledigung einer naheliegenden Frage. Wir fragen, ob die unendlich 
ferne Ebene die einzige bei unsrer Gruppe invariante Ebene ist. Eine 
einfache synthetische Betrachtung wird uns zeigen, daß es keine andere 
invariante Ebene gibt. 

In der Tat, wir wissen, daß unsre Gruppe eine gewundene Kurve 
dritter Ordnung, sowie die unendlich ferne Ebene invariant läßt. Nun 
aber gestattet unsre Kurve dritter Ordnung gerade &° projektive 
Transformationen, bei denen gar kein Punkt und keine Ebene des 
Raumes in Ruhe bleibt. Diese dreigliedrige Gruppe transformiert so- 
wohl die Punkte wie die Ebenen des Raumes einfach transitiv. Wird 
ein Punkt der zugehörigen Developpablen (oder aber eine Tangential- 
ebene der Kurve) festgehalten, so gibt es jedesmal oo! Transformationen 
der Gruppe, die diese Bedingung erfüllen. Wird aber ein Punkt der 
Kurve (und gleichzeitig die zugehörige ÖOskulationsebene) festgehalten, 
so gibt es 00° Transformationen, die diese Bedingung erfüllen. 

Aus dem hiermit konstatierten Umstande, daß die unendlich 
ferne Ebene die einzige bei der Gruppe: 


(G,) r+zp+xg, zr+2xp +3yg 


invariante Ebene ist, können wir schließen, daß die bei dieser Gruppe 
invarianten Flächen: 


I ay—x2z + 1:2?) + b(2x — 2) —= 0 
() (Y 3 ( 


bei unserer fortgesetzten Diskussion nicht noch einmal als invariante 
Flächen auftreten können. 





1) Die Cayleysche Regelfläche: 
y—az-+12°’—=0 
gestattet die dreigliedrige Gruppe: 
p+294, r+2zp+xg, zr+2xp+B3yg. 


Eine jede unter den ©! krummen Haupttangentenkurven gestattet eo ipso eine 
zweigliedrige Untergruppe und ist somit eine Kurve 3. Ordnung. 
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Der FallC=0. | [219 


11. Wir setzen sodann voraus, daß die in den Formeln (1) auf- 
tretende Konstante Ü gleich Null = und daß X,f und X,f infolge- 
dessen die Formen: 

Xf=ep+ng, 
X%f=yq—er+taU+Mg 
besitzen. 

Wünschen wir zu wissen, ob invariante Flächen vorhanden sind, 
deren Punkte entweder sämtlich in Ruhe bleiben, oder aber jedenfalls 
nur nach Kurven laufen, so bilden wir die Matrix: 


2 X | 0 | 
ex «+l))y+M («—1): 


und setzen ihre zweireihigen Determinanten gleich Null. Da diese De- 
terminanten ganze Funktionen zweiten Grades sind, die jedenfalls nicht 
sämtlich identisch verschwinden, so schließen wir ohne weiteres, daß 
etwa vorhandene invariante Flächen, deren Punkte nicht transitiv trans- 
formiert würden, entweder Flächen zweiten Grades oder Ebenen sein 
müßten. Daher teabehen wir diese Möglichkeit nicht weiter zu dis- 
kutieren. 


| 
| 
| 
| 
| 
! 


Wir fügen hinzu, das genau derselbe Schluß immer gezogen wer- 
den kann, wenn eine beliebige lineare zweigliedrige Gruppe vorliegt: 


Xf=-&r+ma+t&r, %f= tm trhr, 
für welche die zweireihigen Determinanten der Matrix: 


es) | 
0 





nicht sämtlich identisch verschwinden. Diese Bemerkung gestattet 
uns, die Behandlung der folgenden Fälle abzukürzen. 

12. In dem jetzt vorliegenden Falle werden daher alle invarianten 
Flächen dadurch gefunden, daß man die zanuDg F des vollständigen 
Systems: 


X,f=0=: u ER 2. 
() or or 
Yy 17 

gleich einer willkärlichen Konstanten setzt. [220 


Die Gleichung: X,f=0 besitzt zwei Lösungen, nämlich z und: 


v=2zy—.a. 
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Daher ist die gesuchte Größe 7’ eine Funktion von z und v, die durch 


die Gleichung: N 2 En I „eE 0 


oder die äquivalente: ee 
(a - 12 + (200 +2 Me), - 
bestimmt wird. 

Ehe wir nun weiter gehen, bemerken wir, daß die Konstante M 
gleich Null gesetzt werden kann, sobald «+ 1 von Null verschieden 
ist, sowie, daß die Annahme: 

(ce — 1)=0 
keine anderen invarianten Flächen als Ebenen oder aber Flächen zweiten 


Grades liefert. 
Wir können uns daher darauf beschränken, die beiden Fälle: 
«(«—-1)+#0, M=0 
und: 
M=0, oo t1=0 


zu diskutieren. 


Der Fall: C=0, «(a —1)+0, M=0. 
13. In dem jetzt vorliegenden Falle haben unsre infinitesimalen 
Transformationen die ER | 


Xf=eil + 2 


(&) 
Xf= ans + (a + yz + — Dasr («(@«-1)+0), 


und die zugehörigen invarianten Flächen: F= Const. sind nach dem 
früheren bestimmt durch die Gleichung: 


12. +2 0, 
sodaß ihre Gleichung ist: [221 
m Se —= K — Const. 
Die hierdurch gefundenen Flächen: 
(II) 2zy— a? — Kai = () 


mit den beiden willkürlichen Konstanten « und K sind im allgemeinen 
transzendent; unter ihnen befinden sich aber unendlich viele algebrai- 
sche Flächen. 

Charakteristisch für alle diese Flächen ist es, daß sie sämtlich von 
0! Kegelschnitten erzeugt sind, die in den Ebenen: z— Const. liegen. 
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Zu bemerken ist ferner, daß die Konstante X ohne Beschränkung gleich 1 
gesetzt werden kann, während «, die schon in X,f vorkommt, eine 
wesentliche Konstante ist. 

Man übersieht ohne weiteres, daß der Koordinatenanfang bei un- 
serer Gruppe invariant bleibt. Hieraus ließe sich ohne weiteres schließen, 
daß eine invariante Ebene vorhanden sein muß, die den Koordinaten- 
anfang enthält. Wir ziehen es aber vor, durch eine direkte Methode 
auf einmal alle im Endlichen gelegenen invarianten Ebenen zu be- 
stimmen. Hierzu führt uns die folgende Überlegung. 


14. Jede invariante Ebene muß die unendlich ferne Ebene nach 
einer invarianten Geraden schneiden. Da nun aber die unendlich ferne 
Ebene nur eine invariante Gerade enthält, nämlich die Achse des 
Ebenenbüschels: z—= Const., so schließen wir, daß jede (im Endlichen) 
gelegene invariante Ebene diesem Büschel angehören muß. Unter diesen 
Ebenen sind aber offenbar: z=0 und: z= oo die einzigen, die bei allen 
Transformationen unserer Gruppe ihre Lage behalten. Die Ebene: z= x 
enthält einen invarianten Kegelschnitt, eine invariante Gerade, die den 
Kegelschnitt berührt, und einen invarianten Punkt, nämlich den Be- 
rührungspunkt der invarianten Geraden mit dem Kegelschnitte; die 
Punkte des Kegelschnitts sowie die Punkte der Ebene: z= 00 werden 
durch eine zweigliedrige Gruppe transformiert. | 

Wenden wir uns jetzt zu der Ebene: z=(), deren Punkte von der 
zweigliedrigen Gruppe: 

x2q, eap+(e+1)yg 


transformiert werden. In dieser Ebene liegen zwei invariante Ge- [222 
rade, nämlich: 
| 20, el und 20, eo, 


und zwei invariante Punkte: der unendlich ferne Schnittpunkt jener 
Geraden und der im Endlichen gelegene Punkt: 


zey=2-0. 
Daher müssen wir den Flächen (II) in der folgenden Diskussion noch 
einmal begegnen. 
Der Fall: O=0, a +1=0, M-+0. 
15. In dem jetzt vorliegenden Falle: «+1=0, M=-0 können 
wir ohne Beschränkung M =1 sodaß X,f und X,f die Form: 


(6) 7 
2 ae I +7 Da a 
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erhalten. Die zugehörigen invarianten Flächen: F"=a sind bestimmt 
durch die Gleichungen: 





22 +2 — 0), = 0, = 2,y-% 
und besitzen daher die Form: 
(III) 2y— + logz — Const. 


Diese Flächen sind sämtlich transzendent und unter einander kon- 
gruent; überdies heben wir hervor, daß jede Fläche der Schar oo! Kegel- 
schnitte enthält, die in den Ebenen: 2=c gelegen sind. 

Indem wir genau wie im vorigen Falle verfahren, erkennen wir, 
daß es zwei und nur zwei Ebenen gibt, nämlich: 


z=0 und: zZ=w, 


die bei allen Transformationen unsrer Gruppe in Ruhe bleiben. Da- 
bei werden die Punkte der invarianten Ebene: z=0 von den beiden [223 
Transformationen: 


219, 2P—4q 
unter einander vertauscht. 


Bei dieser zweigliedrigen Gruppe bleiben zwei Gerade invariant, 

nämlich: 
2=0,,2-0 mid 2-0, 20, 

und ein Punkt, nämlich der Schnittpunkt der invarianten Geraden. | 

Aus alledem geht hervor, daß die Flächen (IIT) von den Flächen 
(I) und (II) wesentlich verschieden sind, gleichzeitig aber, daß wir den 
Flächen (III) bei unsrer fortgesetzten Diskussion noch einmal begegnen 
müssen. 


16. Hiermit kennen wir alle Flächen mit gerade zwei projek- 
tiven Transformationen, die einen Kegelschnitt invariant lassen. Ver- 
legen wir diesen Kegelschnitt in den imaginären Kugelkreis, so er- 
halten unsere Flächen beachtenswerte metrische Eigenschaften. 

In jedem unter den drei Fällen (I), (II) und (III) werden dann 
die Transformationen X,f und X,f Ähnlichkeitstransformationen, und 
es ist insbesondere X,f sicher eine infinitesimale Bewegung. Es sind 
daher unsere Flächen in allen drei Fällen sowohl Spiralflächen wie 
Schraubenflächen (oder insbesondere Rotationsflächen). Es gehören so- 
mit alle diese Flächen zu den von mir betrachteten Flächen, deren 
geodätische Linien zwei infinitesimale konforme Transformationen ge- 
statten. Unsre Flächen, die allerdings immer imaginär sind, lassen 
sich daher jedesmal auf eine Fläche abwickeln, die selbst Zentralfläche 
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für eine Fläche ist, deren Krümmungsradien R, und AR, in konstantem 
Verhältnisse stehen. 

Hieraus lassen sich kuriose Schlüsse ziehen. Wir beschränken uns 
auf die Bemerkung, daß die Krümmunsgslinien, [die] Minimalkurven und 
[die] Haupttangentenkurven unsrer Flächen jedesmal eine infinitesi- 
male Spiraltransformation gestatten und somit Spiralkurven sind. 


82. 


17. Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Hauptfalle und erteilen 
also X,f und X,f die Form: 


Xıf=2g, Xf=-ap+tle+yW)ga+teU. 


Dementsprechend müssen wir: [224 


Xf=ege ++ Bir cz, 


Nf-allt@+W ++ ml+Ngteu 
setzen, so daß: 


KRf-XXf- sl 4 Al+o)SE+A+B+ Ba N)SE + 00?f 


wird. Nun aber soll: 
X, KXf-Xf 


sein, also kommt: 
+ Al .ı. 


a, 


und schließlich: 

Aa=0, A+Ba—N=0, (Ca —)=0, 
oder, wenn wir, wie wir können, B=( setzen: 
(2) Aun=0, A—N=0, (Ce -1D)=0. 


Wäre nun: 


ee — 1)+0, 


so besäße X,/ die Form zgq und die zugehörigen invarianten Flächen 
wären Zylinderflächen, die eo ipso mindestens o0* projektive Transfor- 
mationen gestatteten. Wir können also ohne weiteres annehmen, daß 
e(& — 1)=0 ist. 
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Der Fall: «=0. 


18. Ist «= 0, so können wir: 
X,f=: u ae Az, 2 


und, weil wir von den a absehen: 
-ı | 


setzen; es ist überdies gestattet, den Konstanten Z und M die Werte [225 
Null zu erteilen. Unsre infinitesimalen Transformationen erhalten so- 
mit die Form: | 
Bun AN, Of 08 
(G,) Af=: ey +52 h lee Ge) D2 
Die zugehörigen invarianten Flächen: F= Const. finden wir, indem 
wir die Lösung F' des vollständigen Systems: 


Gl GR 
KR, =0-Xf, 
ran 0X f 


suchen. Bezeichnen wir die Lösungen der Gleichung: X,f= 0 mit: 
u=2 und w=y-—az, 


so erfüllt F als Funktion von « und w die Gleichung: 


of of 
mtr. 


und besitzt somit die Form: 
wetr=(y—ı2)e:. 


Die bei der Gruppe @, invarianten Flächen besitzen somit die 
Gleichung: Ä 
dY) y—-22= Ke 


und sind infolgedessen Regelflächen, deren Gerade in den Ebenen: 
2=Const. gelegen sind. Diese Regelflächen sind überdies unter einander 
projektiv, sodaß X = 1 gesetzt werden kann. 

Da die unendlich entfernte Ebene zwei und nur zwei invariante 
Gerade enthält, nämlich die Achsen der beiden Ebenenbüschel: z— Const. 
und: x=Const., so muß jede invariante Ebene einem unter diesen beiden 
Büscheln ea man übersieht in dieser Weise unmittelbar, daß 
die unendlich ferne Ebene die einzige Ebene ist, die bei [226 
unserer Gruppe G@, invariant bleibt. Hieraus läßt sich Ohr weiteres 
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schließen, daß die Flächen (IV) und die zugehörige Gruppe @, von 
den früher gefundenen Flächen (I), (ID), (IH) und ihren Gruppen 
G,, @,, @, wesentlich verschieden sind. 


19. Bei den Gruppen G, und G, treten je zwei invariante Ebenen 
auf. Bei der Gruppe G, tritt allerdings nur eine invariante Ebene auf; 
in dieser liegen aber ein invarianter Kegelschnitt und eine invariante Ge- 
rade, während in der bei der Gruppe @, vorhandenen invarianten Ebene 
zwar zwei invariante Gerade, dagegen kein invarianter Kegelschnitt ge- 
legen sind. Hieraus folgt, daß die Gruppe G, von den Gruppen G,, 
G, und G, wesentlich verschieden ist; daß auch die Flächen (IV) von 
den Flächen (I), (Il), (III) wesentlich verschieden sind, folgt daraus, daß 
eine jede Fläche allgemeiner Lage, die zu einer unter diesen Scharen 
gehört, nicht mehr als oo? projektive Transformationen gestattet. 

Daraus, daß die unendlich ferne Ebene die einzige Ebene ist, die 
bei der Gruppe @, invariant bleibt, können wir auch noch den Schluß 
ziehen, daß wir den Flächen (IV), die gerade 00? projektive Transfor- 
mationen gestatten, bei unserer fortgesetzten Diskussion nicht nochmals 
begegnen werden. 


Der Fall!’oa =1. | 
20. Setzen wir in den Formeln (2), Seite 224 [hier S. 507]: «=]1, 
so wird: AN 


dabei können wir, wenn wir, wie immer, von den Zylinderflächen ab- 
sehen und überdies: + 5L respektive: y+4M—1L als neues x 
respektive y einführen, den Konstanten ©, Z und M die Werte: 


| C=1l, L=-0,. 4-0 
erteilen. Hierdurch erhalten X,f und X,f die Form: 


% 0 of 0 0 
DK, Kr t+@ytn He 

Es ist aber leicht zu sehen, daß dieser Fall uns nichts Neues [227 
gibt. Die Ebene: —=0 bleibt nämlich invariant, und ihre Punkte wer- 
den transformiert von der zweigliedrigen Gruppe: 


LE BER, of of 
oe 2y5,t°3 
die offenbar den Kegelschnitt: 
?—2y=0 


in Ruhe läßt. Hieraus folgt unmittelbar, daß dieser Fall uns nur solche 
Flächen geben wird, die wir schon in $ 1 gefunden haben. 
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Zum Überfluß wollen wir diese Tatsache durch Rechnung besta- 
tigen. Indem wir wie in den früheren Fällen verfahren, erkennen wir, 
daß die im vorliegenden Falle invarianten Flächen durch die Gleichung. 


(®) WE _jpge—K 


dargestellt werden und somit die Ebenen: x —= Const. nach Kegelschnitten 
schneiden. Beziehen wir nun die Punkte x, y, 2 des Raumes projektiv 
auf die Punkte &,, Y,, 2, durch die Gleichungen: 


2 Y ae 
2 Neue en OR Miet SB AG rn, 


so sehen wir, daß unsre Flächen (®) mit den früher gefundenen Flächen: 
(II) 24 — 2 +logz, = Const. 


projektiv sind. 
Es liefern daher die Flächen (®) wirklich keinen neuen Typus. 


8 3. 


21. Wir kommen jetzt zu dem Falle: 


setzen also: 


Xf=25:+45 as rc, 


f-enltygtaU+ LH Mg + Ng 


und finden Be daß: | [228 


RN XXf-ed +(da+0)0 +(B+Ba— N); +0 


bien) 
a IS 


ist. Nun aber soll: 


X, er X,X,/= N 


das heißt: 
+ (Aa +0)2: E+(B+Ba— N) at = 
= a + A + Bl 0, 7 


sein; daher erhalten wir die Bedingungsgleichungen: 
Ae&—-1)+C=0, Be—-N=0, C@—-1)=0, 


die wir dadurch vereinfachen, daß wir z2+ B als neues z einführen und 
dementsprechend in unsern Formeln D=( setzen. 
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22. Wir können nun von dem Fall «+1, der nur Zylinderflächen 
liefert, ohne weiteres absehen. Wir setzen daher: 


ey 


und führen gleichzeitig «+ L als neues x und y-+ >M als neues y 
ein. Hierdurch erhalten unsere Transformationen die Form: 


Gr sr 
Um nun die zugehörigen invarianten Flächen: F= Const. zu finden, 
bilden wir wie in den früheren Fällen das vollständige System: 


X,f=0=2 + 2E, 


of of 


Kf-0-(+ +25, ar 
führen sodann die Lösungen: 

2 und v=- y — 12 
_ der ersten Gleichung: X,f= 0 in die zweite Gleichung: X,f—0 [229 
ein und erkennen somit, daB F als Lösung der Gleichung: 


dF re, 
ee en 








die Form: 

— age log = 7 
besitzt. Es ist daher: | 
(V) nn +logz=K 


die allgemeine Gleichung der bei unsrer Gruppe G, invarianten Flächen, 
die offenbar Regelflächen sind, deren erzeugende Gerade in den Ebenen: 
2 = Üonst. liegen. 
23. Die unendlich ferne Ebene enthält nur eine invariante Gerade, 
nämlich die Achse des Büschels: z = Const. Ausgehend von dieser Tat- 
sache erkennen wir leicht, daß die Ebenen: 


z=(0 und zZ=© 


die einzigen sind, die bei der Gruppe invariant bleiben. Die 
Punkte der invarıanten Ebene: z = O0 werden transformiert von der zwei- 


eliedriven Gruppe: | 
we z p, zp + 2yg, 
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und dabei treten zwei invariante Gerade: 
el, 0 md ee 8 


dagegen kein invarianter Kegelschnitt auf. In der unendlich fernen 
Ebene: z= ® liegt auch kein invarianter Kegelschnitt. Hieraus folgt 
sogleich, daß unsere Gruppe @, von den früher gefundenen Gruppen Gr 
G, und G, wesentlich verschieden ist. Da andrerseits bei der Gruppe 
G, zwei invariante Ebenen auftreten, bei der Gruppe @, dagegen nur 
eine invariante Ebene, so schließen wir, daß auch die Gruppen @, und 
@, wesentlich verschieden sind, und daß somit @, für uns eine neue 
Gruppe ist. 

Da andrerseits die Flächen (V) transzendent und sicher keine 
Kegelflächen sind, so können sie nicht mehr als 00? projektive Trans- 
formationen gestatten. 

Daher sind die Flächen (V) ein neuer Typus von Flächen 

mit &©°” projektiven Transformationen in sich. 
| Wir bemerken ausdrücklich, daß bei der Gruppe G@, zwei [230 
und nur zwei Gerade ihre Dr behalten, 

Wir erkennen später, daß die Gleichung (V) eine noch einfachere 
Gestalt erhalten kann. Vorläufig beschränken wir uns auf die Bemer- 
kung, daß die oo! Flächen (V) unter einander projektiv sind, und 
daß dementsprechend X = 0 gesetzt werden kann. 


S 4. 
24. Endlich müssen wir: | 
Xıf=erg, Xf-enp+(y+l)yg + per 


und dementsprechend: 
Kf=eg, + Agl+ Bil 4 eo. 


X,f=anE ++ ylltre +L rm + Ze 
setzen. Es erhält daher die SER 
ae Kf— X, X, f= SE 


die Form: 


tr Ant BD MD +0 - 


n er a0 


woraus: 


Ae&—1)=0, By—N=0, CH —-)=0, 
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oder, wenn wir 2+ DB als neues 2 einführen und dementsprechend 
B=0 setzen: | 
Alk —1)=0, Cr —-NY)=0, N=0. 
Wäre nun: 


-YDYr—D)+0, 


so käme: X,f=zgq, und es wären somit die zugehörigen in- [231 
varianten Flächen Zylinderflächen mit mindestens o0* projektiven Trans- 
formationen. Wir setzen daher: 


(-)Y—-)=0 


und müssen somit zwei Fälle nach einander erledigen. 


Der Fall: y+#1,co=1. 


25. Ist „+1, und infolgedessen: «=1, C=(0, so können wir 
A=1, L=0 setzen. Dementsprechend erhalten X,f und X,f die 
Form: 


O5 af 
Af=z2;, a 
Kart Dudtrer mt 


Zur Bestimmung der zugehörigen invarianten Flächen: F = Const. 
bilden wir das vollständige System: 


) 0 
Kf=e7+5-0, 
Rz tw ly tn Hd =0 


und suchen seine Lösung F' 
Nun aber sind: 
2 und v=y-—ız 


Lösungen von: X,f=(, und F ist bestimmt als Funktion von z und v 
durch die Gleichung: 


0 oF 
(3) v4 ++ mM E=0, 


bei deren Integration verschiedene Möglichkeiten berücksichtigt werden 
müssen. Dabei können wir von dem Falle: y= 0, der nur invariante 
Ebenen liefert, absehen. 


26. Setzen wir zunächst voraus, daß: 


va -D)Y+D+0 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 33 
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ist, so können wir ohne weiteres: [232 
M=0O 
setzen. Unsre infinitesimalen Transformationen haben dann die Form: 
ÖL ct 
Roy de 


(6%) ’ h | 
Kf-al+p+ Dyzo+ya ER 


die zugehörigen invarianten Flächen werden dargestellt durch die 
Gleichung: 





v y—&2 
(VI) Dez Const. = EEE 
er 2!’ 


und sind somit Regelflächen, deren erzeugende Gerade in den Ebenen: 
2 = Const. liegen. 

Jetzt gibt es zwei und nur zwei Ebenen, die bei unsrer Gruppe 
invariant bleiben, nämlich: 


=0 und z=w. 
Die Ebene: z= 0 wird transformiert durch die Gruppe: 
p, ap + w+Dyg- 


Diese Ebene enthält daher zwei invariante Gerade: 
2=(0, oo und: 2=(0, y=®, 


dagegen keinen invarianten Kegelschnitt. Die unendlich ferne Ebene 
wird transformiert durch die Gruppe: 


a, or lvgaryer 
und enthält somit die beiden invarianten Geraden: 
sa © 0 wa ia od 


Hieraus können wir schließen, daß die Gruppe @, von den früher 
gefundenen wesentlich verschieden ist. Denn bei den Gruppen G,, @3 
und @, bleibt jedesmal ein Kegelschnitt in Ruhe; bei der Gruppe @, 
bleibt nur eine Ebene invariant; bei der Gruppe G, endlich bleiben 
allerdings zwei Ebenen, dagegen nur zwei Gerade in Ruhe, wäh- [233 
rend bei unserer jetzigen Gruppe @, drei verschiedene Gerade in- 
variant bleiben. 

Hieraus schließen wir, daß die transzendenten Regelflächen 
(VI) einen neuen Typus von Flächen mit ©? projektiven 
Transformationen liefern. 
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Wir fügen hinzu, daß die oo! Flächen (VI) unter einander 
projektiv sind. 
27. Nehmen wir jetzt an, daß: 
De 
ist. Dann haben X,f und X,f die Form: 


on a 2 of __ „or 
(G,) X,f= ae X%f=x ae re Pe. 


und die zugehörigen invarianten Flächen: F’= Const. sind bestimmt 
durch die Gleichung (3): 
4 + m =(, 


die jan Integration gibt: 
v + Mlog2=y—-ar+ M log 2 =K, 


Da wir nun von Flächen zweiten Grades absehen, können wir M=1 
setzen. Die hierdurch hervorgehenden Flächen: 


N) y—-aız+logz=K, 


die offenbar unter einander kongruent sind, gehen aber bei der pro- 


jektiven Transformation: 
Y x% 
E4 


az z, az 
in die Flächen: 





+ log 3 = Const., 


das heißt, in unsere früher gefundenen Flächen (V) über. 


| Der Fall:y=1;, «=+1. | [234 
28. Jetzt können wir X,f und X,f die Form: 
of 
Xf=2 . FT: d2 ’ 


Xf= un Baupr u en L 


erteilen. Die zugehörigen invarianten Flächen: = Const. sind be- 
stimmt durch die Gleichung: 

(ex + 1) +2 =0 

6 ex oV 


in den Veränderlichen: 
z und v=-2y— 2”. 
33* 
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Ist nun «+0, so können wir L= 0 setzen. Bei der betreffenden 


Sl zq+r, eap+2yq-+tzr 


bleibt die Ebene: x = 0 invariant, und diese Ebene, deren Punkte durch 
die zweigliedrige Gruppe: 


zq+r, 2ygq+ter 
transformiert werden, enthält einen invarianten Kegelschnitt: 
z=0, 2—-2y=0. 


Daher gibt die Annahme «+ (0 uns nur eine schon in $ 1 gefundene 
Gruppe. 
Wir setzen daher: «= (0 und erhalten somit die Gruppe: 


(6) fm, Nf-ryoortedt,, 
und die oo! zugehörigen invarianten Flächen: 
(VID 2y-?—Ke”=0, 


die offenbar unter einander kongruent sind, weil jede Fläche der 
Schar von einer passenden Translation längs der x-Achse in jede [235 
andere Fläche der Schar übergeführt werden kann. 

Daß diese transzendenten Flächen von den früher gefundenen 
wesentlich verschieden sind, folgt daraus, daß es keine im Endlichen 
gelegene Ebene gibt, die bei der Gruppe G, invariant bleibt. 


Der Falle=y=1. 


29. Jetzt haben unsere infinitesimalen Transformationen die Form: 


und dabei dürfen wir annehmen, daß A und CÜ nicht beide verschwin- 
den. Ist nun Ü von Null verschieden, so können wir Ü=1 setzen und 
erhalten die Flächen: 


2y— ?— K(r- A) = 


die vom zweiten Grade sind. Ist andererseits C=0, so können wir 
A=1 setzen und finden die Flächen: 


y-aız2— K’=0, 


die wiederum vom zweiten Grade sind. Die Annahme: «=y=1 gibt 
somit nichts Neues. 
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. 380. Es gibt daher sieben verschiedene Flächentypen mit 
grade 0°? projektiven Transformationen, die nicht sämtlich 
paarweise vertauschbar sind. Wir stellen die betreffenden 
Flächen mit ihren Gruppen zusammen. 
















































































(D ay—-22z2 +; +b2r — AV =0 
(6)  Ir+tep+@g, ar+22p + 3yg 
20 
(II) 22y— a —zri=( 
(G;) zp+2Xg, exp+(a+ 1) yga+(le— l)zr 
(II) | 2y—— +logz—0 [236 
(65) zp+t2g, —ap+q4— 2er 
(IV) y-12—e=-0 
(6,) 2a+p, prat+Natr 
(V) y—ı2z +logz=0 
(6,) 20.79, Pr 427 
um! 
(VI) | y—aı2+2'=0 
(&) za +p, ap +(y+1l)yg+yzr 
(VII) 2y—-?—- "= 
(6) zg+r, 2yg+ter+p 











Kapitel Il. 
Bestimmung aller Flächen mit 00? paarweise vertauschbaren 
projektiven Transformationen. 


31. Wir suchen jetzt alle Flächen, die zwei und nur zwei infini- 
tesimale projektive Transformationen: X,f und X,f gestatten, die in 


der Beziehung: 
2 Beam X%,A,f= 0 


stehen. Bei dieser Fragestellung sind wiederum die Flächen zweiten 
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Grades sowie die Kegel (beziehungsweise Zylinder) von vornherein aus- 
geschlossen. Da immer mindestens eine Ebene vorhanden ist, die bei 
X,f und X,f ihre Lage behält, so können wir ohne Beschränkung an- 
nehmen, daß X,f und X,f linear sind. 

Bezeichnen wir nun, wie im vorigen Kapitel, mit X,f und X,f 
die linearen homogenen Transformationen, die die unendlich ferne [237 
Ebene in derselben Weise wie X,f und X,/ transformieren, so dürfen 
wir schließen, daß auch die Gleichung: 


besteht. u 


Es erzeugen daher X,f und X,f sicher eine arte 
lineare und homogene Gruppe mit vertauschbaren linearen und homo- 
genen Transformationen. Nun aber haben wir alle derartigen Gruppen 
schon längst bestimmt und auf kanonische Formen gebracht. Wir er- 
teilen daher X,f und X,f nach und nach diese kanonischen Formen, 
bringen sodann die zugehörigen Ausdrücke X,f und X,f durch lineare 
Transformationen auf möglichst einfache Form und stellen endlich die 
zugehörigen invarianten Flächen auf. Dabei sehen wir, wie schon ge- 
sagt, von Ebenen, Flächen zweiten Grades, Kegeln (und Zylindern) ab. 

Da die erforderlichen Rechnungen außerordentlich einfach sind, und 
die angewandten Methoden sich von den früher benutzten nicht unter- 
scheiden, so führen wir die Rechnungen nur so weit aus, daß es den 
Leser keine Mühe kosten wird, die Richtigkeit unserer Entwickelungen 
zu kontrollieren. 


El 


32. Wir setzen zunächst: 


| Xıf=:p, Xf=zq 
und dementsprechend: 


Xr-2p+4Ap+Bg+tCr, 
Xf=2q+Lp+Mg+Nr, 
L- KAf-0=-0g— Xp. 


woraus: 


Es besitzen daher X,f und X,f die Form: 


; z 
Xf=(e+ A) r BSR, 


ef of 
Ari, tet), 


die zugehörigen invarianten Flächen sind eben und kommen somit 
nicht weiter in Betracht. 
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82. 


33. Wir setzen De [238 
X,f= ep, XKf=2g+U 
und dementsprechend: 
Af=2p74Ap +B940r, 
%f=29g+U+Lp+Mg+Nr, 


O0=0g+Ap+Bgqa+Cr— Np 


woraus: 


und: 


A=N, B=-(=0. 
Es hat somit X,f die Form: | 
Kıf- (+2, 


08°: 


und es sind daher die bei unsrer zweigliedrigen Gruppe invarianten 
Flächen Zylinder, die mindestens &* projektive Transformationen ge- 
statten und somit hier nicht in Betracht kommen. 


8 8, 


34. Wir setzen sodann: 


X,f= 24, X,f= q 
und dementsprechend: 


X,f=29+4p+Bg+ Or, 
%f=2q+Lp+Mg+Nr, 


0=4Aga—-Ng und A—N=(. 


woraus: 


Da wir nun ohne Beschränkung: B=0, M=0 setzen können, wird: 


Xf=zqa+Apr+Ür, X,f=xq+ Lp-+ Ar. 


Ist nun, wie wir zunächst annehmen, A=(, so können wir Ü=1 
setzen; es sind dann die zugehörigen invarianten Flächen: 


x? — L (2y — 2°) = Const. | 
vom zweiten Grade und kommen somit nicht weiter in Betracht. 
Ist dagegen A-#+0, so können wir A=1 setzen. Die zuge- [239 
hörigen invarianten Flächen: 


(2 — Cx)’+ (1— CL) (20y — 2?) = Const. 


sind wiederum trivial. 
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SA 


35. Wir setzen sodann: 
X,f= 2:9, Xf=2g+U 
und dementsprechend: 
X,f=2q+4Ap+Bg+Cr, 
X,f=a29+U+Ip+Mqa+Nr, 


0=4Ag+Ap+Bq+Ür—Ng 


woraus: 


und: 


A ch N 


Es besitzt daher X,f die Form (z + B)g; die bei unsrer zweigliedrigen 
Gruppe invarianten Flächen sind Zylinder und somit trivial. 


8 5. 


36. Jetzt setzen wir: 
Xıf=2q Xf=zp+2g 
und dementsprechend: 
X,f=zq+4Apr+Ba+Cr, 
Xf=zp+axq+Lp+Mga+Nr, 
0=0p+4Ag—Ng 


woraus: 


und: 


C=0, A=N. 
Wir können überdies ohne Beschränkung: 
BU A 16, MM .0 


setzen, sodaß die invarianten Flächen: F= Const. durch die Gleichungen: 


De on an or oE OF 
me me muuns irn N 


bestimmt sınd und daher die Form: 


y-ı2+12°+11°=-K 
besitzen. 

Die gefundenen Flächen sind oo! Gayleysche Regelflächen dritten 
Grades, die unter einander kongruent sind. Diese Flächen gestatten aber 
0° projektive Transformationen und kommen somit hier nicht 
weiter in Betracht. 
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S 6. 
37. Wir setzen jetzt: 


X,f=294+0, Xf=zp+aqg+aU 
und dementsprechend: 


Xf=294+U+Ap+Baqa+Cr, 
%f=zp+tzaq+eU+Lp+Mg+Nr, 
woraus: | 
O0=Cp+4Aqg+a(Ap+Bg+Ür)— Ng— (Ip+Mg+Nr) 
und: 
C+e4—-L=0, 
Ca—N=0. 


Nun können wir aber ohne Beschränkung: 


A=b=-(=0 
setzen, und also wird: 

L=M=N=0 
und: 


Xf=249+U, Kf=-zp+tag+tal, 


so daß die gesuchten invarianten Flächen durch die Gleichung: 


voıaa. 
dargestellt sind. 

38. Wir schalten hier die Bemerkung ein, daß man die Kon- [241 

stante « von vornherein gleich Null setzen kann. Führen wir nämlich 


die Veränderlichen: 
an 4.4, ee 
ein, so kommt: 


Xf=-ant0ı, Kf-eXf- am ta: 


Es ist in der Tat ein Fehler in meiner früheren Aufzählung der 
kanonischen Formen aller linearen homogenen Gruppen in x, %, 2, 


di 
ie Form ua 
anstatt der einfacheren Form: 
2a +UÜ, zp-+tagqg 
aufgestellt zu haben. 
39. Unsre Flächen erhalten übrigens eine noch einfachere Gestalt 
durch die projektive Transformation: 


1 
en 


% 
F7 
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In dieser Weise erkennen wir, daß die transzendente Fläche: 
(2) y— t14?+ logz = 0 
die zweigliedrige Gruppe: 
(N) gq—ar, p+xg 
gestattet.') eo 
40. Wir setzen jetzt: 
Xıf=e2qg, Xf=eptagt+t U 
und dementsprechend: 
Xf=eq+Ap+Bea+ Cr, 
X,f=zp+xq+U+Lp+Mg+Nr, 


woraus: [242 


O0=0p +Agq+Ap+By+Cr— Ng 
O1 a0 AIBN 80% 


und: 


Nun aber können wir ohne Beschränkung: 

L=M=-N=0 

A u 0.9 
2.0 R — 90, 


so daß wir nur Zylinderflächen finden, die hier nicht weiter in Betracht 
kommen. 


setzen; also folgt: 


und: 


S 8. 
41. Wir setzen jetzt: 
Xf=2g,, Xf=ap+eU 
und dementsprechend: 


Xf=29q9+4Ap+Ba+Cr, 
X,f=ıp+eU+Lp+Mqg+Nr, 


woraus: 
A(l+e)p+ Baqg+ (Car— Ngq=0 
und: 


A-0009 


Da wir ohne Beschränkung D= 0 und dementsprechend N = setzen 
können, wird: | 


X,f=29q+Apr+ÜCr, X,f=ap+teU+Lp+Mg 





1) Wir bemerken, daß die beiden infinitesimalen Transformationen: q — zr, 
p+ xq mit q zusammen eine einfach transitive Gruppe von projektiven 
vertauschbaren Transformationen erzeugen. 
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u A Bo 0: 


42. Wir wollen zunächst annehmen, daß Ü von Null verschieden 
ist und somit gleich 1 gesetzt werden kann. Alsdann ist: 


&=0, A=0 
und, wenn L=0 gesetzt wird: 
Xf=24+r, %f=zap+ Ma. 
Die zugehörigen invarianten Flächen: = [243 
2y— ?—-2Mlogx=K 


sind unter einander kongruent, weil ihre Schar bei jeder Translation 
längs der y-Achse invariant bleibt. Wir können daher K=0 und 
überdies M = — 1 setzen; die entsprechende transzendente Fläche: 


y-32+logr=0 
ist aber offenbar projektiv mit der früher gefundenen Fläche (1). 


43. Wenden wir uns jetzt zu dem Falle © = 0; dann können wir 
A=1 und dementsprechend «= — 1 sowie: 


Af=24+Pp, Kf=yq+rer—Lp 


setzen. Die zugehörigen invarianten Flächen: 


32° Lob =- KK 


interessieren uns nur, wenn L=-++0 ist; alsdann kann Z offenbar gleich 

—1 gesetzt werden. | | 
Die oo! Flächen unsrer Schar sind unter einander kongruent, und 

es kann daher X —= (0) gesetzt werden. Die hierdurch gefundene Fläche: 


Y 
ee 


gestattet die Gruppe: 
(13) p+2g4, yatrer+p. 

44. Es fragt sich, ob die beiden Gruppen I‘ und I, mit einander 
projektiv sind. 

Zur Entscheidung dieser Frage bemerken wir, daß sowohl bei I} 
wie bei I, zwei und nur zwei Ebenen invariant bleiben, nämlich in 
beiden Fällen die Ebenen: z=0 und: z= 0. Wären nun diese beiden 
Gruppen mit einander projektiv, so müßte bei der Überführung von T\, 
in I\ das Ebenenbüschel: z2= Const. in sich transformiert werden. 
Nun aber schneiden die Ebenen: 2 = Const. die bei I} invarianten 


Flächen: y— 42? + logz = Const. 
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nach Kegelschnitten, und die bei der Gruppe I‘, invarianten Flächen: 


— z — logz = Const. [244 
nach Geraden. Also sind die Gruppen I) und IT‘, wesentlich verschie- 
den; dementsprechend ist die Fläche: 


(IT) | x — —— logz— 0 


ein neuer Typus von Flächen mit gerade oo? projektiven vertausch- 
baren Transformationen: 


(N) p+z294, p+tya+aer.‘) 


89. 
45. Wir setzen jetzt: 


X,f=24+T, X,f=ap +eU 
und dementsprechend: 


Xf=2gq+U+4Ap+Bg+Or, 
Xf=x2p+aU+Lp+Mg+Nr, 
woraus: 
0=A(l+e)p+DBaqg+ Cor — Lp— Mgqa— Ng— Nr 
und: 
Al+e)—-—L=0, Be—-M-—-N=0, C(ao—N=0, 
oder, da ir A=B=Ü=0 setzen dürfen: 
L=M=-N=\, 
Es wird daher: | 
Xi/=:qa+0U, XK,f=ip+eUV. 


Die zugehörigen invarianten Flächen: 
Y er 
21002 0 log — =K 


bilden einen neuen Typus von Flächen mit 00? projektiven ver- [245 
tauschbaren Transformationen. Dies folgt daraus, daß es drei Ebenen 
gibt, die bei der Gruppe: zg + U, xp + «U invariant bleiben, nämlich 


die Ebenen: are 


46. Wir bringen unsre Flächen auf eine einfachere Form, indem wir: 
x Yy ı 
, a2 


1) Die Transformationen: p+z2q9, Pp+yq-+ zr bilden eine Untergruppe der 
einfach transitiven Gruppe: | 


pP, 29, ya +zr 
mit vertauschbaren projektiven Transformationen. 
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als neue Veränderliche einführen. Dann erhalten unsre »! Flächen 
die Gestalt: y+ «logr an log Es K 


und sind somit unter einander kongruent. Wir können daher die ein- 
zige Fläche: 


(III) y+elogr +logz= 0 


als Repräsentanten des gefundenen Flächentypus betrachten. Die zu- 
gehörige Gruppe!) besitzt die Form: 


(I;) 4—31, Lp—aozr. 


Sei} 
4%. Wir setzen jetzt: 


X f=ap+aU, X,f=yga+BU 
und dementsprechend: 


|&f=2p t«aU+4Ap+Bg+Cr, 


4 
= \Sf=yg+ßU+Ip+Mg+Nr, 
woraus: 
: 0= Aßp+ B(ß-+1)ga + CBr — L(a+1)p — Maq — Nar 
und: 


Aß— L(e+1)=0, 
B($+D)—-Me=0, 
CB—-Nae=0. 


Eine ausführliche Diskussion dieser Bedingungsgleichungen [246 
ersparen wir durch die folgenden Betrachtungen. Bei den vorliegenden 
Gruppen bleiben sicher drei getrennte Punkte in Ruhe, die sich in der 
unendlich fernen Ebene befinden; dementsprechend bleiben sicher drei 
Ebenen invariant. Existierten nun nicht mehr als jene drei invarianten 
Punkte, so könnten wir eine solche invariante Ebene ins Unendliche 
verlegen, die nur zwei invariante Punkte enthielte. 

Wir brauchen daher unter den Gruppen (4) nur diejenigen in Be- 
tracht zu ziehen, bei denen ein im Enndlichen gelegener Punkt, etwa 
der Koordinatenanfang, in Ruhe bleibt; diese Gruppen besitzen aber 


en Xf=ap+teU, Xf=yg+BU. 
Dabei können wir von dem Falle: «ß® = 0, der nur Kegel liefert, ab- 
sehen; ebenso von dem Falle: «=ß=—1, der nur Flächen zweiten 


Grades liefert. Da andererseits & und ß gleichberechtigt sind, brauchen 
; wir nur den Fall: ee 


1) Die Gruppe T‘, gehört als Untergruppe der einfach transitiven Gruppe 
mit vertauschbaren projektiven Transformationen: q, Zr, gp an. 
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zu diskutieren. Die entsprechenden Flächen: 
IN} zey? — Katrti= 0, 


die offenbar unter einander projektiv sind, gestatten die Gruppe: 








(I) zp rau, yotBU we 








Diese Gruppe ist enthalten in der Gruppe: 
IP, Yg, 7, 
die unsere Flächenschar invariant läßt. 
Offenbar können wir die Gleichung unsrer Flächen auf die sym- 


rische Form: . 
metris zip K 


bringen. | 

48. Alle Flächen, die nur solche projektive Transformationen ge- 
statten, die paarweise vertauschbar sind, können, wenn diese Transforma- 
tionen eine kontinuierliche Gruppe mit mehr als einem Parameter bilden, 
auf eine unter den vier folgenden Formen gebracht werden: 














a y- 42’+ logz= 0 ar 
g-2r,praq 
a el 





| p+tz2gq,ptyg+tzr 
(II) y + log (2%) = 0 

















gq—2r, Xp — azr 








IN | ey — gt ri ( 








zp+eU, yy +BU 








Diese Flächen besitzen viele merkwürdige Eigenschaften, mit denen 
ich mich bei verschiedenen Gelegenheiten beschäftigt habe. 


Kapitel III. 
Flächen, die oo! projektive Transformationen gestatten. 


49. Will man alle Flächen mit 0! projektiven. Transformationen 
bestimmen und ihre Gleichungen auf kanonische Formen bringen, so 
muß man nach meinen allgemeinen Theorien zuerst alle ee 
projektiven Tranzformationeh auf kanonische lineare Formen bringen 
und sodann die zugehörigen Bahnkurven bestimmen. Faktisch sind 
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die hierzu erforderlichen Rechnungen schon längst von d’Alembert, 
Cauchy und ihren Nachfolgern ausgeführt, während allerdings die 
gruppentheoretische Auffassung und Verwertung dieser Rech- 
nungen von mir herrührt. Ganz besonders darf ich daran erinnern, daß 
ich schon im Jahre 1871 zeigte, daß die Haupttangentenkurven auf 
allen diesen Flächen durch eine einzige Quadratur gefunden werden 
können. | 

50. Stellt man sich die Aufgabe, für einen bestimmten n-fach aus- 
gedehnten Raum entweder alle eingliedrigen projektiven Gruppen 
oder aber alle projektiven Gruppen dieses Raumes auf kanonische 
Formen zu bringen, so ist es, wie ich bei vielen Gelegenheiten [248 
gezeigt habe, praktisch zweckmäßig, Schritt für Schritt vorwärts zu 
gehen. Man erledigt zuerst das betreffende Problem für n = 1, sodann 
dasselbe Problem für n = 2, indem man sich auf lineare homogene 
Transformationen beschränkt; hernach erledigt man das allgemeine 
Problem für n = 2, sodann dasselbe Problem für n=3, indem man 
sich auf lineare homogene Transformationen beschränkt, und so weiter. 

Um in einfachster Weise die Zweckmäßigkeit dieses sukzessiven 
Verfahrens zu illustrieren, stelle ich mich auf den Standpunkt, daß 
ich meine Bestimmung aller linearen homogenen infinitesimalen 
Transformationen in drei Veränderlichen als bekannt voraussetze; aus- 
gehend von dieser Bestimmung zeige ich sodann, wie man in ein- 
fachster Weise alle infinitesimalen projektiven Transformationen des 
Raumes x, y, z auf kanonische Formen bringen kann. 


5l. Eine infinitesimale lineare und homogene Transformation in 
%, y, 2 läßt sich auf eine unter den folgenden kanonischen Formen 






bringen: | 
-(1) exp + Byq + yar -M@-Ny-a)+0 
(2) zp+yq+telap+yq+er), 
(3) ep+x4+(ap-+yq+zr), 
(4) zp +xg, 
(5) "yq+elsp-+yq+ er), 
(6) yq; 
(7) zg tap+ya+taer, 
(8) 29, 
9 zp+yg+er, 
' (10) 0. 


Da nun jede infinitesimale projektive Transformation mindestens 
‘eine Ebene in Ruhe läßt, die wir ins Unendliche verlegen können, so 
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erhalten wir alle infinitesimalen projektiven Transformationen, wenn 
wir zu den obenstehenden zehn linearen homogenen Transformationen 
einen Ausdruck von der Form: 


Ap+Bq+Ür 


addieren. Will man sodann die gefundenen infinitesimalen projek- [249 
tiven Transformationen auf kanonische Formen bringen, so muß man 
einerseits die Konstanten A, B und C soweit möglich partikularisieren, 
andererseits unter allen in dieser Weise gefundenen projektiven 
Transformationen die überzähligen ausschließen, sodaß nur solche 
Formen beibehalten werden, die unter projektiven Gesichtspunkten 
wesentlich verschieden sind. 


52. Ist die infinitesimale lineare Transformation: 


(.e+by+aD)p+ (a +by+o2)ga+ (ae +by+Ge)r + 
an Bo, 
eine unter den zehn oben besprochenen Transformationen, die wir aus 
einer kanonischen linearen homogenen Transformation durch Addition 
des Ausdrucks: Ap + Bq + Cr ableiteten, so versuchen wir in jedem 
einzelnen Falle, durch Einführung der neuen Veränderlichen: 
n=aH+Ll, „=y+M, 1=2+N 
die Glieder nullter Ordnung zu partikularisieren. In diesen neuen 
Veränderlichen erhält Wf die Form: 
d2,:dt= an +bhy +41 — (a L+b,M+ceN)+A, 
Iy,:dt=a,n, +by+624,—-(,L+b,M+«N)+B, 
I2,:dt=- u. +by +61 —- (ya L+b,M+CN)+C. 
Ist nun insbesondere die Determinante: 
‚a, by c5| 
von Null verschieden, so lassen sich die Konstanten ZL, M und N so 
wählen, daß die Gleichungen: 
a„aL+b,M+cN=4, 
4sL+6M+aoN=B, 
a«L+b,M+c,N=Ü 
bestehen. In diesem Falle ist es somit gestattet, in Wf die Konstanten 


A, B, C ohne weiteres gleich Null zu setzen. 


Ist die Determinante |a, b, c,| gleich Null, so partikularisiert 
man die Konstanten A, B, C in jedem einzelnen Falle so viel wie 
möglich. | 
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53. Nachdem wir in dieser Weise die neuen Transformationen [250 
Wr auf möglichst einfache Formen gebracht haben, die unter einander 
innerhalb der allgemeinen linearen Gruppe wesentlich verschie- 
den sind, stellen wir die Frage, welche unter allen diesen Formen 
innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe wesentlich ver- 
schieden sind. 

Die Erledigung dieser Frage wird dadurch wesentlich vereinfacht, 
daß wir in jedem einzelnen Falle die bei der betreffenden Transforma- 
tion Wf invarianten Punkte und Ebenen bestimmen. Zu diesem Zwecke 
führen wir homogene Koordinaten x, y, z, u ein, indem wir Wf die 
Form: 


(2+by+o2+Au)p+(@®+by+c2+Bu)g a. 
+ (0,2 + by +08 + Cu)r 
erteilen und sodann die Gleichungen: 
„cc +by+a2+Au=or, 
0,2 +by+c2+ Bu=oy, 
2 +by+62+ÜUlu=oz, 


0=ou 
bilden. Die verschiedenen Wurzeln der Gleichung vierten Grades: 
Bar—:o b, ei A 
| A, .—-0G b 


A; b; Go. 
lo 0 0) — 0 





liefern sodann in bekannter Weise die invarianten Punkte, die je nach 
dem Verhalten der Unterdeterminanten, die zu den mehrfachen Wur- 
zeln gehören, entweder isoliert sind, oder aber Gerade, respektive 
Ebenen ausfüllen. 

Wollen wir sodann die invarianten Ebenen bestimmen, so suchen 
wir zuerst die invarianten Geraden der unendlich fernen Ebene und 
bestimmen sodann alle invarianten Ebenen derjenigen Ebenenbüschel, 
deren Achsen die soeben besprochenen invarianten Geraden sind. 
| Indem wir diese Rechnungen für alle zehn Fälle durchführen, ge- 
lingt es ohne weiteres, alle infinitesimalen projektiven Transforma- 
| tionen auf kanonische Formen zu bringen. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen können wir unsre Dis- 


kussion der zehn Fälle in knapper Form entwickeln. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 34 
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st [251 
54. Wir betrachten zuerst die ınfinıtesimale Transformation: 
exp +ßyqy+yzr +Ap+Bqg+ Cr -MB-Nlr-e)+0. 


Fügen wir nun zunächst die weitere Forderung: 
aßy+0 


hinzu, so können wir: A=B=Ü=0 setzen. Zur Bestimmung der 
invarianten Punkte bilden wir die Gleichung vierten Grades: 


'@a—o0 0 0 
me 


— (e-e)$P-o)(Y—-o)o 


| 


0 0 ee 
‚0 0 Ö =} 





mit vier verschiedenen Wurzeln, deren jede einen isolierten invarianten 
Punkt liefert. In diesem Falle liefern die Ecken und Ebenen des 


Tetraeders: 
%.y.2.0=0 


vier isolierte invariante Punkte und vier isolierte invariante 
Ebenen; weitere invariante Punkte, respektive Ebenen gibt es nicht- 
Hiermit haben wir die infinitesimale projektive Transformation: 


(T’) axcp + Pygq-+ yar (e-)B-Nr-Japßy+0), 
deren o0* Bahnkurven durch die Gleichungen: | 
| we 
ed, 
AeRzE 


gegeben sind. Diese Kurven sind transzendent, ausgenommen, wenn die : 
beiden Verhältnisse «: ß:y rational sind. 

Ich darf daran erinnern, daß ich gezeigt habe, daß diese Kurven 
nicht allein oo! projektive Transformationen, sondern auch oo! dua- 
listische Transformationen, sowie eine Reihe anderer Berührungstrans- 
formationen gestatten. Ds Bemerkung bezieht sich übrigens auch 
auf die folgenden Fälle. 

Wir wollen sodann annehmen, daß unter den drei Konstanten [252 


«, ß, y, die fortwährend en sein sollen, eine, etwa y gleich 
Null ist. Aus dem Ausdrucke: 


ezp+ßyg+Ap+By+Cr («-8)a3+0 


lassen sich jetzt zwar A und DB, nicht aber C wegschaffen; wir müssen 
daher die beiden Fälle: C+0 und C=0 für sich beBandeni 
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Der Fall: y=0, (#0. 
55. In diesem Falle können wir Ü=1 und 
(IT) Wf=ap+Pßyg+r 0 aM P+0) 


setzen. Jetzt werden die ıinvarıanten Punkte bestimmt durch die Glei- 
chung vierten Grades: 


Bo a 
0) -—0o0 0 
O0 1 |su-06-0# 


10 0) 0) —o 





Die beiden einfachen Wurzeln 1 und ß geben zwei isolierte invariante 
Punkte, die Doppelwurzel: o=0 gibt ebenfalls, da die zugehörigen drei- 
reihigen Unterdeterminanten nicht alle verschwinden, einen isolierten 
aber doppelt zählenden invarianten Punkt. Es gibt dementsprechend 
auch drei invariante Ebenen: <=0,y=(0 und die unendlich ferne 
Ebene, unter denen die letzte doppelt zählt. 

Die Bahnkurven von Wf sind transzendent und bestimmt durch 
die Gleichungen: | 


EN 
N, 


SS. 


x — 
= 
Der Ball: =0,6=0. 
56. In diesem Falle können wir: 
(III”) Wf= «exp + Byq ((e— Map + 0) 


setzen. Die zugehörige Gleichung vierten Grades: [253 


2.— 00 I, 


ae en 
nn a -(@-0)B—-o)o 


oa 








hat eine Doppelwurzel, für welche die zugehörigen dreireihigen Unter- 
determinanten verschwinden. Die Doppelwurzel gibt daher eine Reihe 
von oo! invarianten Punkten, die auf der Geraden: = y=( gelegen 
sind; die beiden einfachen Wurzeln geben zwei isolierte invariante 
Punkte. Dementsprechend gibt es ein Büschel von invarianten Ebenen: 


2 = Const. und zwei isolierte invariante Ebenen: = 0 und: y=. 
34* 
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Die zugehörigen Bahnkurven: 


1 
ze yR 
rl om 


sind im allgemeinen transzendent und eben. Für rationale Werte des 
Verhältnisses &: ß sind diese Kurven algebraisch. 
Hierher gehört insbesondere die infinitesimale Rotation. 


S2. 
5%. Wir betrachten jetzt die Transformation: 
szp+tyqatelsp+ygq+ter) rAp+Bg+ Cr 


und bestimmen die zugehörigen kanonischen Formen dieser Trans- 
formation innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe. Nach unseren 
früheren Entwickelungen können die Konstanten A, B und C gleich 
Null gesetzt werden, sobald wir annehmen, daß: 


e«(«+1)+0 


ist. Unsre infinitesimale Transformation erhält unter dieser Voraus- 
setzung die Form: 


(ee +2)p+(le+1l)yg-+eer. 


Die zugehörige Gleichung vierten Grades: 


ee 1 m [254 
0 «e+1-o0 0 | 

0=| ey = 
oo ah («= ee +1) 
0 0 0 — {9 





hat zwei einfache Wurzeln und eine Doppelwurzel, für welche die zu- 
gehörigen dreireihigen Determinanten nicht alle verschwinden. Unsre 
Gleichung vierten Grades verhält sich also genau, wie in dem zweiten 
Falle des vorigen Paragraphen. Daraus läßt sich nun allerdings nicht 
ohne weiteres schließen, daß diese beiden Fälle identisch sind. Setzen 
wir aber: 


1 


M--, & 


2 
2 =- 7 


y’ 
so besteht identisch die Gleichung: 


’ 


rtptruyg =-2Pp ty - wm +yıNhF+ ar), 


und also liefert unsre Annahme: «(@a+1)-+0 wirklich nur solche 
Transformationen, die mit den früher gefundenen innerhalb der allge- 
meinen projektiven Gruppe gleichberechtigt sind. 
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Der Fall: «+1=0. 
58. In der infinitesimalen Transformation: 
(2 —e)p+tzr+ Ap+Bq+ Cr 


können wir A und Ü gleich Null, 5 gleich 1 oder Null setzen. Von 
der Annahme: B=( können wir aber absehen, da bei der Trans- 


formation: 
(2 —z)p+zr 


zwei unendlich ferne Punkte und alle Punkte der Geraden: <=0,2=0 

invariant bleiben. Es leuchtet nämlich ein, daß wir diese Transforma- 

tion bei der Diskussion der Fälle (5) oder (6) wiederfinden müssen. 
Wir können daher im vorliegenden Falle: 


(IV”) W=(&—-d)p+tater 


setzen. Da es von vornherein bekannt ist, daB bei dieser Transforma- 
tion zwei isolierte unendlich ferne Punkte invariant sind, und es an- 
dererseits unmittelbar klar ist, daß kein endlicher Punkt seine Lage [255 
behält, so können wir ohne weiteres behaupten, daß unsre Trans- 
formation von den früher gefundenen, deren jede mindestens drei 
Punkte in Ruhe läßt, wesentlich verschieden ist. Zum Überfluß no- 
tieren wir, daß die zugehörige Gleichung vierten Grades: 





1-00 -1 0 
0 —o U 1 

0= Sur. 23 
Bed ee 
0 0:50 — 9 





zwei Doppelwurzeln besitzt, und daß für beide Wurzeln die zugehöri- 
gen dreireihigen Unterdeterminanten nicht alle verschwinden. Es existieren 
daher zwei isolierte doppeltzählende invariante Punkte: 


=Z7=4=(0 und y-7=u=0 


und zwei doppeltzählende invariante Ebenen: 


z=0 und z=mw. 
Die zugehörigen Bahnkurven: 
tlogz=a, y—-logz=b 
sind transzendent, liegen aber auf den Flächen zweiten Grades: 


= +y=e. 
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Det 2 0 
59. Hat Wf die Form: 
Wf=zp+yaqa+Ap+Ba+Cr, 


so können A und B gleich Null gesetzt werden. Dabei sind zwei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem: C= 0 oder: C+0 ist. 

Wir wollen zunächst annehmen, daß C von Null verschieden ist, 
und können dann Ü=1 und: 


N Wf=zp+yg+r 


setzen. Die Form dieser Transformation zeigt unmittelbar, daß [256 
kein im Endlichen gelegener Punkt invariant bleibt; in der unendlich 
fernen Ebene liegen andererseits bekanntlich zwei invariante Punkte. 
Bilden wir nun die Gleichung vierten Grades: 


a0. 1.0, 
De ee | 
ee 3 —_ af 0, 
0) Ö —ol =; 
00 0-9 





so sehen wir, daß der eine unter diesen invarianten Punkten, nämlich 
der unendlich ferne Punkt der x-Achse dreifach zählt, während der 
andere invariante Punkt nur einfach zählt. Dementsprechend existieren 
zwei invariante Ebenen, nämlich: «= 0 und: y=0. 

Die Transformation: 


zp+yg+r 


ist daher von den früher gefundenen wesentlich verschieden. 
Die zugehörigen Bahnkurven, deren Gleichungen sind: 


27—-?=a, 2—-logy=b, 


sind transzendent, liegen aber jedesmal auf einer Fläche zweiten Grades. 


60. Wir müssen endlich den Fall: «= (Ü=0 untersuchen. In 
diesem Falle hat unsre Transformation die Form: 


(VP) zp + yq. 
Die zugehörige Gleichung vierten Grades: 
Kell 09 | 
| 
oe 
0= — de 
ee, ol —e) 


00 Va 
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hat eine einfache Wurzel, die einen isolierten invarianten Punkt: 
z=2=u= 0 liefert, und eine dreifache Wurzel, die eine invariante 
Punktreihe: 2= 0, y = O0 liefert. Dementsprechend bleibt eine isolierte 
Ebene: y= (0 und alle Ebenen des Büschels: 2= ( invariant. Die 
Transformation: 2p + ygq ist daher wesentlich verschieden von den früher 
gefundenen. 

Die zugehörigen Bahnkurven: [257 


2=4, 


sind transzendente ebene Kurven. 


S 53. 


61. Wir kommen jetzt zu den Transformationen: 
zp+tzq+elap+yq+tzr) +Ap+DBg+ Or 


und brauchen dabei nur die Fälle: «= 1 und: «= zu berücksichtigen. 


Der Fall: «= 1. 
Ist «= 1, so können wir: 
A=B=(=0 


setzen. Die Punkte der unendlich fernen Ebene beschreiben Kegel- 


schnitte: 
u=0, 2ys — = ch,, 


die einander in einem gemeinsamen Punkte (dem unendlich fernen 
. Punkt der y-Achse) berühren. Denken wir uns insbesondere, daß einer 
unter diesen Kegelschnitten grade der imaginäre Kugelkreis, so ist 
unsre Transformation eine infinitesimale Spiraltransformation. 

Die bei der Transformation: 


zptzq+txp+tyq+ter 
invarianten Punkte sind bestimmt durch die algebraische Gleichung 
vierten Grades: 
"1-00 1 0 
1 10:0 0 
Ö 0 1—-oO 
0 0 Ö —o 


ws (0 Er 1)’e, 





deren einfache Wurzel: go=0 den isolierten invarianten Punkt: —=y=2=0 
liefert; die dreifache Wurzel: oe = 1, für welche die zugehörigen drei- 
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reihigen Determinanten nicht sämtlich verschwinden, liefert ebenfalls [258 
einen isolierten invarianten Punkt, der aber dreifach zählt. Dement- 
sprechend existieren zwei invariante Ebenen: 


z=0 und: 2=o, 


unter denen die eine dreifach zählt. 
Die Bahnkurven werden bestimmt durch die Gleichungen: 


x Yy ; x a 
„oo ber-0, te, love) us 


und sind somit transzendente Kurven. Es ist bemerkenswert, daß eine 
jede unter diesen Kurven auf einer gewissen Fläche zweiten Grades 
liegt, deren Gleichung ist: 


ut -)- wg 
2 ar Er, 20 


Nach dem Verhalten der Determinante 4(e) und ihrer Unterdeter- 
minanten liegt es nahe, zu vermuten, daß unsre Transformation: 
zptzqtszptyg+ter 
mit der früher gefundenen Transformation: 
r, +23 + Yı9 


innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe gleichberechtigt ist. So 
ist auch wirklich der Fall. 
Setzen wir in der Tat: 


ey at x 
Aa 58) Ur) een 


so besteht die Gleichung: 
öf of CSS of DR 22 08 
Ge) ra. 
identisch für jedes f. 
Der hier vorliegende Fall gibt uns also keine neue infinitesimale 
projektive Transformation. 


Der Fall: «=0. [259 
62. Indem wir jetzt die Transformationen: 
2p+x2q+4Ap+ Bqa+ Cr 


untersuchen wollen, bemerken wir zunächst, daß wir unter allen Um- 
ständen: 


A=B=-0 
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setzen können, während die beiden Fälle: C+0 und: (= für sich 
behandelt werden müssen. 
Ist C=+0, so können wir Ü=]1 setzen und erhalten somit die 


Transformation: 
zp+Xg+r. 
Zur Bestimmung der zugehörigen invarianten Punkte bilden wir 
die Gleichung: 


—-—0o0 10 
1 -o0O O0 
ve 0200209 





die eine vierfache Wurzel besitzt, für welche eine dreireihige Unter- 
determinante nicht verschwindet. Es bleibt daher ein und nur ein 
Punkt, nämlich der unendlich ferne Punkt der y-Achse in Ruhe; 
dementsprechend ist die unendlich ferne Ebene die einzige invariante 
Ebene. 

Es geht hieraus hervor, daß die infinitesimale Transformation: 


(VII) 


von den früher gefundenen wesentlich verschieden ist. 
Die zugehörigen Bahnkurven werden bestimmt durch die beiden 


r+zp+xq 


Gleichungen: 
+ =a, y-nz+tf=b 


und sind daher Kurven dritter Ordnung, die einander in einem 
Punkte hyperoskulieren. 


63. Es bleibt übrig, den Fall: 
e=0, C=0 
zu diskutieren. Wollen wir die bei der Transformation: [260 
(VI) zp+xgq 


invarianten Punkte bestimmen, so bilden wir wie gewöhnlich die Glei- 


chung: 


09.0.2120 

1 oO OO 
0=4I(o)= ee a, = 0%, 

020,022 20 








_ deren vierfache Wurzel: ge = 0 00! invariante Punkte bestimmt, die die 
Gerade: 2=0, 2=0 ausfüllen. Dies folgt daraus, daß für g = 0 alle 
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zweireihigen Determinanten, ausgenommen eine, verschwinden. Es bleiben 
andererseits o0' Ebenen in Ruhe, nämlich alle Ebenen des Büschels: 
2 = Const. 

Die zugehörigen Bahnkurven: 


z=a, 2y—- @=b 


sind 00° Kegelschnitte, die ein Linienelement gemein haben. Verlegen 
wir einen unter diesen Kegelschnitten in den imaginären Kugelkreis, 
so wird unsre Transformation eine imaginäre Rotation, deren Achse 
den Kugelkreis schneidet. 

Wir halten es für überflüssig, die noch übrigen Fälle zu dis- 
kutieren. 


xX. 
Verwertung des Gruppenbegriffes für [261 
Differentialgleichungen. 1. 


Leipz. Ber. 1895, Heft IIl, abgeliefert 10. 8. 1895, S. 261—322. Vorgetragen in 
der Sitzung vom 5. 2. 1894, eingeliefert in der vom 11. 4. 1895. 

Die Theorien dieser Abhandlung teilte ich der Kgl. Sächs. Ges. 
d. Wiss. in der Sitzung vom 5. Februar 1894 mit. In meinen Vor- 
lesungen im Wintersemester 1895—1894 entwickelte ich sie ausführ- 
lich und zeigte überdies ihre Tragweite durch mehrere Anwendungen, 
die in dieser Abhandlung nicht Platz finden konnten. Im übrigen er- 
laube ich mir, hervorzuheben, daß alle diese Theorien in knapper 
oder spezieller Form im norwegischen Archiv und den Verh. d. 
Ges. d. Wiss. zu Christiania 1882—1884 skizziert sind [D. Ausg. Bd. III, 


 Abh. XXX VII—XLI; Bd. V, Abh. VII, IX— XI, XIV—XVI XVII). 


In der Fortsetzung dieser Arbeit werde ich unter anderm be- 


weisen, daß meine aus den Jahren 1872—1874 herrührende Integrations- 
theorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen Trans- 


formationen wirklich, wie oft von mir angekündigt (vgl. z.B. Math. 
Ann. Bd. XI [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III]), das Integrationsgeschäft auf 
Hilfsgleichungen zurückführt, deren Ordnung sich nicht erniedrigen 
läßt. Einen Teil dieses Beweises findet man übrigens schon in Math. 
Ann. Bd. XXV [hier Abh. III]. 

Die neueren Untersuchungen über die Zusammensetzung der end- 
lichen Gruppen haben mir gestattet, wie ich in meinen Vorlesungen 
schon öfter hervorgehoben habe, meine ursprünglichen Resultate in 
einem Punkte zu vervollständigen. 


1. In unserem Jahrhundert treten die Begriffe Substitution und 
Substitutionsgruppe, Transformation und Transformationsgruppe, Ope- 
ration und Öperationsgruppe, Invariante, Differentialinvariante und Dif- 
ferentialparameter immer deutlicher als die wichtigsten Begriffe der 
Mathematik hervor. Während seit Descartes die Kurve, als Bild 
der Funktion einer Veränderlichen, fast zweihundert Jahre lang das 
wichtigste Objekt für die Untersuchungen der Mathematiker darbot, 
während andrerseits in unserem Jahrhundert der Begriff Transforma- 
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tion zunächst als Hilfsmittel bei dem Studium der Kurven und Flächen 
hervortrat, entwickelte sich in späteren Dezennien nach und nach eine 
allgemeine Transformationstheorie, deren Element die [262 
Transformation selbst darstellt, während die Transformationsscharen, 
insbesondere die Transformationsgruppen, das Objekt liefern. 

Die allgemeine Transformationstheorie ist in dem Sinne eine ana- 
lytische Disziplin, daß sie durch rein analytische Hilfsmittel ent- 
wickelt werden kann. Sie hat aber mit der Geometrie das wesentliche 
Merkmal gemein, daß sie sich in großer Ausdehnung einer nicht allein 
begrifflichen, sondern geradezu anschaulichen Auffassung dar- 
bietet. 

Bestimmen wir den Unterschied zwischen der analytischen und der 
synthetischen Methode dahin, daß der Synthetiker mit den Begriffen 
räsonniert, der Analytiker nach festen Regeln rechnet, so können 
wir eine wesentliche Eigenschaft der Transformationstheorie darin 
sehen, daß sich ihre Sätze ebensowohl analytisch elegant wie be- 
grifflich, ja anschaulich klar entwickeln lassen. Hierauf beruht 
es, daß die Transformationstheorie wesentlich einfacher als die Sub- 
stitutionstheorie ist. 

Wir unterlassen nicht, ausdrücklich hervorzuheben, auf der einen 
Seite, daß verschiedene mathematische Disziplinen zur Entwickelung') 
der Transformationstheorie beigetragen haben, auf der andern Seite, 
daß schon jetzt viele Gebiete der Mathematik von der Transformations- 
theorie wesentliche Förderung erhalten haben. 


2. Unter allen Disziplinen der Mathematik ist die Theorie der 
Differentialgleichungen die wichtigste. Alle Zweige der Physik 
stellen uns Probleme, die auf die Integration von Differentialgleichungen 
hinauskommen. Es gibt ja überhaupt die Theorie der Differential- 
gleichungen den Weg zur Erklärung aller elementaren Naturphänomene, 
die Zeit brauchen. Hat somit die Theorie der Differentialgleichungen 
eine unendliche praktische Bedeutung, so hat sie auf der andern 
Seite dadurch eine entsprechende theoretische Wichtigkeit, daß sie in 
rationeller Weise zum Studium neuer wichtiger Funktionen, beziehungs- 
weise Funktionsklassen leitet. 


3. Nachdem ich seinerzeit bemerkt hatte, daß die älteren [263 
klassischen Integrationstheorien sich entweder direkt auf solche Dif- 





1) Beispielsweise nenne ich, daß die Potentialtheorie mich ihrerseits zur 
Entdeckung des Zusammenhanges zwischen dem Eulerschen und Jacobischen 
Multiplikator und dem Begriffe: infinitesimale Transformation, indirekt also zur 
Entdeckung des Hauptsatzes meiner Gruppentheorie führte. 
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ferentialgleichungen beziehen, die gegebene Scharen von Transforma- 
tionen gestatten, oder aber unter anderen Gesichtspunkten in elemen- 
tarer Weise mit den Begriffen Transformation und Gruppe in Ver- 
bindung gebracht werden können, stellte ich mir die Aufgabe, über- 
haupt den Begriff der Transformation für die allgemeine Theorie der 
Differentialgleichungen zu verwerten. Zu diesem Zwecke begründete 
ich in den Jahren 1570—1873 einerseits meine allgemeine Theorie der 
Berührungstransformationen, deren Wichtigkeit durch fundamentale 
geometrische Anwendungen illustriert wurde, andrerseits meine all- 
gemeine Theorie der 'Transformationsgruppen, die zu einer Reihe merk- 
würdiger Integrationstheorien führte. 

Die Publikation meiner Vorlesungen und meines dreibändigen 
Werkes über Transformationsgruppen, sowie die Vorbereitung mehrerer 
größerer geometrischer Werke!) hat mir in den letzten zehn Jahren 
nicht gestattet, meine Ideen über die allgemeine Theorie der Differen- 
tialgleichungen mit voller Kraft zu entwickeln. Unter diesen Umständen 
erschien es zweckmäßig, nach und nach in knapper Form einzelne Ab- 
schnitte meiner allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen zu ver- 
öffentlichen. 

Dabei liegt es allerdings in der Natur der Sache, daß es mir un- 
möglich gewesen ist, in diesen kurzgefaßten Mitteilungen alle sich dar- 
bietenden Fragen in erschöpfender Weise zu behandeln. Hoffentlich 
wird es mir aber einmal möglich werden, auch meine Untersuchungen 
über Differentialgleichungen in ausführlicher und systematischer 
Darstellung den Mathematikern vorzulegen. 


4. Der Schwerpunkt der folgenden Arbeit liegt in den 
Theorien, die in den beiden ersten Kapiteln entwickelt wer- 
den. Die Anwendungen, die in den folgenden Kapiteln gegeben werden, 
sollen zur Illustration dieser Theorien dienen. Es liegt in der Natur 
der Sache, daß die Zahl der Anwendungen unbegrenzt ist. Ich habe 
solche Anwendungen gewählt, die nach meiner Ansicht für die meisten 
Leser besonders lehrreich sein werden. 





1) Unter dem Titel: Geometrie der Berührungstransformationen 
werde ich, unterstützt von Herrn Dr. Scheffers, ein mehrbändiges Werk ver- 
öffentlichen, das eine ausführliche und systematische Darstellung und Verwertung 
meiner ältesten geometrischen Ideen geben soll. Zwei ähnliche geometrische 
Werke sollen meiner Theorie der Translationsflächen und der Verwertung 
der Gruppentheorie für Geometrie gewidmet werden. y 
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Kapitel l. [264 


Reduktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation 
einer unendlichen Gruppe auf eine gegebene kanonische Form. 


5. In früheren Publikationen zeigte ich, daß die Integration einer 
vorgelegten linearen partiellen Differentialgleichung;: 


0-Af=u; N a 
immer dann geleistet werden kann, wenn diejenige infinitesimale Trans- 
formation, deren Symbol Af ist, einer endlichen kontinuierlichen Gruppe: 
X,f, -.., X,f mit bekannten endlichen Transformationen: 
=h(& ey din re a,) Wr) 
angehört. 

Da dieser Satz eine hervorragende Wichtigkeit besitzt, lag es nahe, 
sich die Frage vorzulegen, ob er auch dann gültig bleibt, wenn die in- 
finitesimale Transformation Af einer unendlichen Gruppe angehört, 
deren infinitesimale oder endliche Transformationen entweder bekannt 
oder aber durch Differentialgleichungen definiert sind. 

Unter den hiermit angedeuteten Problemen greifen wir zunächst 
das folgende heraus: 


Problem I. Es wird vorausgesetzt, daß man sowohl die Definitions- 
gleichungen: 


J, (e% ie Ze ) = Bis) 


einer unendlichen Gruppe IT, wie die allgemeine infinitesimale Trans- 
formation: 


Kahn 


derselben Gruppe kennt. Es wird verlangt, die Integration der allgemeinen 
Gleichung: Xf=0 auf die einfachsten Hilfsgleichungen zurückzuführen. 


6. Ehe wir dieses allgemeine Problem in Angriff nehmen, wollen 
wir zeigen einerseits, daß mehrere besonders wichtige Fälle dieses 
Problems schon längst von berühmten Mathematikern behandelt [265 
worden sind, andrerseits, daß andere nicht minder wichtige Fälle in 
meinen älteren Arbeiten erledigt worden sind. | 

Die bisherige Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung ist weiter nichts als ein spezieller Fall des aufgestellten 
Problems. 

Ist nämlich etwa: 


p(&, ee, Inn Pı> ER pP) a 
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eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung, so deckt 
sich nach Pfaff und Cauchy die Integration der Gleichung: = a 
mit derjenigen der linearen partiellen Differentialgleichung: 


(pf) — 0 


in den Veränderlichen:. %,,.. ., 2, Pıs --->2,. Nun aber ist nach 
meinen Untersuchungen (pf) das Symbol einer infinitesimalen Be- 
rührungstransformation, und dabei bilden alle endlichen Berührungs- 


transformationen: 
en X, P), P; —- P,(«, p) 


eine unendliche Gruppe, deren Definitionsgleichungen, wie ich längst 
gezeigt habe, gerade die bekannten Gleichungen: 


0-(KX)=- (XP) (BP)=-(PX)-1 


sind. Gerade diese Auffassung war seinerzeit die Grundlage für meine 
Diskussion!) der Integrationsmethoden der partiellen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung: (x, P)—=0. 

‘. Ein anderes, ebenfalls klassisches Beispiel meines allgemeinen 
Problems liefert Jacobis Theorie des letzten Multiplikators, die 
wir in einem folgenden Kapitel (Kap. 3) unter Zugrundelegung einer 


_ gruppentheoretischen Auffassung entwickeln werden. 


Faktisch besteht Jacobis Theorie darin, daß bei der Integration 
einer Gleichung: 





6 7 
» mon r rn, 
die die Bedingung: 
ca 00, 
(2) tt 


erfüllt, die Auffindung der letzten Lösung durch eine Quadratur [266 
geleistet wird. 

Nun aber ist der allgemeine Ausdruck Af, der die Gleichung (2) 
erfüllt, gerade das allgemeine Symbol einer infinitesimalen Transforma- 
tion derjenigen unendlichen Gruppe, deren Transformationen: 


; = X la, %,) 
die Bedingung: 
ran EL On EN 


0%, 0%, 





erfüllen und somit alle Volumina des Raumes z,,...,%, invariant 





1) Ges. d. Wiss. zu Christiania, Januar 1875; Math. Ann. Bd. XI, S. 529 u. ff. 
[D. Ausg. Bd. III, Abh. XVI; Bd. IV, Abh. III, Abschnitt III]. 
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lassen. Es definiert ja die infinitesimale Transformation Af, unter 
der gemachten Annahme, die allgemeinste stationäre Strömung 
eines inkompressiblen Fluidums des n-dimensionalen Raumes 
ER 

Indem wir die Integration der allgemeinen Gleichung: Af=(, 
die die Bedingung (2) erfüllt, als einen speziellen Fall unseres Problems 
auffassen, finden wir das Jacobische Resultat wieder. Unsere Be- 
handlung dürfte aber tiefer als die Jacobische in das Wesen der Sache 
hineinführen. Wir werden nämlich nicht allein erkennen, worauf die 
betreffende Integrationsvereinfachung beruht, sondern zugleich be- 
weisen, daß eine weitergehende Pe nicht erreicht 
werden kann. 


8. In Kap. 4 beschäftigen wir uns mit allen ee 





Xf-0-45 + en re 
- die die » Bedingungen: 
(3) nn (a 2 ++. + a) = (0) ER 


erfüllen.) Die hierdurch definierten Ausdrücke Xf sind die allge- 
meinsten infinitesimalen Transformationen einer gewissen unendlichen 
Gruppe, deren endliche Transformationen dadurch charakterisiert sind, 
daß sie alle Volumina nach demselben Verhältnis ändern. 

9. Ein weiteres Beispiel liefert meine allgemeine Inte- [267 
grationstheorie solcher simultaner Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleichungen, die Fundamentallösungen besitzen. 

Im Jahre 1882 betrachtete ich überhaupt lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen von der Form: 


HD EWR 0, 


indem ich die Annahme hinzufügte, daß die r infinitesimalen Trans- 
formationen: | 


IS ö 
Al > Er (Bir >, %) De 
1 


eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. Für derartige lineare partielle Dif- 





1) Wenn Xf die Bedingungen (3) erfüllt, so läßt sich die zugehörige ein- 
gliedrige Gruppe als allgemeiner analytischer Ausdruck einer statio- 
nären Strömung eines gasartigen Fluidums auffassen. 
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ferentialgleichungen entwickelte ich eine schöne Integrationstheorie, 
indem ich das Integrationsproblem auf die Integration eines vollstän- 
digen Systems mit einer bekannten Gruppe zurückführte. 

Bei dieser Gelegenheit richtete ich die Aufmerksamkeit darauf, 
daß der Ausdruck: 


(4) + INUWNT 


sich auffassen läßt als die allgemeine infinitesimale Trans- 
formation einer unendlichen Gruppe in den a +1 Veränder- 
lichen: 


ER 


n? 


Unter den Transformationen dieser Gruppe befindet sich insbeson- 
dere die infinitesimale Translation öf:öw. Sind nun: 


2, — dm Ay a,) 


die endlichen Gleichungen der r-gliedrigen Gruppe: X,f,..., X,f, 
so sind die Relationen: 


= f,(a, Km A, w), .. A,W), vu re, 


mit den willkürlichen Funktionen: A, (w),..., A,(w) von u die endlichen 
Gleichungen der unendlichen Gruppe (4). Faktisch war auch der Ausgangs- 
punkt meiner alten Behandlung des vorliegenden Integrationsproblems [268 
die Bemerkung, daß jede infinitesimale Transformation: 


+ DXLfr + ER 


durch passend gewählte Transformationen: 


%, = la... 1, Aw, ..., A,W), vu 


‘auf die Form: 


of 


ow 
gebracht werden kann. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß diese meine alte Integrationstheorie 
' wirklich einen speziellen, besonders interessanten Fall meines oben auf- 


| gestellten allgemeinen Problems I erledigt. 


10. Ein Beispiel liefert endlich auch meine Integrationstheorie 
' einer linearen partiellen Differentialgleichung;: 


of 
"Af-I9= 2 0,(8; ae, %,) 9x,’ 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 35 
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die r bekannte infinitesimale Transformationen gestattet, die Rela- 
tionen von der Form: 


N Kf X,X,f= Ch Ne 0,.(@) Af 


erfüllen. Durch eine Umformung konnte ich nämlich erreichen, daß 
Relationen von der einfacheren Form: 


(XA)=0, (X, X,)= 20,Xf 


bestehen; nach dieser Umformung erzeugen aber die r + 1 infinitesi- 
malen 'Transformationen: 


A, 


eine (r + 1)-gliedrige Gruppe, unter deren Transformationen sich ins- 
besondere Af befindet. 

Doch muß berücksichtigt werden, daß dieses letzte Problem in- 
sofern einen ganz anderen Charakter hat, als die betreffende Gruppe 
endlich ist. Hierüber später mehr. 

11. Indem wir jetzt unserm oben aufgestellten Probleme näher- 
treten, finden wir es zweckmäßig, ihm zuerst eine neue Form zu geben; 
dadurch wird es faktisch präziser und einer exakten Behand- [269 
lung zugänglich. | 

Wir erinnern zuerst daran, daß wir immer Integrationsprobleme, 
die sich auf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
beziehen, als Transformationsprobleme auffassen. 

Handelt es sich insbesondere darum, die allgemeine Gleichung: 


Xf=0- IE) 54 


zu integrieren, so hebe ich immer hervor, daß sich dieses Problem 
damit deckt: die infinitesimale Transformation X/f auf die Form: 





ee: 
et 
in den neuen Veränderlichen x,,...,2, zu bringen. Es sind ja 


Er, &,_, weiter nichts als ein System Lösungen der Gleichung: 
Xf=0, während r, als eine beliebige Lösung der Gleichung: Xf=1 
durch Quadratur gefunden wird, sobald Xf= 0 integriert ist. 

Die Sache steht daher so, daß die Reduktion der infini- 
tesimalen Transformation Xf auf die Normalform öf:örx, gleich- 
bedeutend ist mit der Integration der Gleichung: Xf= (0 zusammen 
mit einer Quadratur. Betrachtet man daher eine Quadratur als eine 
ausführbare Operation, so kann man, und das tun wir im allgemeinen, 
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das Problem, die allgemeine Gleichung: Xf=0 zu inte- 
srieren, durch ein Transformationsproblem ersetzen, näm- 
lich das Problem, X/f auf die Form öf:ör zu bringen. 


Dieses neue Problem ist insofern präziser als das ursprüngliche, 
als alle Gleichungen von der Form: oXf= 0 äquivalent sind, während 
zwei unabhängige Transformationen von der Form oX/f zwar immer 
dieselben Bahnkurven haben, doch aber verschiedene ein- 
gliedrige Gruppen erzeugen. 


12. Liegt nun eine beliebige unendliche Gruppe I' vor, deren in- 
finitesimale Transformationen X f bekannt sind, und soll man eine all- 
gemeine Integrationsmethode für die allgemeine Gleichung: Xf= 0 
entwickeln, so können wir ohne wesentliche Beschränkung annehmen, 
daß wir von vornherein eine infinitesimale Transformation X f [270 
unsrer Gruppe kennen, die innerhalb der Gruppe I’ mit der vor- 
liegenden Transformation Xf gleichberechtigt ist. Ja, wir können 
sogar annehmen, daß unsre unendliche Gruppe schon in einer solchen 
Form vorliegt, daß sie die infinitesimale Transformation Cf:°r, ent- 
hält, und daß überdies Xf mit öf:r, innerhalb der Gruppe gleich- 
berechtigt ist. 

Auf die Frage, ob die beiden hier gemachten Annahmen wirklich 
keine wesentliche Beschränkung unsers Problems involvieren, wollen 
wir hier gar nicht eingehen. Dagegen wollen wir auf Gesichtspunkte 
aufmerksam machen, die bei tieferen gruppentheoretischen Unter- 
suchungen eine hervorragende Wichtigkeit besitzen. 


13. Wir besprachen vorhin den von mir längst formulierten Satz, 
daß jede infinitesimale Transformation X durch Einführung passender 
unabhängiger Veränderlicher die kanonische Form öf:’r, erhalten 
kann. Für einen gruappentheoretischen Gesichtspunkt kommt dieser 
Satz darauf hinaus, daß zwei beliebige infinitesimale Trans- 
formationen der unendlichen Gruppe aller Punkttransforma- 
tionen mit einander innerhalb der Gruppe gleichberechtigt 
sind. Wir fügen hinzu, daß die unendliche Gruppe aller Berührungs- 
transformationen genau dieselbe Eigenschaft besitzt. 


Meine Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen zeigt nun, 


' daß diese Eigenschaft keiner endlichen Gruppe: X,f,..., X,f zu- 
kommt. Bezeiehnen wir nämlich die infinitesimalen Transformationen 


der zugehörigen adjungierten Gruppe, wie bei früheren Gelegen- 


heiten, mit: 


of of 
Ef= er a. Bene + Fe der @=1,2,.,3r) 
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wobei die Identität: 
BB I a ON 


besteht, so verschwindet unter den r-reihigen Determinanten der Matrix: 





&ı a &r 
| €&,1 €,3 &,r 
ur 6, e,. 


sicher eine, nämlich |e,,| identisch, während die übrigen, wie ich [271 
fand, die Form: 
I (&; Be e,) 

besitzen, wo .J eine ganze Funktion (r — 1)-ten Grades in den e dar- 
stell. War nun .J identisch gleich Null, so besaß die adjungierte 
Gruppe: Ef, ..., E,f mindestens eine Invariante nullter Ordnung in 
&y-:., £,, und dann ordneten sich alle infinitesimalen Transforma- 
tionen &e,X,f derart in unendlich viele Scharen, daß zwei Trans- 
formationen, die verschiedenen Scharen angehörten, nicht mit einander 
innerhalb der Gruppe: X,f, .. ., X,f gleichberechtigt sind. 

Versehwindet dagegen die Invariante J nicht identisch, so de- 
finiert: J=0 eine invariante Schar von infinitesimalen Transforma- 
tionen:  X,f+:': +e,X,f. Zwei Transformationen, dıe alle beide 
dieser Schar nicht angehören, sind unter einander innerhalb der Gruppe 
gleichberechtigt. Dies ist dagegen nicht der Fall mit zwei infinitesi- 
malen Transformationen, unter denen die eine der invarianten Schar: 
J= 0 angehört, die andere dagegen nicht. 

Es gibt daher keine endliche Gruppe: X,f,-.-, X,f, deren sämt- 
liche infinitesimale Transformationen paarweise unter einander inner- 
halb der Gruppe gleichberechtigt sind. ‘ 


14. Führen wir, wenn auch nur für einen Augenblick, die Be- 
zeichnung demokratisch für diejenigen Gruppen ein, deren sämt- 
liche infinitesimale Transformationen unter einander innerhalb der 
Gruppe gleichberechtigt sind, bezeichnen wir andererseits die nicht 
demokratischen Gruppen als aristokratisch, so können wir sagen: 

Die unendliche Gruppe aller Punkttransformationen ist demokratisch. 

Ferner: 


Jede endliche Gruppe ist aristokratisch. 
Aus meinen alten Untersuchungen ergibt sich noch der Satz: 


Die unendliche Gruppe aller Berührungstransformationen ist demo- 
kratisch. | 
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Wir beweisen später, daß auch die unendliche Gruppe, deren 
Transformationen alle Volumina invariant lassen, demokratisch ist. Da- 
gegen werden wir finden, daß die Gruppe, deren Transformationen [272 
alle Volumina nach demselben Verhältnisse ändern, aristokratisch ist. 

15. Es zerfallen überhaupt alle unendlichen Gruppen in zwei große Kate- 
gorien: in demokratische und aristokratische Gruppen. 

Hierbei ist nun allerdings wohl zu beachten, daß die aristokratischen 
Gruppen (unter denen sich, wie schon gesagt, alle endlichen Gruppen befinden) 
in viele getrennte Kategorien zerfallen. Die hiermit angedeutete Klassifikation 
beruht für die endlichen Gruppen auf den Eigenschaften der adjungierten Gruppe,. 
oder, wenn man will, auf der Zusammensetzung der Gruppe. Für die unend- 
lichen Gruppen existiert der Begriff adjungierte Gruppe nicht mehr, wohl aber 
der Begriff Zusammensetzung. Hier können wir aber nicht auf die Ausdehnung 
des Begriffs Zusammensetzung auf die unendlichen Gruppen eingehen. Wir be- 
gnügen uns mit den folgenden Bemerkungen: 

Bei Untersuchungen über unendliche Gruppen kommt man oft in die Lage, 
daß man alle in der Gruppe enthaltenen kleinsten invarianten Scharen 
von Transformationen bestimmen muß. Sind die Gleichungen: 


6 
Jr a Au RR Da ) = Br@un.- &%) (k=1,32,..) 


die Definitionsgleichungen der betreffenden Gruppe, so wird die angeregte Frage 
' dadurch erledigt, daß man alle Gleichungssysteme: 


or 
h=B;; 8; (a IERBEIE Yo vr 0 
1 


aufsucht, die gegenüber den Transformationen 7’ der Gruppe invariant sind; 
dabei ist es unsre Voraussetzung, daß die Transformationen 7 sowohl auf die & 
wie auf die r und zwar kogredient ausgeführt werden. Oder aber man kann 
in entsprechender Weise die kleinsten invarianten Scharen von infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe suchen. In beiden Fällen gibt meine Theorie der 
Differentialinvarianten die theoretische Erledigung der Frage. 


16. Indem wir nun zur Behandlung des aufgestellten Problems I 
zurückkehren, wollen wir, um die Sprache zu erleichtern, uns, wie 
schon gesagt, auf unendliche Gruppen beschränken, die in einer solchen 
Form vorliegen, daß sich eine infinitesimale Translation uB oT, 
unter den Transformationen der Gruppe befindet. 


Wir stellen uns die Frage, wie alle infinitesimalen Transforma- 
tionen X f einer Gruppe T, die innerhalb der Gruppe mit of: ox, gleich- 
berechtigt sind, in einfachster Weise durch eine Transformation der 
Gruppe auf diese kanonische Form gebracht werden können. 


Wir denken uns also eine beliebige infinitesimale Transfor- [273 
mation: 


xf-&7 a = 
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unsrer Gruppe vorgelegt, die auf die Form: 
of 
OEn 





gebracht werden kann und zwar vermöge einer Transformation: 
= Fl. 2) 


der Gruppe. Wir stellen uns die Aufgabe, alle Transformationen: 
t, = F, unsrer Gruppe zu finden, Br deren die Gleichung: 


DE ef 
e 6x, tn 2 er 


identisch, das heißt für jedes f Deckel 
Da die Definitionsgleichungen: 


OL, 
Il; 1 dns ae ) = B,(& A, %,) 


unsrer Gruppe bekannt sind, so können wir unsre Forderung da- 
durch analytisch formulieren, daß wir » unabhängige Funktionen r,, 
3, VON &%,..., %, suchen, die die Gleichungen: 


Or, 
Alt: -- 3 Ins ne) Ban... m. 
Xu, =0, Abel. X=, Au=1 


(5) 


erfüllen. 

Das hiermit aufgestellte System von Differentialgleichungen gehört 
nun, wie wir zeigen wollen, einer ausgedehnten und merkwürdigen 
Kategorie von Problemen an, die von mir schon oft untersucht wurde 
und die dadurch charakterisiert wird, dass das allgemeinste System Lö- 
sungen &,..., £, Sich vermöge eines partikulären Systems Lösungen 
LE» +.» t, durch Gleichungen: 


L. Er D,'%, a, 3 
ausdrückt, die eine Gruppe definieren. 


17. Wir wollen annehmen, daß die beiden Transformationen: [274 


(T) = Fl... 2%) 
und: 
(T) = la + %,) 


alle beide unsrer Gruppe I’ angehören und überdies Xf auf .die ver- 
langte Form bringen, so daß die beiden Relationen: 
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identisch bestehen. Hieraus folgt, daß die durch Elimination der & 
gefundene Transformation: 


= D,liır .., E,) 


unsrer Gruppe, deren Symbol 7-![7 ist, sich dadurch charakterisieren 
läßt, daß sie mit der infinitesimalen Transformation öf:ör, vertausch- 
bar ist. Nun aber wissen wir, daß alle Transformationen einer Gruppe, 
die mit einer bestimmten (infinitesimalen) Transformation (derselben 
Gruppe) vertauschbar sind, eine Untergruppe bilden. Es bilden da- 
her alle Transformationen: 


= De, 2%) 
eine Untergruppe @. 


Diejenigen Differentialgleichungen: 


or, 
TE u ACER 
Xu=0, 1.5 &L,,=0, - Ay=l, 


(5) 


die alle Transformationen: x, —= F}(&%,:..,2,) der Gruppe T' bestimmen, 
die Xf atıf die kanonische Form öf:ex, bringen, besitzen also wirklich 
die angekündigte Eigenschaft: es werden die allgemeinsten. Lösungen: 
Ey... 2, aus einem speziellen Lösungssystem: X, - --, %, durch Gleichungen: 


Ga; (Es Me, L,) 


abgeleitet, die ihrerseits eine Gruppe @ bilden. Diese Gruppe @ besteht 
aus allen Transformationen der Gruppe T, die mit ef: cx, vertausch- 
bar sind. 


18. Es ist nun leicht, zu erkennen, daß diese neue Gruppe @ [275 
sich nie auf die identische Transformation reduzieren kann; es ist ja die 
infinitesimale Transformation Of: cr, immer mit sich selbst vertauschbar. 

Der einfachste Fall ist also der, daß die Gruppe @ keine andere 
infinitesimale Transformation als öf: or, selbst enthält. In diesem Falle 
enthalten die Integralgleichungen: 


Lı = E ee ) 1 se a En Dur = ar Q, 


in denen t,,...., £, ganz bestimmte Funktionen der x bezeichnen, keine 
anderen willkürlichen Elemente, als eine einzige Integrationskonstante 
a, die überdies additiv auftritt. Die Integration des Gleichungssystems 
(5) reduziert sich daher in diesem Fall auf eine einzige Quadratur. 
Enthält daher eine kontinwierliche Gruppe T, deren Definitions- 
gleichungen: J,= B, und infinitesimale Transformationen X f bekannt sind, 
die Transformation of: cx,, die überdies mit keiner anderen infinitesi- 
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malen Transformation der Gruppe vertauschbar ist, so genügt eine Qua- 
dratur, um irgend eine mit cf:©x, gleichberechtigte Transformation X f 
auf diese kanonische Form zu bringen. 

19. Zur Illustration dieses sehr einfachen Satzes betrachten wir 
die unendliche Gruppe: 


&(@)p - 8 (a)ya, 


unter deren infinitesimalen Transformationen sich keine zwei finden 
lassen, die mit einander vertauschbar sind. Die zugehörigen Definitions- 
gleichungen besitzen die Form: 


,=0, 9=Y. 


Zwei beliebige infinitesimale Transformationen dieser Gruppe sind 
mit einander innerhalb der Gruppe gleichberechtigt. Auf der anderen 
Seite leuchtet ein, daß zwei verschiedene infinitesimale Transformationen 
unsrer Gruppe nie vertauschbar sind. Daraus können wir nach den 
früheren Auseinandersetzungen schließen, daß die Reduktion der allge- 
meinen infinitesimalen Transformation: &(x)p — 8'(z)yq auf die kano_ 
nische Form öf: ©r vermöge einer Transformation der Gruppe immer [276 
ohne weitere Integration als eine einzige Quadratur ausführbar sein muß. 

In der Tat erhalten wir zur Bestimmung der betreffenden end- 


lichen Transformation: 
= Xa,y), = 1m Y) 
das System von De 
Deu. 
Lineal u 20 


dessen Integralgleichungen: 
dx 
ee ge: a y& 
wirklich die angekündigte Form haben. 

Man verifiziert leicht, daß die gefundene endliche Transformation 
der vorgelegten unendlichen Gruppe angehört, und zugleich, daß sie 
&8p — E'ygq auf die verlangte Form bringt. | 

20. Setzen wir jetzt voraus, daß die gewählte infinitesimale Trans- 
formation unsrer Gruppe I’ mit einer und nur mit einer von Xf ver- 
schiedenen infinitesimalen Transformation der Gruppe vertauschbar ist. 
Alsdann ist, behaupten wir, wiederum die Reduktion von Xf auf die 
Form of: cr, vermöge einer Transformation der Gruppe I ausführbar, 
verlangt aber jetzt zwei Quadraturen. 
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Unter den gemachten Voraussetzungen enthält I’ eine und nur 
eine von ?f: 0x, verschiedene, damit vertauschbare Transformation Yf. 
Bezeichnen wir daher irgend eine endliche Transformation der Gruppe T, 
die Xf auf die Form öf: cr, bringt, mit $ und andrerseits mit 7 eine 
beliebige Transformation der zweigliedrigen Untergruppe: 

ee ör 
(6) 2 Yf- BP, (®) OL, AR ng P.(%) or,’ 
so liefert das Symbol ST alle Transformationen der Gruppe TI), die Xf 


auf die Form öf: or, bringen. [277 
Bilden wir daher das System von Differentialgleichungen: 


OL, 
It dm a ) wen B,(z), 
el, Au, el ir =l, 


(7) 


das die gesuchten Transformationen ST bestimmt, so ist es sicher, 
daß dieses System von Differentialgleichungen gerade oo? Lösungssysteme 
besitzt. Es ist ferner sicher, daß dieses Gleichungssystem die beiden 
_ vertauschbaren infinitesimalen Transformationen (6) gestattet. Be- 
zeichnen wir nun die Maximalordnung der Gleichungen (7) mit m, 
ferner die Größen: 

ob En 


BR + 
17 CN) 0x, , Oz 





mit: 
213 ee 2,5 


so bestimmen die Gleichungen (7) eo ipso v — 2 unter den 2, etwa 
235 24: 2,, als Funktionen von &,, --., %> 21, &- Ns reduziert sich 
infolgedessen die Integration des Systems (7) auf diejenige eines 
n-gliedrigen vollständigen Systems: | 


Ze of öf er 
(= 0%, + ACER .i. Km) 215 £,) 22, — Es FER (k=11,2:..20.,0) 


in den n + 2 Veränderlichen &,, ..., &,, 2, 23; dieses vollständige System 
gestattet zwei vertauschbare infinitesimale Transformationen in 2,, 2, 
die nach meinen bekannten Regeln aus öf:or, und Yf abgeleitet 
werden. 


Enthält daher die Gruppe I eine und nur eine von Of: or, ver- 
schiedene, damit vertauschbare infinitesimale Transformation, so sind 
zwei (madraturen und zwar zwei unabhängige Quadraturen erforderlich, 
um die allgemeine mit of: ox, gleichberechtigte Transformation Xf auf 
diese kanonische Form zu bringen. 
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21. Setzen wir jetzt voraus, daß die gewählte infinitesimale [273 
Transformation Xf der vorgelegten unendlichen Gruppe I’ mit zwei 
und nur mit zwei infinitesimalen Transformationen X,f und X,f dieser 
Gruppe vertauschbar ist; dabei liegt selbstverständlich die Annahme 
vor, daß die drei infinitesimalen Transformationen Xf, X,f und X,f 
unabhängig sind. Alsdann enthält I’ sicher auch zwei und nur zwei 
infinitesimale Transformationen Y,f und Y,f, die mit of:or, ver- 
tauschbar sind. Wir können annehmen, daß Y,f und Y,f von vorn- 
herein bekannt sind; wäre dies nicht der Fall, so verlangte ihre Be- 
stimmung jedenfalls nur die Integration einer gewöhnlichen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Bilden wir nun wiederum das System von Differentialgleichungen: 


or, 
Fl, 9 no ; -) er B; (2, ee, %,); 
Aurel. Nr ar nn 


das die gesuchte Transformation bestimmt, so ist es unter den ge- 
machten Voraussetzungen sicher, daß dieses System von Differential- 
gleichungen integrabel ist, daß es gerade oo? verschiedene Lösungs- 
systeme besitzt!), endlich auch, daß es gerade drei bekannte unab- 
hängige infinitesimale Transformationen unsrer Gruppe I’ gestattet, 
nämlich: 


0 3 2 
a Yıf= BuilE) En En DE) oh (k=1,2). 


Infolgedessen reduziert sich die Bestimmung der Größen t,,...,X 
auf die Integration eines vollständigen Systems: 


n 


3 
of : of : 
dx, an = El, 0 In, A1y Aa, £;) 22, =0 1279 


mit drei bekannten infinitesimalen Transformationen: 


3 
! of 
ZI = >: 0 (&, Un 21, 29, 25) 202,2 
- T 





1) Die im Texte gewählte Ausdrucksweise sieht, wie oft bei ähnlichen Ge- 
legenheiten, von gewissen funktionentheoretischen Möglichkeiten ab. Streng ge- 
nommen kann man unter den gemachten Voraussetzungen nur behaupten, daß 
die Gruppe I’ nur 00° Transformationen enthält, die X auf die betreffende kano- 
nische Form bringen. Diese 0° Transformationen können aber in diskrete 
Scharen mit jedesmal 00° Transformationen zerfallen. Wir sehen im Texte 
von diesem für uns unwesentlichen Umstande ab. 
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die eine dreigliedrige Gruppe bilden, die mit der so oft besprochenen 

Gruppe: 
of 

| Pr, Y,f, Y,f 

gleichzusammengesetzt ist. Da nun die Identitäten: 


Y,) ee co Y,) 


bestehen, so ist die Gruppe Z,f, Z,f, Z,f sicher integrabel. Daher 
verlangt die Bestimmung der Größen x, ..., £, jedenfalls nur drei 
Quadraturen. 

22. Wir wollen jetzt annehmen, daß die Gruppe I" ea r un- 
abhängige infinitesimale Transformationen: 


a E 
a Yıh a st, 


enthält, die mit öf:öx, vertauschbar sind. Alsdann erzeugen diese 
r Transformationen sicher eine r-gliedrige Untergruppe @,. Das vor- 
liegende Integrationsproblem findet daher, wenn wir genau wie früher 
verfahren, seinen analytischen Ausdruck in einem r-gliedrigen vollstän- 
digem System in »n + r Veränderlichen: 


DS a 


das eine bekannte r-gliedrige Gruppe: 


| = df 
Z,f= > 0,81 ey Um Ay een 2,) FR 
n ® 


gestattet. Die Zusammensetzung dieser Gruppe zeigt, auf welche [280 
Hilfsgleichungen unser Problem zurückgeführt werden kann; darauf 
brauchen wir hier nicht weiter einzugehen. 

23. Wir wenden uns jetzt zu dem ungleich interessanteren Falle, 
daß die Gruppe I’ unendlich viele unabhängige Transformationen Yf 
enthält, die mit öf:©r, vertauschbar sind. Alsdann haben wir zu in- 
tegrieren ein System von Differentialgleichungen: 


OL, 
oe 3 Im Or ’ .) FE RB 2, %,) 
Xu =0, ee 


das eine unendliche Gruppe @ gestattet. Das allgemeinste System 
Lösungen r,,..., t, geht aus einem speziellen System Lösungen %,,..., £, 
durch Gleichungen hervor, die eine unendliche Gruppe bilden. Wır 
werden hierdurch auf eine wichtige Kategorie von Problemen geführt, 


.. 
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die wir im nächsten Kapitel in allgemeiner Weise formulieren und in 
rationeller Weise erledigen. | 

24. Ehe wir aber dieses Kapitel schließen, wenden wir uns zu 
einem speziellen Problem, das im vorhergehenden schon erledigt wurde. 
Wir wollen nämlich annehmen, daß nicht allein die Gruppe G@, sondern 
auch die ursprüngliche Gruppe I’ endlich ist. Alsdann bilden die mit 
öf: x, vertauschbaren Transformationen der Gruppe I’ eo ipso eine 
endliche Gruppe, deren infinitesimale Transformationen wiederum mit: 
(8) na Ir: XS) Tale 
bezeichnet werden mögen. Unser früheres Ergebnis war, daß die Be- 
stimmung der Größen %,, ..., t, dann und nur dann durch Quadraturen 
geleistet wird, wenn die Gruppe (8) integrabel ist. 

Wollen wir nun der Frage näher treten, ob unsre Behandlung 
dieses speziellen Problems das Größtmögliche leistet, so liegt es nahe, 
eine Vergleichung mit einer anderen von uns herrührenden Theorie 
anzustellen. Bei einer anderen Gelegenheit!) fanden wir ja, daß [2s1 
die Reduktion der allgemeinen infinitesimalen Transformation X f einer 
vorgelegten endlichen Gruppe: 


X, aus fh. (2; rd Ayyeın a,) 
auf die Form “f: or, sogar ohne Quadratur ausführbar ist, wenn die 
Gruppe: @,=f,(x, @) keine ausgezeichnete infinitesimale Transformation 
enthält. Wir fanden ferner, daß die Reduktion von Xf gerade q Qua- 
draturen verlangt, wenn die Gruppe: x,=f,(x, a) gerade q unabhängige 
ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält. 

Im vorliegenden Falle leistet unsre alte Theorie offenbar mehr als 
die im vorangehenden entwickelte Methode. Hierbei ist aber wohl zu 
beachten, daß unsre Voraussetzungen keineswegs in beiden Fällen .die- 
selben sind. In der zitierten Arbeit setzten wir voraus, daß die end- 
lichen Gleichungen: x&,—=f,(&, a) der Gruppe I' vorlagen, während wir 
in dieser Arbeit faktisch nur angenommen haben, daß die Definitions- 


gleichungen: 
a Il) B.(@) 


und die infinitesimalen Transformationen Xf der Gruppe I’ vorliegen.) 
Faktisch sind daher unsre jetzigen Voraussetzungen von den früheren 
wesentlich verschieden; schon aus diesem Grunde können wir nicht er- 


1) Leipziger Berichte, 1889 [hier Abh. VII, S. 248—259]. 

2) Die weiteren Voraussetzungen, die wir heute gemacht haben, insbesondere, 
daß die Gruppe @ die infinitesimale Transformation Of: or, enthält, kommen bei 
dieser Diskussion nicht in Betracht. 
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warten, daß die erforderlichen Integrationsoperationen in beiden Fällen 
übereinstimmen sollen. 

Es sind aber noch andere, sehr wesentliche Umstände, die hier be- 
achtet werden müssen. | 

Sobald eine endliche Gruppe I’und zwei innerhalb dieser Gruppe 
gleichberechtigte Transformationen Xf und X’/ vorliegen, ist es, grade 
weil I’ endlich ist, immer möglich, durch algebraische Operationen die 
Gruppe I’ in allgemeinster Weise derart isomorph auf sich selbst zu 
beziehen, daß Xf und X’f entsprechende Transformationen sind. Ge- 
rade dieser Umstand veranlaßt, daß die Auffindung der allgemeinsten 
Transformation der Gruppe I, die Xf auf die Form X’f bringt, so 
einfache Integrationsoperationen verlangt. 

Hierauf beruht es, daß die in diesem und dem folgenden Kapitel [282 
entwickelte Methode nur dann das Größtmögliche leisten wird, wenn 
die Gruppe I’ unendlich ist; ist dagegen die Gruppe I' endlich, so fallen 
einige Integrationsoperationen weg, weil sie sich durch algebraische 
Operationen ersetzen lassen. Selbstverständlich liegt immer die Vor- 
aussetzung vor, daß wir nicht von vornherein etwas Besonderes über 
die infinitesimale Transformation Xf unsrer Gruppe I’ wissen. 


Kapitel 2. 


Systeme von Differentialgleichungen, deren allgemeinste 
Lösungen aus speziellen Lösungen durch Gleichungen hervorgehen, 
die eine Gruppe bilden. 

25. Die Behandlung des Problems I führt zu einem anderen fun- 
damentalen Probleme, mit dem ich mich bei vielen früheren Gelegen- 
heiten eingehend beschäftigt habe, wenn ich auch früher nur spezielle, 
allerdings sehr umfassende Fälle vollständig durchgeführt habe. Dieses 
allgemeine Problem formuliere ich folgendermaßen: 


Problem II. Wie integriert man in einfachster Weise ein System 
von Differentialgleichungen: 
| 3 
N (2; Ay dry rn Im di ) ur 0, 
dessen allgemeinste Lösungen: X, : -, i„ @us einem speziellen System Lö- 
SUNGEeN: Kıy +: L„ durch Gleichungen: 
= Fler. En) 
hervorgehen, die eine kontinuierliche Gruppe G bestimmen.') 





1) Noch allgemeiner ist die ebenfalls von mir hehandelte Frage, wie man ein 
System von Differentialgleichungen, das eine bekannte oder unbekannte Gruppe 
gestattet, in einfachster Weise integriert. 
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Setzen wir insbesondere voraus, daB m—=n ist, und daß: 1, = x, 
..,2,=2%, ein spezielles System Lösungen darstellen, so sind die 
Gleichungen: 2&,= 0 weiter nichts als die Definitionsgleichungen 
der endlichen Transformationen der Gruppe @. Mit diesem 
speziellen Probleme beschäftigte ich mich bei verschiedenen Gelegen- 
heiten eingehend, und zwar ebensowohl für den Fall, daß @ eine [283 
unendliche Gruppe ist, wie für den Fall, daß die Gruppe @ endlich ist.') 

Indem wir jetzt unser allgemeines Problenı II in Angriff nehmen, 
wollen wir zunächst zeigen, daß das Gleichungssystem: 2, = 0 auf eine 
bemerkenswerte kanonische Form gebracht werden kann. 


26. Bezeichnen wir die allgemeine infinitesimale Transformation 
der Gruppe @ mit: 


6 : of 
Yf= Nı (Kı, u E) z Ben Nm CK, ar Er) 0° 


so leuchtet unmittelbar ein, daß das Gleichungssystem: Q,= 0 jede 
infinitesimale Transformation Yf oder — wie wir auch sagen können — 
die Gruppe @ gestattet. In unsrer allgemeinen Theorie der Differen- 
tialinvarianten zeigen wir nun, wie man alle bei einer vorgelegten 
Gruppe Yf invarianten Systeme von Differentialgleichungen finden kann. 

Es gibt zweierlei derartige Systeme. Die Systeme der ersten Art 
bestehen einfach aus Relationen zwischen Differentialinvarianten der 
Gruppe G, wobei zu erinnern ist, daß alle derartigen Invarianten sich 
durch Differentiation aus den Invarianten eines vollen Systems ab- 
leiten lassen. Die Systeme der zweiten Art enthalten immer einige 
Gleichungen, die eine ganz bestimmte Form: 


a 00 


haben. Diese letzten Gleichungen werden dadurch gefunden, daß Deter- 
minanten einer gewissen Matrix gleich Null gesetzt werden; diese 
Matrix ist durch die Form der infinitesimalen Transformationen Yf 
vollständig bestimmt. Wir können aber von Gleichungssystemen: 2, = 0 
dieser letzten Art, die uns zunächst nicht interessieren, ganz absehen.?) 


1) In (dem letzten Paragraphen) meiner großen Abhandlung in den Math. Ann. 
Bd. 25 [bier Abh. III, S. 191 ff., 222f.] führte ich die Bestimmung einer endlichen 
Gruppe, deren Definitionsgleichungen vorliegen, auf die Integration eines vollstän- 
digen Systems mit bekannter Gruppe zurück. Da ich nun andererseits diese letzte 
Integrationstheorie auf ihre einfachste Form gebracht habe, so liegt es in der 
Natur der Sache, daß die Bestimmung einer endlichen Gruppe, deren Definitions- 
gleichungen vorliegen, durch meine Arbeiten in definitiver Weise geleistet ist. 

2) Nehmen wir insbesondere an, daß die Größen &,,...,x, nicht in die 
Funktionen F', eingehen, so erkennen wir fast unmittelbar, indem wir statt 
%,..,%, willkürliche Funktionen &,,...,x, der x als neue unabhängige 
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27. Es besteht nun der allgemeine Satz, daß alle Differential- [2s4 
invarianten sich aus einer begrenzten Anzahl derartiger Größen: 


Bd 


[0 
durch Differentiation ableiten lassen, so zwar, daß die allgemeinste 
Differentialinvariante die Form: 
87, 

ih (9, er; On J, Ju ER, .) 
besitzt. | | 
Im vorliegenden Falle können wir die Veränderlichen &,,..., x, 
als Größen U,,..., U, wählen. Die allgemeinste Differentialinvariante 
besitzt daher die Form: 

| 0J, 
nn, 


Sind nun L,.-„t, und %,...z, zwei verschiedene Lösungs- 
systeme, so besteht, wenn wir: 


Alt, Di, a ) Ran 
Il, 3 Lu» a, ) -J, 


schreiben, identisch die Gleichung: 


0JI, 
(a, ey Inn Jı, ud Pe )- 
ar 
- © (m, were Are er u? PPB% ): 


Alle in dieser Weise hervorgehenden Gleichungen lassen sich ab- 
leiten aus den u Gleichungen: 


J, (%; or dmn SE ) ne At 3 En zn ) en 


die, sobald f,,..., £, ein partikuläres, t,,..., £„ dagegen das allge- [285 
meine Lösungssystem darstellen, die Form: 


0 
J, ka ri or 2: ) ri Di, ... 2.) (k=l,...,4) 


annehmen, wobei B,,...,B, bekannte Funktionen von x,,..., 2, be- 
zeichnen. 





Veränderliche einführen, daß die allgemeinsten Funktionen r1,,:..t,„, die ein 
durch Determinantenbildung gefundenes Gleichungssystem: 4, =0, L,=0,... er- 
füllen, durch Differentialgleichungen definiert werden können, die nur die Größen 
RR dagegen nicht die Veränderlichen &,,...., x, enthalten. 
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238. Werden daher die allgemeinsten Lösungen X, - . -, %,, eines Systems 
von Differentialgleichungen: 


or 
2,(%, Ar Im ER Be ) = (0 
aus einem partikulären Lösungssystem X, - - :, &, durch Gleichungen: 


0 I, 799.7 E 


abgeleitet, die eine kontinuierliche Gruppe bestimmen, so kann das Grlei- 
chungssystem: 2, = 0 im allgemeinen die Form: 


or | 
J; (tı or Em? da,’ nr ) u B,(&,; .. 2 (k=1,2,...4) 


erhalten. Dabei bilden: ,,...,2, I - „7, ein volles System von Diffe- 
rentialinvarianten, während B,,..., P, bekannte Funktionen von &,,...,%, 
bezeichnen. 


Wenn wir uns im folgenden nur mit denjenigen Gleichungssystemen: 
Q,= 0 beschäftigen, die auf die Form: J, = B, gebracht werden können, 
so wollen wir doch nicht unterlassen, hervorzuheben, daß sich ähnliche 
Integrationstheorien für die ausgeschlossenen „singulären“ Glei- 
chungssysteme: &, — 0 entwickeln lassen. Bei einer anderen Gelegen- 
heit beschäftigen wir uns mit den hier ausgeschlossenen Ausnahme- 
fällen. | 

29. Indem wir jetzt allgemeine Integrationstheorien für unsre 
Gleichungssysteme: 


OL | 
A = B,(a,,..4%,) 


entwickeln werden, müssen wir zwischen verschiedenen Fällen unter- 
scheiden, je nachdem die Gruppe @ einfach oder nicht einfach ist. 
Zunächst werden wir zeigen, daß jedes System: J,= 5b, mit nicht 
einfacher Gruppe sich in eine Reihe ähnlicher Integrations- 
probleme: J)=B,; J=B;;... zerlegt, so zwar, daß die bei [286 
diesen Hilfsproblemen auftretenden Gruppen jedesmal ein- 
fach sind. 


30. Wir wollen also annehmen, daß die Gruppe @ mit den infini- 
tesimalen 'Transformationen Yf nicht einfach ist; alsdann ist es immer 
möglich, unter ihren invarianten Untergruppen eine zu wählen, die in 
keiner größeren invarlanten Untergruppe enthalten ist. Wir bezeichnen 
die infinitesimalen Transformationen einer solchen größten invarianten 
Untergruppe mit: 


B of ‚ 0 
Yf= MA, er En on uhr 1 ae) 2) 3 
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oder aber, wenn wir mehrere solche Transformationen in Betracht 
ziehen, mit: 


; , ‚ 0 } ) 
(@') Yu ıllne:ein) te) nn (k=1,2,...). 


Diese Untergruppe bestimmt nun selbstverständlich eine unend- 
liche Reihe Differentialinvarianten, unter denen sich alle Invarianten 
der ursprünglichen Gruppe Yf befinden. Wir können daher annehmen, 
daß das volle System von Differentialinvarianten der Gruppe Y’f auf 
die Form: 


(1) Band 0, I, 
gebracht ist. 


31. Jetzt kennen wir schon Ausdrücke, nämlich: B,(&),..., B,(&), 
die J,...,J, als bekannte Funktionen von &,,..., x, darstellen. 
Dagegen lassen sich die Größen J,...,J. nach der Natur der Sache 
nicht von vornherein als bekannte Funktionen von &,,...,x, an- 
geben. Wir können aber, und das wollen wir tun, Differen- 
tialgleichungen aufstellen, die J,,...,.,. als Funktionen von 
X, .,2, definieren. 

Dabei ist es unser Ausgangspunkt, daß die Gruppe Y’f eine in- 


variante Untergruppe der ursprünglichen Gruppe Yf ist. Deshalb 
erfüllen zwei beliebige infinitesimale Transformationen dieser Gruppen: 
 Yf und Y,f eine Relation von der Form: 


YrYyf-Yy=Yr, 


wo Y,f wiederum der invarianten Untergruppe angehört. 


Setzen wir nun: f= J, und erinnern uns, daß J, eine Inva- [287 
riante der Untergruppe bezeichnet, so erkennen wir, daß immer die 
Relation 


Ir 


‚besteht, und daß daher die Größen YJ, als Invarianten der Unter- 
‚gruppe sich folgendermaßen ausdrücken: 


74 £ £ 
YJ, ag 0,(8: , 7 Jı,- nd, Jr: Si I); 


u? 


‚Ja, wenn wir an der Annahme festhalten, daß die Gleichungen unsrer 
ursprünglichen Gruppe: t, = F,(tı, - : -, Z„) die Größen x gar nicht ent- 
‚halten, so erkennen wir ohne weiteres, daß die x auch in den ®, nicht 
‚auftreten, so daß unsre letzten Formeln die Gestalt: 


YJ, = SAUBER . J.: Is: N) J) 
‚annehmen. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 36 
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32. Diese Formeln sagen aus, daß das volle System (1) der in- 
varianten Untergruppe Y’f gegenüber der Transformation Yf der ur- 
sprünglichen Gruppe @ invariant bleibt, während allerdings die ein- 
zelnen Invarianten dieses vollen Systems unter einander vertauscht 
werden. Dabei läßt sich von vornherein voraussehen, daß diese Inva- 
rianten durch eine kontinuierliche Gruppe transformiert werden. 

Um dies zu bestätigen, bilden wir die infinitesimalen Transfor- 
mationen: 


Zf -3 YJ, nn -Di6 I) ur 


in den Veränderlichen J,,..., Tr- 
Sind Y,f, Ysf, Y3f drei Transformationen der ursprünglichen 
Gruppe @, die in der Beziehung: 
Il li bar 
stehen, so ergibt sich insbesondere: 


Su UHR, 


Setzen wir daher in ee ee, mit dem Vorangehenden: 


Zuf -Snri nn I u 


so folgt zunächst unmittelbar: [288 
Z, ZI, — Le, I, = Z3J,, 


und sodann, wenn wir unter f eine beliebige Funktion der x, J und 
J’ verstehen: 


A bf—- ZZ f= Z;f: 


Hiermit ist denn wirklich nachgewiesen, daß die infinitesimalen 
Transformationen Z/ in den Veränderlichen J|,..., J, „ eine kontinuier- 


liche Gruppe bestimmen. Wir bezeichnen diese Gruppe mit g. 


33. Diese Gruppe g hat nun selbst ihre Differentialinvarianten; 
wir wollen annehmen, daß: 


BD Be 2 


REREES: 


I 


RER oJ ) 


n) 12 , 
ENOR, 


(Kr=els 2,22) 
ein volles System derartiger Invarianten ist. 
Denken wir uns nun die Größen: U,, U,,... als Funktionen ı 


I, a, L,, LU, 2) Ins 2 
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ausgedrückt, so leuchtet unmittelbar ein, daß die hervorgehenden Aus- 
drücke: 


OL 
Wln,.. 0 Eurer Em .) = U, 


bei den Transformationen der Gruppe @ ihre Form bewahren und 
somit als bekannte Funktionen von &,,..., x, berechnet werden 
können. 


34. Die in dieser Weise hervorgehenden Gleichungen: 


N nn , 
. ) a U RE 


U, (2, 5,9%,5 


in denen die J, durch die B,(x) ersetzt werden können, bestimmen 
die J’ als Funktionen der «. Dabei wissen wir, daß dieses neue 
System von Differentialgleichungen: U,— C, die Gruppe Zf gestattet. 

Wir können offenbar hinzufügen, duß die allgemeinsten Lö- [289 
sungen J,,-- TI aus einem partikulären System Lösungen J1,..,J, 
durch abe ee der Gruppe Zf abgeleitet werden a 
Dies folgt unmittelbar daraus, daß es nach dem Früheren genau auf das- 
selbe hinauskommt, ob wir die Größen J’ durch die Gruppe Zf oder 
aber durch die date Yf transformieren. Daß aber die allgemeinsten 
Lösungen J,,...,J,, aus dem partikulären Lösungssystem ud) Er 
durch eine Transformation der ursprünglichen Gruppe Yf abgeleitet 
werden können, ist eine direkte Konsequenz unsrer ursprünglichen 
Fragestellung. 

Überdies erkennen wir unmittelbar, daß die Gruppe Zf einfach 
ist: das ist eine direkte Folge davon, daß die Gruppe Y’f eine größte 
invariante Untergruppe der ursprünglichen Gruppe Yf bezeichnet. 

Hiermit ist nun eine wesentliche Reduktion, oder, wenn man will, 
eine Zerlegung des ursprünglichen Problems II erreicht. 

35. Denken wir uns nämlich, daß das Gleichungssystem: U,—= €, (x) 


schon integriert ist, kennen wir also die Größen J, als Funktionen der 
x, so bilden wir die Gleichungen 


OL Fe 
J; Br: Er ) — B(& 3: - -,%,) (&=1,8,..H), 
m oh Be B ‚ . Bar D) ) 
y LU), >) In ox, a HER Sr, 2.) (= 7) 
die jetzt X,,..., £, als Funktionen von &,,..., x, bestimmen. Diese 


Gleichungen bilden jetzt ein unbeschränkt integrables Sy- 
stem von Differentialgleichungen, dessen allgemeinste Lö- 


sungen %,...,t„ aus einem partikulären Lösungssystem 
36* 
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U». 5 &„ durch eine Transformation der Gruppe Y'f hervor- 
gehen. 

Hiermit nachgewiesen, daß unser ursprüngliches Problem II, 
das in den Gleichungen: J,—= D,(x) seine analytische Formulierung 
fand, sich in zwei ganz analoge Probleme zerlegen läßt, die 
durch die G@leichungssysteme: = 6, und: J,= B,,J, = B, for- 
muliert werden. Während aber das ursprüngliche Problem durch 
die Gruppe Yf charakterisiert war, gehört zu dem Hilfsproblem: 
U,= (6, die Gruppe Zf, und andrerseits zu dem Hilfsproblem: [290 
J,=B,, J,= DB; die Gruppe Y’f. Hierbei ist die Gruppe Zf ein- 
fach, und andrerseits ist Y’f eine größte invariante Untergruppe der 
Gruppe Yf. 

36. Ist nun die Gruppe Y’f wiederum nicht einfach, so können 
wir das Hilfsproblem: J,= B,, J,= B, in genau derselben Weise in 
zwei einfachere Probleme zerlegen, unter denen jedenfalls die Gruppe 
des einen Problems einfach ist. Zu diesem Zwecke müßte man eine 
größte invariante Untergruppe Y”f der Gruppe Y’f herausgreifen und 
sodann genau wie soeben verfahren. 

Ist nun die Gruppe Y”f auch nicht einfach, so wählt man eine 
größte invariante Untergruppe Y”’f, und so weiter. 

Indem man in dieser Weise nach und nach die Gruppen: 


IA, Eu 0 0, 
bildet, unter denen jede in der vorangehenden invariant ist, muß man 
einmal zu einer Gruppe Y'®f kommen, die selbst einfach ist. Dies 
beruht darauf, daß unsre unendliche (oder endliche) Gruppe 
G, gleichzeitig also auch ihre Untergruppen, immer durch 
Differentialgleichungen definierbar sein sollen. 


‚Jedes Problem II, dessen Gruppe @ nicht einfach ist, läßt sich daher 
zerlegen in eine endliche Anzahl Probleme II, deren zugehörige Gruppen 
einfach sind. 

31. Es stellt sich nun die Frage, wie man ein Problem mit ein- 
facher Gruppe @ behandelt. 

Für den Fall, daß die betreffende Gruppe @ nicht allein einfach, 
sondern auch endlich ist, wurde die Antwort auf die gestellte Frage 
längst von mir gegeben. 

Dagegen habe ich früher den Fall, daß @ unendlich ist, nur an- 
deutungsweise behandelt. Jetzt werde ich auf diesen Fall etwas aus- 
führlicher eingehen. 

Liegt ein Problem II mit einfacher Gruppe vor, so muß man sich 
zuerst die Frage vorlegen, ob es unendliche Gruppen in weniger 
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als m Veränderlichen gibt, die mit unsrer Gruppe holoedrisch 
isomorph sind. Sodann bestimmt man eine gleichzusammengesetzte 
Gruppe @’ in möglichst wenig Veränderlichen: 


' ’ ’ 
1 Mg (2; .. L,.) (k=1,...,n). 


Ist eine solche Gruppe @’ gefunden, so sucht man »’ Funktionen 
Ye dm VON L,...,%,, die so gewählt sind, daß die y, durch die 
Gruppe @° transformiert werden. Die hiermit definierten Größen y, [291 
werden bestimmt durch ein System von Differentialgleichungen: 


0 
la. Ku) 227, Dr» a), 


dessen allgemeinste Lösungen: Y,,...,), aus einem speziellen Systeme 
Lösungen: Y,,...,y, durch Gleichungen: 


y, > 9.9; on y,.) 


abgeleitet werden, die eine Gruppe und zwar die Gruppe @’ bilden. 
Es kann daher dieses Gleichungssystem die Form: 


04, 
DU. > De, =) = Di2,,-- ee 


erhalten; dabei bilden U,, U,,... ein volles System von Differential- 
invarianten der Gruppe @”. 


Das hiermit gefundene Gleichungssystem: U,—= D, ist in dem Sinne 
irreduzibel, daß es keiner wesentlichen Vereinfachung fähig ist. 

Ist das Gleichungssystem: U, = D, integriert, so erledigt sich 
das ursprüngliche Problem II mit einfacher Gruppe @ durch 
Differentiation. 


38. Eine vollständige Theorie der irreduziblen Probleme II kann 
erst dann gegeben werden, wenn alle einfachen unendlichen Gruppen, 
richtiger gesagt, wenn die Zusammensetzungen aller einfachen 
unendlichen Gruppen bestimmt worden sind. 

In früheren Arbeiten bestimmte ich vier Klassen einfacher 
unendlicher Gruppen, deren jede unendlich viele verschie- 
dene Zusammensetzungen repräsentiert. 

Die erste Klasse besteht aus der Gruppe aller Punkttransforma- 
tionen des Raumes &,,..., x, zusammen mit allen gleichzusammengesetzten 
Gruppen. 

Die zweite Klasse besteht aus allen Gruppen, die gleichzusammen- 
gesetzt sind mit der Gruppe aller Berührungstransformationen des (n+ 1)- 
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fach ausgedehnten Raumes 2,%,..:,%,. In kanonischer Form besitzen 


N 


die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppen die Gestalt: 
= 
Ba es BF Ale: 


Die dritte Klasse besteht aus allen Gruppen, die gleichzusammen- |292 
gesetzt sind mit der Gruppe aller Berührungstransformationen: 


(p(z,, a, KL Pı, Se? 25 f) 


in den Veränderlichen &,,.. -, Zu Pır * "> Pr’ 
Die vierte Klasse besteht aus allen Gruppen, die gleichzusammen- 
gesetzt sind mit der unendlichen Gruppe, die durch die Gleichung: 


Staa. ul 


0%, 


definiert wird. Die infinitesimalen Transformationen: 


6 0 
tt 


sind definiert durch die einzige Bedingungsgleichung: 


08, ® 
oz, I a = 





Liegt nun zum Beispiel in den Veränderlichen %,,...,y, ein Ir- 
reduzibles Problem II vor, dessen Gruppe mit der Gruppe aller Be- 
rührungstransformationen (pf) in den Veränderlichen: 


an Piy = BD (n > 2m) 


gleichzusammengesetzt ist, so steht das erforderliche Integrations- 
geschäft in genauestem Zusammenhange mit der klassischen Theorie 
des Pfaffschen Problems, sowie mit meiner Theorie der Funk- 
tionengruppen. 


39. Das Problem, die Zusammensetzung aller einfachen unend- 
lichen und kontinuierlichen Gruppen zu bestimmen, habe ich noch 
nicht zu behandeln versucht. Es ist nicht unwahrscheinlich, daß die 
Antwort ebenso einfach ausfallen wird, wie für die endlichen. Unter 
allen Umständen erscheint es außerordentlich interessant, daß die Mathe- 
matiker sich schon eingehend, wenn auch implizite, mit den oben- 
genannten Klassen einfacher unendlicher Gruppen beschäftigt haben. 
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Kapitel 3. [293 


Gruppentheoretische Behandlung der Theorie 
des letzten Multiplikators. 


40. Jacobi lenkte die Aufmerksamkeit auf lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen: 


ih er, 
(1) X=5, ee, u - 0, 
deren Koeffizienten &,...,&, die Bedingungsgleichung: 
= ER 
(2) a 


erfüllen. Es gelang ihm, Be daß, sobald n — 2 beliebige un- 
abhängige Lösungen: %,,...,%,_, gefunden sind, daß dann die Auf- 
 findung der letzten Lösung nur eine Quadratur verlangt. 
Wir werden zeigen, daß unsre vorangehende Theorie diese schöne 
 Jacobische Theorie als speziellen Fall umfaßt. Unsre Theorien geben 
' aber zugleich ein neues Resultat; sie zeigen nämlich, daß Jacobis 
Theorie das Größtmögliche leistet, Soweit uns bekannt, ist weder 
Jacobi noch seine Nachfolger explizite auf die Frage eingegangen, 
ob nicht auch die Auffindung der n — 2 ersten Lösungen: %,,..., %,_> 
 Vereinfachungen darbietet, sobald die Bedingungsgleichung (2) besteht. 

Das hiermit angekündigte Resultat hat seinen Wert; die Haupt- 
sache bei den Entwickelungen dieses Kapitels liegt aber darin, daß sie 
zeigen, daß die früher isoliert stehende Jacobische Theorie des 
letzten Multiplikators für eine gruppentheoretische Auffassung gradezu 
als selbstverständlich erscheint. Wir erkennen, daß es möglich ist, 
viele analoge Theorien zu entwickeln. 

41. Erfüllen die Inkremente &,...,&, der infinitesimalen Trans- 
formation: 





of of 

Xf=8$, ER a 0%, 
die Bedingung: 

085, . 

2 er = 
‚so bestimmt, können wir sagen, Xf, BR wenn man will, die zu- [294 
gehörige eingliedrige Gruppe, im Raume &,,...,*, eine stationäre 
Strömung eines inkompressiblen Fluidums. Es repräsentiert daher Xf 
die allgemeinste infinitesimale Transformation einer gewissen unend- 
lichen Gruppe, deren Transformationen: 


Oi) R=1,...,n) 


568 XX. Verwertung des Gruppenbegriffes für Diffgl. I. Leipz. Ber. 1895 


dadurch charakterisiert sind, daß sie alle Volumina invarlant lassen.') 
Alle diese Transformationen sind analytisch definiert durch die Glei- 
chung: 
A 21.1 

die somit als Definitionsgleichung der endlichen Transforma- 
tionen unsrer Gruppe aufgefaßt werden muß. Dementsprechend ist 
die Gleichung: 

08, ee O5 _ 0 
AR: OT, 
die Definitionsgleichung der infinitesimalen Transformatio- 
nen unsrer Gruppe. 


42. Wir wollen zunächst zeigen, daß zwei beliebige infinitesimale 
Transformationen dieser Gruppe mit einander innerhalb der Gruppe 
gleichberechtigt sind. Um das zu beweisen, genügt es, zu zeigen, daß 
jede infinitesimale Transformation der Gruppe durch eine andere pas- 
send gewählte endliche Transformation der Gruppe auf die Form einer 
infinitesimalen Translation: 

of 


On 
gebracht werden kann. 


Nachdem es uns gelungen ist, diesen Nachweis zu führen, stellen 
wir uns die Aufgabe, die einfachsten Integrationsoperationen anzugeben, 
die erforderlich sind, um Xf in der angegebenen Weise auf die ge- 
nannte kanonische Form zu bringen. 


43. Es soll also zunächst bewiesen werden, daß, sobald eine in- 
finitesimale Transformation Xf die Bedingung: 


(3) te +0 [295 


erfüllt, daß es dann immer möglich ist, neue Veränderliche: 
ee RER 2) ©.) (k=1,...,n) 


einzuführen, die auf einmal die beiden Relationen: 


und: 
0a Im, 0 _ 
er Ox, ee 


erfüllen. 


1) Man kann diese Gruppe naturgemäß als die Gruppe der Hydrodyna- 
mik bezeichnen. 
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Anders ausgesprochen: wir wollen beweisen, daß die Differential- 
gleichungen: 


OL: | ou = 
| &ı dm, Are au (k=],...,n—1), 


(4) 
| ++ Om _q 


n 0x, 
ou: Im 
(5) Pen pn ee 


integrabel sind, sobald die Größen &,,...,&, die Bedingung (3) er- 
füllen. 

Sind &,...,@,_, ein System Lösungen der Gleichung: Xf= 0 
und «, eine partikuläre Lösung der Gleichung: Xf=1, so sind: 


rn die, ha rer U(e,, LEN, 


die allgemeinsten Lösungen der » Differentialgleichungen (4). Es frägt 
sich, ob es möglich ist, die Funktionen: %,,...,%,_, % der « derart 
zu wählen, daß auch die Differentialgleichung (5), die jetzt die Form: 








Ä >, 2m. da, zZ 00,,.dm _ 
(6) Paar 00, da Pier : ge 


_ annımmt, erfüllt wird. 


44. Da «,..., @,_, ein System Lösungen von: Xf=0 sind, [296 
existiert eine solche Größe o, daß die Gleichung: 


ce, 00,- 
(7) Xf= DE BE hit Tau of 


0%,-1 OR, 


identisch besteht; es besitzen daher &,...,&, die Werte: 











: RK | 
eG — 1r-1 1 n—1 er — ])r-2 1 nt 
= (1) ee ee Co, a 
die, in die Gleichung: 
ae 
ER re 
eingesetzt, die Relation: 
R s N Die. een vw. 
htm, Denn ee 





1 


liefern; hier verschwindet aber der Faktor von o identisch, und also 


drückt sich o, als Lösung von: Xf= (0, als Funktion von &,,...,&,_ı 


aus: ee EEE 
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Erteilen wir andrerseits der Größe f in der identischen Glei- 
chung (7) den Wert: f=«,, so erhalten wir die Relation: 


AS So 00, , 0% 


de OX, 


und somit für o den Wert: 








= ren 
Seoa, 22 ee 
= Peer 
so daß: 
0a, ca, Ay Pie, ’ a) 
<S+ 0x. 0x, 
wird. 
45. Es nimmt daher die Gleichung (6) die Form an: [297 





2 OV,_ 
Be 2 nn pe 


n—1/* 


In dieser Gleichung bezeichnen %,,..., %,_, unbekannte Funktionen 
von &,...,@%,_,. Man übersieht daher ohne weiteres nicht allein, 
daß immer solche Funktionen %,, ..., %,_, der « vorhanden sind, 
die die letzte Gleichung erfüllen, sondern auch, daß als Größen 
Y,:..,%,_a ganz beliebige Funktionen der « gewählt werden 
können, während hinterher eine beliebige Lösung der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung: 
ou N  , 
N ee en 


0-2 0,_] 





als Größe %,_, gewählt werden kann. Wir sehen überdies, daß eine 
Quadratur zur Auffindung einer solchen Lösung Y,_, genügt. 


Liegt daher irgend eine infinitesimale Transformation Xf vor, die 
alle Volumina invariant läßt, so gibt es immer endliche Transforma- 
tionen: 

u p(Rı, a 2,); 


die ebenfalls alle Volumina invariant lassen, die Xf auf die Form: 
ef 


On 
bringen. 

46. Will man sich die Wahrheit dieses Satzes anschaulich klar machen, so 
denkt man sich die infinitesimale Transformation X als definierend eine a 
näre Strömung eines inkompressiblen Fluidums im Raume 2 
dann n — 1 infinitesimale Konstanten: 


„, wählt so- 


Dr By}... @ 
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und zerlegt den ganzen Raum in unendlich dünne Stromfäden durch Gleichungen: 


y=mo,)=mMa,,..,,_ı = Mo,_1 (m=0,1, 2,3, ....), 


im denen... 2, 0, ,.cın System Lösungen von: Xf=0 bezeichnen. Der Quer- 


schnitt q jedes einzelnen Stromfadens ist offenbar gleich dem Produkt: ®,@,...®,_, 


multipliziert mit einer Funktion des Ortes: 
a ee Mr: 


Dabei ist das Produkt des Querschnittes q und der Geschwindigkeit [298 


V&-+:--+8&2 konstant längs jedes einzelnen Stromfadens; es besteht daher eine 
Gleichung von der Form: 


OV3+.-+&82=0,, ee RS, 
Es definiert also das Symbol: 


5 (+ +54) 


x 





wiederum eine stationäre Strömung unsers inkompressiblen Fluidums. Diese 
infinitesimale Transformation hat dieselben Bahnkurven und Stromfäden: 
y=ma,,..,),_ı=me,_, wie Xf. Für die neue infinitesimale Transforma- 
tion ist aber das Produkt der Geschwindigkeit und des Querschnittes qg des be- 
treffenden Stromfadens überall gleich groß. 

Bezeichnen wir daher eine beliebige Lösung der Gleichung: 


EN 1 
Bl... Dr 





IXfet 


mit &, so leuchtet ein, daß die Mannigfaltigkeiten: & — Const. von der infinitesi- 
malen Transformation Xf: © unter einander vertauscht werden, und überdies, daß 
der ganze Raum von den Mannigfaltigkeiten: 


y=mo,,-..,,_ı mo,_n $=mo (#=0,1,3,3,...) 


in unendlich viele unendlich kleine Volumina zerlegt wird, die sämtlich gleich groß. 
Also läßt die endliche Transformation: 


ad 1 ne nm 


alle Volumina invariant; sie bringt überdies die infinitesimale Transformation 
Xf:© auf die Form Of: or,. 

In den Veränderlichen r, erhält also xf die Form: 
of. 


X= le OR, RR Er dr, 


Daß es hinterher möglich ist, durch eine passende Transformation: 
; Be! 
x = Pl» m RE. (k=1, ...,n—1), Lt, gi 


die ebenfalls alle Volumina invariant läßt, unsre Transformation Xf auf die 
Form Of:0x), zu bringen, ist begrifflich wie analytisch evident. 
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41. Wir sind jetzt so weit, daß wir unsre allgemeinen Theorien [299 

auf die allgemeine Gleichung: Xf— 0, die die Bedingungsgleichung: 
Ka 

0x, 


ro, 


O&n 
erfüllt, anwenden können. 

Wir suchen also die allgemeinste endliche Transformation: 
= 9%, -. ., %,) unsrer Gruppe, die X/ auf die Form of: or, bringt. 
Anders ausgesprochen, wir bilden das integrable System von Differential- 
gleichungen: 








30T Or 2 ei 
3 En + ...4 End, —_ Ken, 
0%, OL, 
(8) | ae ae 
IH Ob En 
a 





und versuchen, eine Integrationstheorie dieses Systems zu entwickeln. 


48. Es läßt sich nun dieses System von Differentialgleichungen 
nach meinen allgemeinen. Entwickelungen auf eine kanonische Form 
bringen. Um sie zu finden, suchen wir nach unsern allgemeinen 
Regeln zuerst die allgemeine infinitesimale Transformation: 


7 7 
Y=nlı--- De ar a 


die mit öf:°x, vertauschbar ist. Diese Transformationen sind darge- 
stellt durch die Formel: 


ß 
Yf= n(Eı, 0 u) En Nm (&ı, —. N) Z 


27 
dabei vorausgesetzt, daß die n— 1 ersten Koeffizienten n,,..., 9,_, 
die Bedingung: | 

on, 7 

Ren 
erfüllen. Erweitern wir nun die allgemeine infinitesimale Transforma- 
tion Yf, indem wir die Inkremente der Differentialquotienten aller [300 
y, nach den x berechnen, und bestimmen sodann ein volles System von 
Differentialinvarianten: 


alu m ät,.) 


der Gruppe Yf, so muß das Gleichungssystem (8) die Form: 


Al dan en Er ) == Ba, a %,) 


n se, 
0x, 


erhalten können. 
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49. Da zx,,-.:., £,_, ein System Lösungen von: Xf = 0 darstellen, 


besteht eine Relation: 
) Lı 0 a of 
lt oe 


n—i n 
und, wenn hier f=r, gesetzt wird, kommt: 


0x, BE © 9 


, 


so daß, da Xr,=1 ist, folgt 6= 1 und: 
ra-ı dr 


De Or, 





OL, 
Xf-23+ a 
Diese identische Gleichung zerlegt sich nun aber in » Gleichungen: 


Be, 
| : s = El, Pre 
RR, 


n 


eh 


In diesen » Gleichungen sind die rechten Seiten bekannte Funk- 
tionen der «. Die » linksstehenden Funktionaldeterminanten sind Dif- 
ferentialinvarianten der Gruppe Yf, deren endliche Transformationen: 

= li) Aber d Kent oli 4 nn) 
der einzigen Bedingung: 

Ei ot | 
| Lı 4 a 1 
He». 


unterworfen sind; es ist ja: 














wen a, ED a 
Bl ee, ee 
und infolgedessen: [301 
De een lun as a 
Bu “©. © %,_1 ri »,05 In 2 07023.6 %._1 %rr1 ir De LK, 











Wir kennen somit schon » Differentialinvarianten der Gruppe Yf, 
nämlich J,,..., J, als Funktionen von &,,...,%,. Offenbar ist nun 


N n 


aber auch die Funktionaldeterminante: 





selbst eine Differentialinvariante der Gruppe Yf, und den Wert dieser 
Invariante, nämlich 1, kennen wir ebenfalls. 
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50. Es läßt sich nun vermuten, daß die n +1 Größen W,..., J, 


J ein volles System von Differentialinvarianten der Gruppe Yf bilden. 
Wir verifizieren dies, indem wir zeigen, daß die n + 1 Gleichungen: 


J =... In J=1 


die Gleichungen des ursprünglichen Systems (8) vollständig ersetzen. 
Daß dies wirklich der Fall ist, beweisen wir folgendermaßen. Die 
Gleichungen: „= &,,-:., J„= &, zeigen, daB Xf die Form: 


xp mc hf | 
ed 


erhalten kann. Die n Gleichungen: J,=&,,..., J„—&, sind daher nur 
eine andere Form der Gleichungen: 


Au 0,., 2. 0 Aue. 


Hiermit ist der verlangte Beweis erbracht. 


dl. Unser Problem, die infinitesimale Transformation Xf unsrer 
ursprünglichen Gruppe durch eine Transformation der Gruppe: 


u 9, ,.:.- 2.) 


auf die Form einer Translation zu bringen, findet daher seinen analytı- 
schen Ausdruck in den n Gleichungen: 


neyaı, ee, 


— &,(«) (k=1,...,n) 
| 4... H_1ı iarı +: T | 


n 


verbunden mit der Gleichung: 


an 


27 


J 


Hier dienen die Gleichungen: J,=&, zur Bestimmung von [302 
Ye. &,_ı- Ist diese Bestimmung geleistet, so gestattet die Glei- 
chung: J=1, die Größe x, durch eine Quadratur zu finden. 

52. Wir wissen, daß die Differentialgleichungen unsers Problems: 
J,= 8, J=1 mit den Gleichungen: 

Xu, = 0 3 Xt,.-ı 0, Xr,= l, 


| 


| A 
Pina, 
| n BE 1 
| L ae SS) X, | 
äquivalent sind; wir wissen ferner, daß x,, Igy - +, £,_, keiner anderen 


Beschränkung unterworfen sind, als daß sie unabhängige Lösungen 
von: Xf= (0 sein sollen. Gerade hierin liegt es, daß die Bestim- 
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mung dieser n— 2 ersten Lösungen keine Vereinfachung dar- 
bieten kann. 


53. Zur Bestimmung der letzten Lösung r,_, von: Xf=(0 die- 
nen nur die n linearen partiellen Differentialgleichungen: 


ra ee 
9 u uir. % =E(2.:..,.% ER N 
(9) ( ) 2... m | &( 1) ’ >) ), 


deren gemeinsame Lösung: f=t,_, ist. Diese Gleichungen können 
nun aber nicht unabhängig sein, denn sonst wäre r,_, bis auf eine 
additive Konstante bestimmt, während wir wissen, daß, sobald f=T,_, 
eine partikuläre Lösung der letzten Gleichungen darstellt, daß dann die 
allgemeine Lösung die Form: 


a a A A) 


besitzt und somit eine willkürliche Funktion der Argumente £,,...,X,_> 
enthält. Da wir aber von vornherein wissen, daB diese willkürliche Funk- 
tion additiv auftritt, so dürfen wir behaupten, daß die Gleichungen 
(9) durch Einführung der unabhängigen Veränderlichen: 


LU) 00) L.-2 BER y, 
sich auf zwei Gleichungen von der Form: 


a 0 | 
Do Ser Pa d.-1) Du Us ng 4) rs zicH Br y,» U 97 &n_3) 


reduzieren, so daß die Größe: f=r,_, durch eine Quadratur be- [303 
stimmt wird. 
| Wünschen wir endlich, die Größe x, zu finden, so bilden wir die 
Gleichung: 
er SEELEN 
Kr A 


n—1i"n 


1 


und finden, da die linke Seite immer verschwindet, wenn f gleich einer 
unter den Größen %,,...., £,_ı gesetzt wird, die gesuchte Größe: f=r, 
durch eine Quadratur. 

Hiermit sind wir zu den von Jacobi entdeckten Integrationsver- 
einfachungen gekommen; wir haben gesehen, daß Jacobis Resultat 
ein Ausfluß unsrer allgemeinen Theorie ist; überdies haben wir nach- 
gewiesen, daß Jacobis Theorie definitiv ist, weil sie sich nicht ver- 
bessern läßt. 


54. Es ist bekanntlich Jacobi, der den Begriff Funktionaldeter- 
minante eingeführt hat. Benutzt man den Begriff des n-fach ausge- 
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dehnten Raumes und deutet dementsprechend die Transformation: 
De. (k=1,...,n) 


als eine Abbildung des Punktraumes &,,..., x, auf den Punktraum 
Use, dn, so läßt sich die Funktionaldeterminante: 


| 
ee 


ee 





| 


deuten als das Verhältnis zwischen einem infinitesimalen Volumteil des 
Raumes x, ..., £, und dem entsprechenden Volumteil des Raumes 


X: %,. Dies ist längst bekannt. Gerade dieser alte Satz gestattete 
uns im vorangehenden, zu behaupten, daß die Gleichung: 
| Lı en L, eo: 1 
Bee 





alle Transformationen des Raumes definiert, bei denen alle Volumina 
ungeändert bleiben. 

Unsre Einführung des allgemeinen Begriffes infinitesimale Trans- 
formation gibt aber, wie wir auch bei dieser Gelegenheit hervorheben 
wollen, eine neue begriffliche Deutung des Begriffs Funktional- [304 
determinante Für uns ist die Funktionaldeterminante: 


een 
wa 


n | 


gradezu das Symbol einer infinitesimalen Transformation 
Xf, die alle Volumina invariant läßt. Die Bahnkurven dieser 
Transformation werden bestimmt durch die Gleichungen: r, = Const., 
..., &,_1 = Const. Ist r, eine beliebige Lösung der Gleichung: Xf= 1, 
so ist: £,— Const. die allgemeinste Schar von oo! (n — 1)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten, die bei Xf invariant bleibt. 

Setzen wir insbesondere: 


TE VE ER m FERE 
so erhalten wir das einfache Symbol: 


of 


, 
7 X, 


das in der Analysis den Differentiationsprozeß, für uns aber die 
infinitesimale Translation darstellt. 

Jacobis Auffassung des Differentiationsprozesses als eines speziel- 
len Falles der Funktionaldeterminante hat somit auch einen schönen 
gruppentheoretischen Sinn. 
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Mein allgemeiner Satz, daß jede infinitesimale Transformation Xf 
durch Einführung zweckmäßiger unabhängiger Veränderlicher in eine 
infinitesimale Translation übergeht, steht ja in genaustem Zusam- 
menhange mit der Theorie der Funktionaldeterminanten. 


Kapitel 4. 


Bestimmung der stationären Strömungen eines Gases 
bei konstanter Temperatur. 


55. Führt man nach einander zwei Punkttransformationen aus, 
deren jede alle Volumina nach konstantem Verhältnisse ändert, so ist 
das Ergebnis dieser beiden Transformationen wiederum eine Trans- 
formation, die alle Volumina nach einem bestimmten Verhältnisse än- 
dert. Dieser selbstverständliche Satz ist, wenn man will, eine direkte 
Folge des Multiplikationssatzes zweier Funktionaldeterminanten. 


Es bilden daher alle Transformationen, bei denen jedesmal alle 
Volumina nach demselben Verhältnis geändert werden, eine unend- [305 
liche Gruppe. Die endlichen Gleichungen: X,—= p,(&,, ..., x,) aller Trans- 
formationen dieser Gruppe werden bestimmt durch die Gleichungen: 

8 || 


- —=( kelr,..n: 
0%, RE RE 
. die somit die Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen unsrer 
Gruppe darstellen. 
Die analytische Definition der infinitesimalen Transformationen 
Xf dieser Gruppe findet man, indem man in die letzten Gleichungen 
die Werte: 
u=%+t e$, TESTER 
einführt, und dabei & als eine infinitesimale Größe auffaßt. Dabei er- 
gibt sich, daß die n Gleichungen: 
0 or O8, 


0%, 





+. +) —= ( (k=1,...,n) 


0%, 


die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transforma- 
tionen unsrer Gruppe sind. 


56. Indem wir uns nun die Aufgabe stellen, alle eingliedrigen 
‘Gruppen zu finden, deren infinitesimale Transformationen die soeben 
| geschriebenen Gleichungen erfüllen, müssen wir uns zuerst klar machen, 
‘ob alle infinitesimalen Transformationen unsrer unendlichen a 
‚innerhalb dieser Gruppe gleichberechtigt sind oder nicht. Wir werden 


‘finden, daß alle infinitesimalen wie endlichen Transformationen unsrer 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 37 
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unendlichen Gruppe sich in 06! Scharen anordnen, so zwar, daß alle 
infinitesimalen oder endlichen Transformationen, die einer solchen Schar 
angehören, innerhalb der unendlichen Gruppe gleichberechtigt sind. 

Wir wollen zuerst durch begriffliche Betrachtungen zeigen, daß 
dieser Satz für endliche Transformationen unsrer Gruppe richtig ist. 

Sei T eine Transformation unsrer Gruppe, die alle Volumina des 
Raumes ver-r-facht, und ebenso S eine Transformation der Gruppe, die 
alle Volumina ver-o-facht. Führen wir dann die Transformation S auf 
die Transformation 7 aus, so erhalten wir die Transformation: 


a 


Wünschen wir nun zu wissen, wie diese neue Transformation alle Vo- 
lumina ändert, so bilden wir die Gleichung: 
t 


—_ em ,0>T [306 
6 


und schließen, daß die Transformation S-17S, wie die Transformation 
T, alle Volumina ver-r-facht. Dies bleibt wahr, welche Transformation 
unsrer Gruppe auch S sein mag. 


Satz. Alle Transformationen unsrer Gruppe ordnen sich in oo! 
Scharen, deren jede innerhalb der Gruppe invariant ist. Jede einzelne 
Schar besteht aus denjenigen Transformationen T der Gruppe, die alle 
Volumina nach einem gewissen gegebenen Verhältnis 1: ändern. Unter 
diesen invarianten Scharen gibt es eine und offenbar nur eine, deren 
Transformationen eine Untergruppe und zwar eine invariante Untergruppe 
bilden. Es ist dies die Schar: = 1, deren Transformationen alle Volu- 
mina ungeändert lassen. 


9%. Wir komplettieren bald diesen ziemlich selbstverständlichen 
Satz, indem wir zeigen, daß hiermit alle invarianten Scharen von Trans- 
formationen unsrer Gruppe gefunden sind. 

Zunächst wollen wir aber zeigen, daß die eben erhaltenen Resul- 
tate auch dann gültig bleiben, wenn wir infinitesimale Transformationen 
statt Transformationen schreiben. | 

Am einfachsten erkennen wir dieses, wenn wir in den Betrach- 
tungen, die zu unserm Satze führten, unter 7 eine beliebige infinitesi- 
male Transformation unsrer Gruppe verstehen, unter $ dagegen eine 
beliebige endliche Transformation der Gruppe. Da nämlich unter dieser 
Voraussetzung auch $-178 eine infinitesimale Transformation der 
Gruppe darstellt, so leuchtet die Richtigkeit unsrer Ankündigung ohne 
weiteres ein. Bemerken wir nun überdies, daß die Größe: 


1 ++ 2) 


0R 
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das Verhältnis angibt, nach dem die Transformation Xf das Volumen 
eines unendlich kleinen Raumteils ändert, so sehen wir, daß wir unser 
Resultat folgendermaßen formulieren können: 

Satz. Die endlichen Transformationen unsrer Gruppe ordnen sich 
in oo! Scharen, deren jede innerhalb der Gruppe invariant ist. Diese 
oo! Scharen werden definiert durch die Gleichung: 


San a > —= c—= (onst. 


In ganz entsprechender Weise ordnen sich alle infinitesimalen [307 
Transformationen dır Gruppe in ©! invariante Scharen, deren jede durch 
eine Gleichung von der Form: 


085: 
Öx, + Se -_ en =(1-= Const. 
definiert wird. 


58. Der soeben aufgestellte Satz läßt sich auffassen als Korollar 
eines allgemeinen analytischen Theorems, das ein selbständiges Inter- 
esse darbietet und daher hier abgeleitet werden soll. Seien: 


0 ' 0 ö 
Kahgte Hg, Memgat mg 


zwei beliebige infinitesimale Transformationen, die nicht gerade unsrer 
Gruppe angehören sollen. Dann ist: 


x - IX - IX, 76) 

k k 

und: | i 
d oo en eh. 
ST N I 1 Ztze] 

On 08; Om 0°8 on 0 

= 00,0%, +, 08; = dx, 7 on, 77 = 


= -33 Kae u 


02,0%, EN or 
on, 08 
-2(23)- ee) 


Hiermit ist zunächst der Satz erhalten: 





Satz. Liefern zwei ganz a ne Transformationen: 
Xf= < BZ P) . ’ r f= =" N: sc x; 


/ 
‚durch Bauen con die .. mation: 


er 2 
37 ® 
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so besteht identisch die Gleichung: [308 
0 _ om\ _ 05% 
ST X (I; ) (32) 
Wir können übrigens diesen Satz auch folgendermaßen aussprechen: 


Satz. Sind &,,..., &;> Ni»: > 2m gamz beliebige Funktionen von 
%y:: 3%, So besteht die Gleichung: 


7 on; 08; ON CE. 
Sn, 282 Inpa]- wir 937 In Som, 


immer identisch. 


59. Setzen wir insbesondere voraus, daß Xf und Yf der in diesem 
Kapitel betrachteten unendlichen Sup angehören, daß also die Summen: 


08, ga 
a I 


alle beide einen konstanten Wert haben, so sehen wir, daß die durch 
Klammeroperation entstandene Transformation: X Yf— YXf die Eigen- 
schaft besitzt, alle Volumina invariant zu lassen. Benutzen wir daher 
den Begriff derivierte Gruppe, so können wir den Satz aussprechen: 

Satz. Die Gruppe derjenigen Transformationen, die alle Volumina 
invariant lassen, ist die erste derivierte Gruppe derjenigen größeren 
Gruppe, deren Transformationen alle Volumina nach konstanten Verhält- 
nissen ändern. 

Bemerken wir andererseits, daß bei Ausführung der infinitesimalen 
Transformation Yf auf X/f die Transformation: 


Xf+6t(XY) 


entsteht, so erhalten wir den schon oben gefundenen Satz: 


Satz. Alle infinitesimalen Transformationen Xf, für welche der 
Ausdruck: 


| 057 
ar 


einen bestimmten konstanten Wert hat, bilden eine invariante Schar [309 
innerhalb derjenigen Gruppe, deren Transformationen alle Volumina nach 
konstanten Verhältnissen ändern. 

60. Wir gehen nun einen Schritt weiter und stellen die Behaup- 
tung auf, daß zwei infinitesimale Transformationen Xf und Yf, die die 
Bedingungen: 


SE >. 2% — Const. 


Kap. 4; Nr. 58—62. Die unendl. Gr., die alle Vol. prop. ändert Sl 


erfüllen, innerhalb unsrer Gruppe gleichberechtigt sind. Wir for- 
en dabei diese Behauptung lieber folgendermaßen: Besteht die 
Gleichung: 


DIE =-u= Const., 
0% z 


so gibt es immer n [unabhängige] Funktionen A ae g 





X: .,%,, die die Bedingungen: | 
a2 BEE Ob; On). 2 
Xf= TE Fr (I+ PR 5) = (0 (k=1,...,n) 
erfüllen. 


61. Um die Richtigkeit dieser Behauptung allgemein nachzuweisen, 
denken wir uns eine beliebige infinitesimale Transformation Xf vorge- 
legt, die die Bedingung: 


+. ten —= a = Const. + 0 


erfüllt Wir nehmen an, daß sie durch Einführung neuer Veränder- 


licher t,,...,£,, die die Bedingung: 
(A) Ih gez — k— Const, 
1 


erfüllen, auf die Form: er, rn gebracht werden kann: 


; 0 0 
(B) ht: tg ne ga 
Es gelingt uns, indem wir die Möglichkeit dieser Überführung |310 
voraussetzen, die entsprechende Form der Funktionen t,,...,t, zu be- 
stimmen. Nachträglich verifizieren wir, daß die hiermit bestimmte 
Transformation wirklich immer das Verlangte leistet, wohlbemerkt, 
wenn a = « ist. 


62. Zunächst erkennen wir, indem wir in der Identität (B) der 
Größe f nach und nach die Werte: x,,...,t,_, erteilen, daß diese 
n — 1 Größen Lösungen von: Xf=( sein müssen, daß also: 


I ON N 


sein muß. Erteilen wir sodann f in (B) den Wert r,, so kommt: 
% 


(©) | DE 


Nun aber besteht, grade weil £,,...,r,_, Lösungen von: Xf= 0 
sind, eine Relation: 


(D) or 
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und dabei besteht, wie wir im vorigen Kapitel sahen, die Relation: 


0(68,) Kae 
Bu me 
oder: 
X > Br 


oder, mit Berücksichtigung der Relation: 


0£&, 
Fin 
einfach: 
(E) Xoe+tao=d. 


Erteilen wir andererseits in der Formel (D) der Größe f den Wert 
r,, so kommt: 


und durch Berücksichtigung der beiden Formeln (A) und (C) folst: 


k 
k=oct,, en 


so daß durch Substitution des gefundenen Wertes von og in (E) [a11 
sich ergibt: 

k ak 1 

a en 
oder: 


Xr SEE aL,- 


n 


Früher fanden wir aber: Xr,=ect,, also. schließen wir, daB a=c 
sein muß. 

Hiermit haben wir zunächst einen neuen Beweis des oben abge- 
leiteten Satzes, daß die Konstante: | 


bei Transformationen unsrer Gruppe ihren Wert nicht ändert. 
Gleichzeitig erkennen wir, daß die gesuchte Transformation unsrer 
Gruppe, die Xf auf die gegebene kanonische Form bringen soll, jeden- 


falls die Form: 
evt 
DE Pn-17,&n nn: Er 
haben muß, wobei Q,,...9,_, ein System Lösungen der Gleichung: 


Xf= 0 bezeichnen, während g durch die Gleichung: 


ee 
eXf- N nn 


bestimmt wird. 
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63. Wir wollen jetzt verifizieren, daß die hiermit bestimmte Trans- 
formation wirklich immer das Verlangte leistet. 
In den gefundenen Veränderlichen nimmt ja Xf die Form an: 





0) 7) a, 
-rugt- ran. 1d., = ee 
Nun aber ist: 
X, =Xn,= = X,_,=0 
und: 
k z(!\__KLe. 
Xu -,X,)--7 5; 
ferner ist: 
Ö 
Kot I -0-Xo+ee, 
also folgt: 
 k — 1 
Es ergibt sich also, daß Xf wirklich die angekündigte Form: [312 
Eu of 
Xf= OEn dr, 
annımmt. 


In diesen Entwickelungen haben wir stillschweigend von dem schon 
im vorigen Kapitel erledigten Falle: c = 0 abgesehen. 


64. Unser Resultat ist also das folgende: 


Liegt eine infinitesimale Transformation: & Pi +: + 8,p. vor, die 
alle Volumina nach konstantem Verhältnisse ändert, die also die Gleichung: 


08, 
A WE 
erfüllt, so gibt es immer unter den Transformationen der unendlichen 
Gruppe: 


(ke1,14.,.72) 


solche, die Xf auf die Form: 
of 
Xf= Lu zr 
bringen. Man findet die allgemeinste derartige Transformation, indem 
man n— 1 unabhängige Lösungen 91, :--, P„_, der Gleichung: Xf=V 
herausgreift und sodann die Identität: 


ae 


Pe In ı| 


Be Aldann ca: 
| a iR 


| 


1 
ee 


die allgemeinste Transformation, die das Verlangte leistet. 
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65. Es fragt sich nun, welchen Vorteil wir aus unsern allge- 
meinen Theorien für die Reduktion unsrer infinitesimalen Transforma- 
tion Xf auf die kanonische Form er,(ef:cr,) ziehen können. Es wird 
sich ergeben, daß die Leistungen unsrer allgemeinen Theorien in [313 
dem vorliegenden Falle äußerst bescheiden sind. Wir haben ja grade 
diejenige unendliche Gruppe gewählt, für welche unsre Theorien am 
wenigsten leisten. Die Bedeutung unsrer Entwicklungen liegt aber 
darin, daß wir genau feststellen können, welchen Vorteil für die Re- 
.duktion von Xf auf die Normalform wir daraus ziehen können, daß 
wir von vornherein wissen, daß die infinitesimale Transformation Xf 
alle Volumina nach konstantem Verhältnis ändert. 

Es ist nun zunächst klar, daß die Integration der Gleichung: 
Xf=0 gar keine Vereinfachung gestattet. Dies folgt daraus, 
daß die Lösungen 9@,,..., @,_ı der Gleichung: Xf= 0 gar keiner Be- 
schränkung: unterworfen sind. 

Soll daher eine infinitesimale Transformation Xf, die alle Volumina 
nach konstautem Verhältnis ändert, auf die Normalform er,(öf:cr,) 
gebracht werden — und zwar durch eine allgemein gültige Methode, 
die für alle derartigen Transformationen X/ zum Ziele führt —, so 
muß zuerst die Gleichung: Xf= 0 integriert werden; ist dieses ge- 
schehen, so braucht man nur gewisse Differenkihonen auszuführen. 
Die unter andern Umständen erforderliche Quadratur fällt weg. 

Eine weitergehende Vereinfachung ist nicht möglich, so lange über 
Xf nichts mehr bekannt ist, als daß sie alle Volumina nach konstantem 
Verhältnis ändert. 


Kapitel 5. 


Lineare partielle Differentialgleichungen mit einem bekannten 
Multiplikator und einer bekannten infinitesimalen Transformation. 


66. Die Jacobische Multiplikatortheorie läßt sich nach vielen 
Richtungen hin verallgemeinern. Dies darf nicht überraschen; es ist 
ja überhaupt ein allgemeines Phänomen, daß die gruppentheoretische 
Auffassung bekannter Theorien fast unmittelbar zu den verschieden- 
artigsten Verallgemeinerungen führt. 

Nachdem wir in Kapitel 3 eine gruppentheoretische Behandlung 
der Multiplikatortheorie durchgeführt hatten, entwickelten wir schon in 
Kapitel 4 eine Verallgemeinerung, die unter methodischem Gesichts- 
punkte Interesse darbietet, während allerdings ihre praktische Bedeu- 
tung verhältnismäßig gering ist. In diesem Kapitel entwickeln wir [314 
einige weitere Verallgemeinerungen, die auch unter praktischem Ge- 
sichtspunkte eine erhebliche Wichtigkeit besitzen. 
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67. Wir wollen annehmen, daß die lineare partielle Differential- 
gleichung: ; i 
A=nn + tag =0 


» 


zur Integration vorliegt, und daß wir sowohl einen Multiplikator M 
wie eine infinitesimale Transformation: 


0 


der Gleichung: Af=0 kennen. Diese unsre Annahme findet darin 
ihren analytischen Ausdruck, daß die beiden Gleichungen: 


o(M«,) 0(M «,) 
I Te ee ra 


und: 


BAf— ABf= Ms, .:: .,2,)Af 


bestehen. Hier ist A eine Funktion der x, die keiner Beschränkung 
unterworfen ist. 

Wir stellten uns nun schon im Anfange der siebziger Jahre die 
Aufgabe, diese Voraussetzungen so viel wie möglich für die Integration 
von: Af=(0 zu verwerten. Die wichtigsten in dieser Weise erhaltenen 
Resultate veröffentlichten wir in den Mathematischen Annalen (Bd. XI, 
1876— 77 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. Ill, $ 1", Nr. 23, 24]) und im Nor- 
wegischen Archiv (Bd. IX, 1884 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XVI, 8. 432—440]). 
Im folgenden reproduzieren wir einige unter diesen unsern alten Unter- 
suchungen in etwas geänderter Form. Da wir uns hier auf unsre 
Theorie des allgemeinen Problems II stützen können, kommen wir hier 
etwas schneller zum Ziele Zu bemerken ist überdies, daß unsre all- 
gemeinen Gesichtspunkte in der jetzigen Darstellung deutlicher hervor- 
treten. 


68. In der zitierten Abhandlung 8. 508 in den Mathematischen 
Annalen Bd. XI aus den Jahren 1876—77 [a. a. O. Nr. 23] zeigten wir, 
daß die Größe: 


J= B(log M) DE ZREN. 


entweder eine Konstante oder aber eine Lösung der Gleichung: [315 
Af=0 darstellt. War J keine Konstante, so waren gleichzeitig mit 
J auch die Größen: BJ, BBJ, ... Lösungen von: Af=0. 

Ist andererseits J eine Konstante, so macht es einen wesentlichen 
Unterschied, ob diese Konstante gleich Null oder von Null verschieden 
ist. Ist J= 0, so ist M (vgl. die zitierte Abhandlung im Norwegischen 
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Archiv, Bd. IX, 1884 [a. a. OÖ. S. 435]) ein Multiplikator des voll- 


ständigen Systems: 


AB 


Ist J dagegen gleich einer von Null verschiedenen Konstanten, so 
dient auch dieser Umstand, wie wir in der soeben zitierten Arbeit 
zeigten, zur Vereinfachung des Integrationsgeschäfts [a. a. 0. S. 435 
bis 437]. 

Die Entwickelungen der beiden zitierten Abhandlungen zeigen nun 
allerdings deutlich, daß die von uns entwickelten Methoden die vorhan- 
denen Umstände so viel wie möglich verwerten. Nichtsdestoweniger 
erscheint es zweckmäßig, die Ergebnisse unsrer norwegischen Arbeiten, 
die sich auf den Fall: J= Const. beziehen, durch neue Betrachtungen 
abzuleiten. 


69. Indem wir M. _Af als neues Af einführen, erkennen wir, daß 
wir ohne weiteres M = 1 und dementsprechend: 


= Di nn +i=u= Const. 
setzen können. ü 

Nachdem wir diese formelle Vereinfachung eingeführt haben, können 
wir dem Integrationsproblem der Gleichung: Af= 0 eine solehe Form 
erteilen, daß es als ein spezieller Fall des früher aufgestellten Pro- 
blems II hervortritt. 

Da nämlich die infinitesimale Transformation Af alle Volumina 
invariant läßt, so gibt es unter den endlichen Transformationen: 


Y, = 9,(&1, :--, %,), die alle Volumina invariant lassen, sicher solche, 
die Af auf die Form öf:örx, bringen. Gleichzeitig erhält Bf die Form: 


1... —l 
— of of 
Bf = les) OL; oe Eu) 52, 
und zwar ist: | [316 
ra 1 | 
OL, 


Da nun J sich bei Einführung neuer Veränderlicher als Invariante ver- 
hält, so wird: 








on Mn 66 
LAU! Re ze 7 
J du Be a 
on j ® Im 1 
a dr,’ 


und da nach unsrer Annahme: 


J= a = ÜConst. 


Kap. 5; Nr. 68—71. Multipl. u. inf. Trf. 587 


ist, so kommt: 
ME AS ae 
a -+ ae Const. ‚ 
Hier zeigt es sich nun deutlich, daß die beiden Fälle: a= 0 und: 
a=0 wesentlich verschieden sind. 


‘0. Ist die Konstante a = (0, so gibt es offenbar eine Transfor- 


mation: , = 9,(%,-:-,%,), die alle Volumina invariant läßt und da- 
bei Af und Df auf die Form: 


d of ö 
Ai TR iz Ta 2 


bringt. Die allgemeinste Transformation, die diese Bedingungen erfüllt, 
wird definiert durch die Gleichungen: 





ar ee Ay. Kerr a u 0, a) , 
By =: -- = Bu_, = ; Dr. =L, 
OL, 0% Of, 
PEST 


die nach den früheren Überlegungen sicher integrabel sind. 

Es ist nun leicht, zu erkennen, daß das hiermit formulierte [31: 
Problem ein spezieller Fall unsers allgemeinen Problems II ist. In der 
Tat, erfüllt eine jede unter den beiden Transformationen: t, = 9,(2) 
End: Y, = 9,(2) die gestellten Forderungen, so wird die Transformation: 

= vY,(t) durch das Bestehen von Gleichungen, die die Form: 








RE a ER of Oh... En 
Oln = On’ 4 0L,_ı a2 e OLn’ =. OR, OL, : 


besitzen, vollständig charakterisiert. Daher bilden die Gleichungen: 
L, = %,(E) eine Gruppe @ und zwar eine Untergruppe derjenigen. Gruppe, 
deren Transformationen alle Volumina invariant lassen. 


‘1. Wir wollen aile infinitesimalen Transformationen: 


0 7 
Fendt tn 


der Gruppe @ bestimmen. 
Wir erkennen unmittelbar, daß Cf die Gleichungen: 


N 
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erfüllt und somit die Form: 


. 1... —1 


oo 2 
= Inland train) 


besitzt, wobei Y,,..., ?„_s überdies die Relation: 








e 3 
ne re, 
or O2 23 


befriedigen. 
«2. Es sind nun %,,...,t,_s unabhängige Lösungen des vollstän- 


digen Systems: 
Ar-0, BD} 4, 


und offenbar können t,,...,t,_; als ganz beliebige unabhängige [318 
Lösungen gewählt werden; sind sie gefunden, so ist r„_, bis auf eine 
additive, willkürliche Funktion von t,,...,£,_; bestimmt. Daher ver- 
langt die Auffindung von r„_, nur noch eine Quadratur; sodann sind 
zwei weitere Quadraturen erforderlich, um x,_, und r, zu finden. 

Es folgt unmittelbar aus meinen allgemeinen Theorien, daß die 
hier angegebenen Operationen wirklich die einfachsten sind, vermöge 
deren das vorliegende Transformationsproblem gelöst werden kann. 


Kennt man daher einen Multiplikator M und eine infinitesimale 
Transformation Bf einer zur Integration vorgelegten Gleichung: Af= 0, 
so bildet man zuerst wie früher die Größe: 


J= BlogM + +A. 


Ist dann insbesondere: J=G(, so ist M ein Multiplikator des vollstän- 
digen Systems: Af=0, Bf=0. Gelingt es, n — 3 unabhängige Lösungen X,, 

..,t,_, dieses vollständigen Systems zu finden, so erhält man die letzte 
Lösung dieses Systems durch Quadratur und die noch fehlende Lösung 
von: Af=0 durch eine weitere (Juadratur. Hiermit ist das Integrations- 
geschäft in der einfachst möglichen Weise erledigt. 


73. Wenden wir uns jetzt zu dem Falle: 
J=4a= Const. +0 


und halten dabei an den auf Seite 315 [hier 8.586] gemachten Vor- 
aussetzungen fest, so können wir ohne Beschränkung a=1 setzen; 
das erreichen wir ja, indem wir Df, durch a dividiert, als neues Df. 
einführen. Früher (a. a. O.) sahen wir, daß es jetzt möglich ist, durch 


Kap. 5; Nr. 71—74. Multipl. u. inf. Trf. 589 


eine Transformation, die alle Volumina invariant läßt, die Ausdrücke 
Af und Bf auf die Form: 


n—1 
0 \T 7 0 
Af-g, Be Dina, tm 


zu bringen, wobei überdies die Relation: 


0 N On, —1 
en er ER | 
7 X, u OL, —1 
besteht. [319 


Daher gibt es unter den Transformationen: tr, = 9,(x) des n-fachen 
Raumes, die alle Volumina ungeändert lassen, sicher solche, die Af 
und Df auf die Form: 





bringen. Diese neuen Veränderlichen r,,..., £, sind bestimmt durch 
die Differentialgleichungen: 

au ALU, Aue, 

br, mn Bu,.,=0, Bun = 


die nach den früheren Entwickelungen ein integrables System bilden. 








74. Jetzt leuchtet wiederum ohne weiteres ein, daß die allgemein- 
sten Lösungen r, aus einem speziellen Lösungssysteme r, durch Glei- 


chungen hervorgehen, die eine Gruppe bilden. 


Die infinitesimalen Transformationen: 


N 


ö 
Yf= yllısıne ne 


3t 


_ [dieser Gruppe] werden bestimmt durch die Gleichungen: 


de Me 


| und besitzen daher die Form: 


n—?2 


0 
Yf- Int. RR Da - >) En_ 197°: tm. 2 Nr 


1 
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Es sind daher U, Z,_, ganz beliebige unabhängige Lö- [320 
sungen des vollständigen Systems: 


ae 


deren Bestimmung somit im allgemeinen gar keine Vereinfachung dar- 
bietet. Sind diese n — 2 Lösungen gefunden, so verlangt die Bestim- 
mung von f,_, nur eine Quadratur. 

Dies folgt unmittelbar daraus, daß eine jede unter den zweidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten: 


I Const., 2.4 En_a = Const. 
00! Charakteristiken der Gleichung: Af= 0 enthält, die von der infini- 


tesimalen Transformation Df unter einander vertauscht werden. In dieser 
Weise finden wir eine Größe t,_,, die die Gleichungen: 


Ar 


erfüllt, durch Quadratur. 

75. Handelt es sich aber nur darum, die fehlende Lösung der Glei- 
chung: Af=O zu finden, so ist es nicht einmal notwendig, die bespro- 
chene Quadratur auszuführen. 


=0, Bun, =%-ı 


n—1 


Nachdem nämlich die n — 2 Lösungen t,,...,!„_s der Gleichung: 
Af= 0 gefunden sind, kennen wir zwei Integrabilitätsfaktoren der übrig 
bleibenden Differentialgleichung erster Ordnung. Den einen Integrabi- 
litätsfaktor gibt Jacobis Multiplikatortheorie, den andern gibt die 
infinitesimale Transformation Df, wie aus meinen alten Theorien be- 
kannt ist. Da nun diese beiden Integrabilitätsfaktoren wesentlich ver- 
schieden sind (vgl. die zitierte Arbeit im Norwegischen Archiv Bd. IX, 
1884 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XVI, S. 437]), so finden wir wirklich .die 
fehlende Lösung der Gleichung ohne Quadratur. 

Bei dieser Gelegenheit brauchen wir nicht auf die Bestimmung der 
Größen t,_, und r, weiter einzugehen. Wir begnügen uns damit, 
nachgewiesen zu haben, daß unsre Integrationstheorie einer 
Gleiehung: Af= 0 mit einem bekannten Multiplikator M und 
einer bekannten infinitesimalen Transformation die größt- 
möglichen Integrationserniedrigungen leistet. 


76. Gestattet unsre Gleichung: Af-=0 mit dem Multipli- [321 
kator 1 die infinitesimale Transformation 5f: 


BAP-ABe=- 1 Ar, 


und ist dabeı: 


So ßr 2 
Se 


Kap. 5; Nr. 74—77. Multipl. u. inf. Trf. 591 


so hat das einen einfachen begrifflichen Sinn. Erinnern wir uns näm- 
lich, daß die infinitesimale Transformation Af jetzt derjenigen Gruppe 
@ angehört, deren Transformationen alle Volumina invariant lassen, so 
enthält die Gruppe @ eine [mit Af vertauschbare] infinitesi- 
male Transformation Bf, die die Charakteristiken der Glei- 
chung: Af=Ö in genau derselben Weise wie Bf transformiert. 

Wir haben ja nämlich gesehen (S. 316 [hier S. 587]), daß es unter 
den Transformationen der Gruppe @ solche gibt, die Af und Bf auf 
die Form: 





1) 0 0 
Af=7,, Bf= oo. 7 


bringen. Daher besitzt die infinitesimale Transformation: 
Bf=Bf—-oAf 
wirklich die oben angegebene Eigenschaft. 
Besteht dagegen die Gleichung: 


Ss; +4=Const. #0, 


‘so erkennen wir durch ganz ähnliche Überlegungen, daß eine [mit Af 
'vertauschbare] infinitesimale Transformation B’f vorhanden ist, die 
selbst alle Volumina nach konstantem Verhältnisse ändert und dabei 
‘die Charakteristiken der Gleichung: Af=0 in genau derselben Weise 
‘wie 5bf transformiert. 


Ist endlich der Ausdruck: 
op; 
Sr 


keine Konstante, so gibt es keine [mit Af vertauschbare] infinitesimale 
' Transformation, die alle Volumina nach konstantem Verhältnisse ändert 
‚und dabei die Charakteristiken der Gleichung: Af=0 in derselben 
| Weise wie Bf unter einander vertauscht. 


«7. Die Entwickelungen dieses Kapitels führen daher zu dem [322 
"folgenden interessanten Problem: 


| Wie integriert man eine Gleichung: Af=(0, wenn man einerseits eine 
‚infinitesimale Transformation Bf dieser Gleichung kennt, und anderer- 
‚seits weiß, daß die infinitesimale Transformation Af in einer vorgelegten 
‘Gruppe enthalten ist? 








Bei der Behandlung dieses Problems muß man zwischen zwei 
Fällen unterscheiden, je nachdem die vorgelegte Gruppe eine [mit Af 
‚vertauschbare] infinitesimale Transformation B’f enthält, die die Charak- 
‚teristiken von: Af=0 in genau derselben Weise wie Bf transformiert, 
oder nicht. 


IRV 


Influence de Galois [481 
sur le d&veloppement des Mathematiques. 


Le Centenaire de l’Fcole normale 1795—1895. Paris, Librairie Hachette et U’, 
1895, $. 481—489. 


La direetion de l’Ecole normale superieure a bien voulu me de- 
mander d’eerire, & l’occasion du centenaire de l’Eeole, quelgues mots 
sur Galois, cet immortel normalien qui a si puissamment contribue ä 
la gloire des mathematiques frangaises; je dois sans doute cet honneur, 
que je n’ai pas cru pouvoir refuser, & ce que, depuis vingt-cing ans, 
je me suis tout partieulierement efforc& d’etendre ä d’autres domaines 
de la scienee mathematique ses idees sur les equations algebriques, sı 
originales et si fecondes. 

Je ne me suis pas dissimul& cependant combien il serait au-dessus 
de mes forces de faire une &tude complete de l’auvre et du genie de 
Galois. J’espere done qu’on ne m’en voudra pas si je parle presque 
uniquement des branches des math@matiques avec lesquelles mes 
recherches personnelles m’ont, en quelque mesure, familiarise. Que l’on 
m’excuse aussi, si je crois devoir m’abstenir, autant que possible, de 
nommer dans ces pages les geometres encore vivants. 


I" 


En mathematiques, comme en general dans toutes les sciences 
exactes, ce sont les idees neuves et fondamentales, ce sont les grandes 
decouvertes qui caracterisent les epoques. Et s’ıl est certain aussi pour 
toutes les sciences que les hommes qui leur ont fait faire le plus de 
progres ont concu dans leur jeunesse les plus importantes de leurs 
idees, il est particulierement caracteristique en mathematiques que deux 
des plus profondes decouvertes qui aient jamais ete faites (le theoreme 
d’Abel et la theorie des equations algebriques de Galois) soient l’oeuvre 
de deux geometres dont l’un, Abel, avait ä peu pres vingt-deux ans, 
et lautre, Galois, n’avait pas atteint vingt ans. Tous deux furent em- 
portes par la mort sans avoir eu le temps de mettre en pleine lumiere 
l’etendue de leurs decouvertes; tous deux durent abandonner ä& leurs 
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successeurs le soin d’approfondir leurs theories et d’en developper les 
consequences. Et pourtant, tant est grande en mathematiques la [482 
puissance de l’idee, on rapprochera eternellement les noms d’Abel et 
de Galois de ceux des premiers mathematiciens de tous les temps. 

La trop breve carriere de ces deux mathe@maticiens se developpa 

au moment oü une ere nouvelle commencait, tant en analyse qu’en 
geometrie. La geometrie, qui avait atteint un si haut degre de per- 
fection avec les anciens geometres grecs, etait demeuree etroitement 
liee & lanalyse depuis la creation de la geometrie analytique. Aussi, 
Vinvention du calcul infinitesimal, ä la fondation duquel des consi- 
derations analytiques, g&omeötriques et mecaniques avaient si heureusement 
concouru, exerga-t-elle & son tour une puissante reaction sur la geometrie. 

N’avait-on pas vu, du reste, des la fondation de la geometrie 

analytique, la difference entre l’analyse et la geometrie s’effacer si 
bien, que les progres de la geometrie se rattachaient depuis plutöt ä 
une application systematique de l’analyse qu’a lintroduetion d’idees 
geometriques nouvelles. Ce n’est que dans notre siecle, entre 1820 et 
1830, que la geometrie fait une nouvelle apparition, en tant que science 
independante. 
| C’est ä Poncelet et ä Gauss que nous devons ce revirement et 
‚cette impulsion nouvelle, qui n’est pas encore aujourd’hui assez univer- 
‚sellement reconnue. Leurs oeuvres fondamentales (Trait& des pro- 
prietes projectives, 1822, et Disquisitiones generales circa 
‚superficies curvas, 1827), renfermant de nouveaux principes de g6o- 
 metrie, ont en effet imprime aux recherches geometriques un remar- 
quable elan. Nous reviendrons plus loin sur ces theories geometriques 
et nous essaierons de montrer par suite de quelles circonstances elles 
‘ont contractE une si fructueuse ‘union avec des theories analytiques 
‘qui venaient alors de se developper. Presque simultanement en effet, 
'Yanalyse s’enrichissait d’idees nouvelles d’une portee si considerable que 
'toute la science mathematique en etait comme transformee. 

A la tete des savants de cette nouvelle Epoque, Gauss et Cauchy, 
‚Abel et Galois doivent &tre mis en premiere ligne; et s’il est juste de 
'nommer, immediatement apres ces genies cr&eateurs, Jacobi, dont le 
talent brillant s’est attaqu& ä tant de branches des mathematiques, ä 
mon avis, pour /’originalite, la puissance et la profondeur, il ne saurait 










\toutefois &tre compare aux quatre mathematiciens cites plus haut. 
'Parmi les successeurs de ces maitres, Riemann occupe une place par- 
ticulierement brillante, bien que l’exposition de ses idees, si originales, 
‚si profondes et si fecondes, manque souvent de la clarte, parfois m&me 


de la rigueur desirables. 
| Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 38 
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Gauss et Cauchy ont eu le rare bonheur de pouvoir, durant les 
longues anndes d’une existence heureuse, developper leurs idees et en 
tirer parti; hautement estimes de leurs contemporaıns, ils eurent la 
grande joie de voir des eleves @minents poursulvre leur ceuvre. Ils 
exereörent sur Abel, qui etait un peu plus jeune, et aussi sur Galois 
(ne neuf ans apres Abel), une action incontestable; quoique cepen- |483 
dant Vinfluence des idees d’Abel sur le genie de Galois ait ete in- 
‚comparablement plus grande. 

Quelle difference entre la longue et brillante existence de Gauss 
et de Cauchy, et la courte carriere d’Abel et de Galois, dont les 
travaux ont pourtant laisse dans la science des traces si profondes! 


Il ya entre Abel et Galois, aussi bien dans la brievete de leur 
vie que dans le genre de leur talent et l’orientation de leurs recherches, 
une si frappante similitude, qu'il me parait diffieile de ne pas dire 
d’abord quelques mots de l’@uvre seientifique d’Abel. 


Niels-Henrik Abel, ne en 1802, publia en 1823 ses premiers 
travaux, qui furent bientöt suivis de nombreux memoires. Il mourut 
avant d’avoir atteint läge de vingt-sept ans. Ses recherches se por- 
terent dans plusieurs directions bien differentes, entre lesquelles existent 
pourtant de nombreux points de contact. 


Les recherches d’Abel sur les series de puissances, unies aux tra- 
vaux de Cauchy sur le m&me sujet, sont les veritables fondements de 
la theorie moderne des fonctions analytiques, theorie qui a recu depuis 
un si brillant developpement. Abel introduisit le premier dans la 
science les fonetions elliptiques, par l’inversion de lintegrale ellip- 
tique; il fut aussi le premier ä faire une etude systematique et de- 
taillee de ces fonetions; Jacobi, qui, en m&me temps avait commence 
des recherches sur la transformation des integrales elliptiques, con- 
tribua puissamment dans la suite au perfeetionnement de la theorie 
des fonetions elliptiques. Cette theorie, dejä si importante en elle- 
m&me, a exerc€ la plus heureuse influence tant sur la theorie generale 
des fonctions analytiques que sur celle des equations algebriques. 


Les recherches profondes d’Abel sur les &quations algebriques, 
dont Galois n’avait eu qu’en partie connaissance, sont liees de la 
facon la plus importante ä celles de Galois. On peut en dire autant, 
bien que cela ait et@ peu observe jusqu’ici, des recherches ceelebres 
d’Abel sur les integrales de differentielles algebriques. 
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Evariste Galois, ne en 1811, etait encore eleve ä& l’Ecole nor- 
male lorsqu’il fut enleve par la mort, en 1832, sans avoir eu le temps 
d’exposer en detail des idees qui devaient faire 6poque. I s’occupa 
‚ comme Abel des @quations algebriques, des fonetions elliptiques et des 
integrales de differentielles algebriques. Son travail le plus eonnu, et 
aussi le plus important, est sa theorie des &quations algebriques. 

La theorie generale des &quations algebriques commence avec 
Vandermonde, Lagrange et Gauss. Abel reconnut que l’&quation 
generale du einquieme degre n’est pas resoluble par radieaux; il de- 
couvrit ensuite, par la generalisation de la theorie de Gauss, une [4s4 
grande classe d’equations resolubles, qu’on a plus tard appeldes de son 
nom €quations abeliennes. Enfin, dans un travail interrompu par la 
mort, et qui parut sept ans apres la mort de Galois, Abel s’oceu- 
pait de toutes les equations resolubles par radicaux, et esquissait ä 
leur sujet une theorie qui, comme toutes ses recherches, porte l’em- 
preinte de son puissant g£Enie. 

Galois, qui ne pouvait avoir eu connaissance de ce dernier effort, 
se proposa un probleme encore plus difficile — developper la theorie 
generale des Equations algebriques qui peuvent ätre resolues au moyen 
d’equations auxiliaires de degres moindres. -— Galois reconnut, et 
c’est le point capital de son @uvre, que ce difficile probleme 
est regi dans chaque cas particulier par un certain groupe 
de substitutions, dans lequel se refletent les proprietes les plus im- 
portantes de l’equation algebrique consideree. Cette profonde decou- 
verte, que les successeurs de G@alois, et particulierement M. Camille 
Jordan, ont Eeclaircie, developpee et appliquee, avait en elle-möme une 
importance capitale, mais elle a acquis une bien autre portee quand 
on s’est apercu que les notions introduites par Galois s’etendaient a un 
domaine beaucoup plus vaste. Je reviendrai bientöt sur ce point avec 
plus de details. 

Galois s’occupa aussi d’appliquer ses idees fondamentales ä l’&tude 
des fonetions elliptiques, et en particulier aux @quations algebriques 
provenant de la division et de la transformation de ces fonctions; il 
fit ainsi faire & la theorie de ces transcendantes les plus brillants 
progres. 

Je viens de parler des rgcherches les plus connues de Galois; 
mais je dois dire aussi un mot d’autres idees profondes quil n’a fait 
qu'indiquer si rapidement qu’elles paraissent &tre restees inapercues 


des mathematiciens. 
38* 
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Voici d’abord quelques remarques ä propos des recherches de 
Galois sur les integrales abeliennes. Galois connaissait la courte note 
oü le celebre theoreme d’Abel apparut dans toute sa generalite; il 
avait lu aussi le travail d’Abel oü est introduit ä propos des inte- 
grales hyperelliptiques ce nombre si important, designe dans la suite 
sous le nom de genre. Par contre, Galois ne pouvait avoir eu con- 
naissance du grand me&moire presente & l’Academie des sciences, oü 
Abel s’occupait des integrales abeliennes les plus generales et obtenait 
la notion du genre dans toute sa generalite. Il n’est par suite pas in- 
utile d’observer que Galois non seulement etait arrive de son cöte & 
cette notion, sous sa forme la plus generale, mais qu'il en avait encore 
donne plusieurs definitions profondes et essentiellement differentes. 

Il n’est done pas douteux qu’Abel et Galois etaient en possession 
de cette notion, qu’on attribue generalement ä Riemann. Il est vrai 
que ce dernier a eu le merite de la mettre en lumiere et d’en deve- 
lopper les eonsequences. Si incompletes que soient les communications 
de Galois relativement ä ses recherches dans ce domaine si eleve, 
elles montrent toutefois combien son genie etait penetrant, et [485 
nous font regretter plus, vivement encore la perte que la science a 
faite par sa mort pr&@maturee. 

Elles ne sont pas moins remarquables, les indications dernieres 
du testament scientifique de Galois, bien quil les ait exprimees sous 
une forme tellement vague que l’on peut ä peine deviner sa pensee. 
On ne peut douter en effet que Galois ait eu lıintention de rechercher, 
non seulement les groupes de substitutions, mais aussi, & un point de 
vue tout & fait general, les groupes de transformations, et qu'il ait 
songe & en poursuivre les applications ä l’analyse. On ne sait guere 
aujourd’hui s’il a pense aux groupes continus, ou aux groupes discon- 
tinus, ou aux deux especes ä la fois; et nous ne pouvons dire dans 
quelle direction il esperait en tirer parti; mais il est certain que Ga- 
loıs a pressenti limportance que pourraient acquerir dans d’autres 
branches les idees qui l’avaient conduit ä de si eelatants sucees dans 
la theorie des equations algebriques. 

La grande portee de ’oeuvre de Galois tient en somme ä ce fait, 
que sa theorie si originale des equations algebriques est une appli- 
cation systematique des deux notions fondamentales de groupe 
et d’invariant; notions qui prennent chaque jour dans les mathe- 
matiques une place plus prepond6rante, et tendent A dominer tout 
ensemble de cette science. Il est vrai que, dans un certain sens, les 
notions de groupe et d’invariant ne sont pas nouvelles. Elles s’intro- 
duisent implieitement d’une fagon plus ou moins immediate, dans pres- 
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que toutes les recherches mathematiques; on reconnait par exemple 
immediatement que la geometrie euclidienne traite des grandeurs qui 
restent invariantes par le groupe de tous les mouvements. D’un autre 
cöte, la notion d’invariant est en Evidence dans les travaux de Vander- 
monde, Lagrange, Gauss, Ampere et Cauchy. Au contraire c'est 
Galois, qui le premier, je crois, a introduit idee de groupe; et 
dans tous cas, il est le premier math@ematicien qui a approfondi les 
rapports existant entre les idees de groupe et d’invariant. C’est de 
plus & lui que l’on doit incontestablement la notion de sous-groupe 
invariant et, par-dessus tout, c’est lui qui a pleinement mis en 
lumiere la puissance de ces nouvelles conceptions en traitant 
un exemple du plus haut interet, et d’une diffieulte presque 
insurmontable. 


Ill. 


Les successeurs de Galois ont reconnu que ses idees, convenable- 
ment generalisees, dominent des branches &tendues de la science ma- 
thematique; gräce ä lu, on a decouvert d’etroites relations entre des 
theories considerees jusqu’alors comme tout & fait distinctes. Les ana- 
logies ainsi constatees nous apprennent comment doivent £tre traites 
beaucoup de problemes diffieiles; et, resultat plus important encore, 
elles ont conduit souvent ä& des generalisations inattendues de theories 
connues. [486 

Tout le monde sait aujourd’hui que la notion de groupe, due ä 
Galois, ne se rapporte pas seulement aux substitutions, mais peut au 
contraire &tre generalisee dans des direetions multiples. Pourtant, sı de 
telles generalisations etaient au premier abord immediates, il n’est pas 
certain pour cela que la notion de groupe ait acquis des a present 
une forme definitive. — La definition la plus generale que l’on ait posee 
jusqwici est la suivante: Un ensemble d’operations forme un 
groupe, si le produit de deux de ces ope@rations est equiva- 
lent ä une seule operation appartenant äl’ensemble considere. 

Si !’on remplace dans cet enonce le mot op@ration par le mot 
plus special transformation, et le mot produit par le mot suc- 
cession, on a une definition de la notion de groupe de transforma- 
tions, qui est peut-&tre definitive. Pratiquement, on precise dans cha- 
que cas particulier cette definition. Par exemple, on partage les groupes 
en groupes continus, discontinus, et mixtes, et chacune de ces classes 
comporte deux divisions, les groupes finis et les groupes infinis. Par- 
mi les groupes continus, il a paru convenable de laisser de cöte ceux 
qui ne sont pas definis par des equations differentielles. Enfin, on n’a 
pas encore montre, d’une facon entierement satisfaisante au point de 
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vue purement theorique, sil etait necessaire d’ajouter a la definition 
des groupes continus que parmi leurs transformations se trouve la 
transformation identique. En etendant la notion de groupe & des ope- 
rations queleonques, on n’a pas le droit de conclure que de la defini- 
tion donnde plus haut resulte le partage des operations du groupe en 
couples d’operations inverses. Il arrive aussi que le principe d’associa- 
tivit6 n’est pas valable pour tous les groupes d’operations. Dans ce 
qui suit, je m’occuperai uniquement des groupes de transformations; 
il me parait done inutile de donner plus de details sur ces questions, 
malgre leur haut interet. 


Je vais maintenant montrer par des exemples caracteristiques 
quelle importance les idees de Galois ont acquise peu ä peu dans les 
differentes branches des mathematiques. 


On definit simplement aujourd’hui la geome6trie euclidienne, qui 
opere avec les notions d’angle, et de rapport de deux distances, comme 
la theorie des invariants du groupe de transformations compose de 
tous les mouvements et de toutes les transformations par similitude. 


La theorie de la courbure, due ä Euler et Monge, peut &tre 
envisagee de möme comme la theorie des invariants differentiels du 
groupe des mouvements. Il y a lieu, & ce propos, de remarquer qu’ 
Ampere determinait dejä, en 1803, toutes les expressions differentielles 
ä deux variables x, y qui restent-invariantes pour tous les mouvements 
du plan des x, y. 


La geomeötrie projective, fondee par Poncelet, traite des invarlants 
du groupe des transformations projectives. Cette theorie, ä laquelle 
Möbius a donne une forme analytique nouvelle, a conduit, il y a cin- 
quante ans, ä la theorie de ÖCayley pour les invariants des groupes 
lineaires et homogenes. Les rapports &troits de cette theorie avec [487 
les substitutions de Galois n’ont te, si je ne me trompe, mis en 
evidence que dans ces vingt dernieres annees. 


La theorie de la deformation des surfaces, due ä& Gauss, ainsi 
que les recherches connexes sur la transformation des expressions 
differentielles, recherches commencees par Riemann, se ramenent & 
’etude des invariants differentiels du groupe infini forme de toutes 
les transformations ponctuelles. 


Enfin nous considerons aujourd’hui la theorie superieure de la 
courbure comme la theorie des invariants d’un certain groupe de trans- 
formations de contact, que l’on peut ramener au groupe projectif 
general d’une facon bien remarquable, par une certaine transformation 
de contact imaginaire. La decouverte de la similitude: de ces deux 
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derniers groupes a conduit de plus ä la decouverte de relations impor- 
tantes entre les theories metriques et projectives. 

Si les notions de groupe et d’invarlant on jete, comme on vient 
de le voir, une vive lumiere sur la geometrie, elles ont donne dans la 
theorie des equations differentielles des resultats d’une importance en- 
core plus grande, Lies methodes d’integration que l’on trouve exposees 
dans les traites classiques etaient donnees autrefois comme des theories 
separees, entre lesquelles aucun lien n’existait; par lintroduction de la 
notion de groupe on les fait sortir d’une m&me source. Ü’est ainsi 
que l’on a acquis, sur la theorie des @quations differentielles, des vues 
plus profondes, dont la fecondite s’est maintes fois manifestee. De lä 
par exemple est nee une theorie generale d’integration pour les systemes 
d’equations difierentielles dont la solution la plus generale s’exprime 
en fonction d’une solution partieuliere par. des formules qui definissent 
un groupe fini et continu; cette theorie a une analogie frappante avec 
celle de Galois. Dans chaque cas particulier, en effet, la diffieulte du 
probleme d’integration depend uniquement de la structure du groupe 
continu correspondant. Par suite la recherche de la structure de tous 
les groupes simples a une importance capitale. Il est tres remarquable 
qu’on soit arrive recemment ä& la solution complete de ce probleme 
diffieile dans le cas oü le groupe est fini et continu, mais il n’est pas 
moins interessant de constater que ces recherches, si je ne me trompe, 
ont conduit tout dernierement a la decouverte de deux nouveaux groupes 
simples discontinus. 

L’extension de la methode d’integration dont nous venons de parler 
au cas oü le groupe continu correspondant est infini a donne £gale- 
ment de nombreux et remarquables resultats. 

Les applications de la theorie des groupes discontinus, plus 
connues bien qu’elle soient & peine plus importantes, ont conduit a de 
grandes decouvertes dans la theorie des fonctions et celle des equations 
differentielles. On leur doit de belles recherches sur les equations dif- 
ferentielles lineaires ordinaires dont les integrales sont algebriques, et 
ces celebres travaux sur les fonetions uniformes appelees souvent fonc- 
tions automorphes. [483 

Tout particulierement interessantes et importantes sont les recher- 
ches recentes sur les &quations differentielles lineaires ordinaires, dont 
integration peut &tre ramenee ä celle d’equations auxiliaires simples. 
On est arrive & ce r6sultat tr&s important que la theorie de chacune 
de ces &quations depend d’un certain groupe continu. Par suite, le pro- 
bleme de lintegration d’une telle equation differentielle lineaire depend 
de cette categorie d’e&quations dejä citee, dont la solution generale 
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s’exprime par une solution particuliere au moyen des equations d’un 
groupe eontinu. C'est dans cette belle theorie des Equations lineaires 
que l’on trouve avec les theories de Galois la plus grande analogie, 
le domaine de rationalite n’&tant pas donne & l’avance. 

Depuis quelque vingt ans, comme l’ont montre les exemples pre- 
cedents, on a fait faire de grands progres ä un grand nombre de theo- 
ries mathematiques en les rattachant ä& l’etude des groupes; et il s’est 
trouve, en regle generale, que, une fois les problemes poses au point 
de vue de la theorie des groupes, les resultats connus conduisaient 
immediatement aux plus grandes gen£ralisations. 

Nous voulons montrer la verite de cette affirmation (bien que cela 
soit peut-Ctre superflu) par quelques exemples partieulierement instructifs. 
La theorie de Cayley sur les invariants, et la theorie de la defor- 
mation des surfaces, de @auss et de Minding, envisagees au point 
de vue des groupes, ont conduit depuis longtemps ä cette decouverte 
capitale, que l’on peut developper pour chaque groupe continu defini 
par des &quations differentielles une theorie d’equivalence qui opere, 
dans chaque cas particulier, avee un nombre lımite d’invariants dif- 
ferentiels. 

L’exemple suivant, quoique moins important, est d’un grand interöt. 
Jacobi a montre que lintegration de toute &quation lineaire aux de- 
rivees partielles Xf= 0, dont le multiplicateur est l’unite, etait suscep- 
tible de simplification. Dans cette hypothese, l’expression Xf repre- 
sente la transformation infinitesimale la plus generale d’un groupe 
infinn bien eonnu. On est des lors conduit naturellement ä se poser 
et ä resoudre le probleme general suivant: Etant donne un groupe 
continu queleonque fini ou infini, on demande de ramener la trans- 
formation infinitesimale la plus generale du groupe & une forme canonique 
donnee, de la maniere la plus simple, par une transformation du groupe. 

La theorie tout entiere des @quations aux derivees partielles du 
premier ordre non lineaires n’est que la solution d’un cas particulier 
du probleme precedent. 

Enfin un autre exemple tres interessant est donne par les recher- 
ches recentes sur les equations differentielles ä solutions fondamentales. 

Il n’est pas moins interessant de constater en terminant que les 
notions dues & Galois on jet une lumiere inattendue sur la meta- 
physique des math@matiques, comme l’ont montre les dernieres recher- 
ches sur les nombres complexes et sur les fondements de la geometrie. 
Des etudes, fondees sur la theorie des groupes, presentent sous un [489 
jour tout nouveau beaucoup de concepts fondamentaux des mathemati- 
ques, tels que ceux d’aire, de volume, de transformation pro- 
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jective, ete., en montrant en particulier comment ces notions sont en 
quelque sorte necessaires. | 

Bien plus, si on se place au point de vue de la theorie des groupes, 
il est peut-&tre permis d’affirmer que les progres et le developpement 
de l’ensemble de la science mathematique, depuis ses origines jusqu’ 
ä ce jour, ne doivent pas &tre consideres, si jose dire, comme un pur 


 effet du hasard. 


Ayant vu combien les idees de Galois se sont peu ä& peu mon- 
trees fecondes dans tant de branches de l’analyse, de la geometrie et 
m&me de la mecanique, il est bien permis d’esperer que leur puissance 
se manifestera egalement en physique mathematique. Que nous repre- 
sentent en effet les phenomenes naturels, si ce n’est une succession de 
transformations infinitesimales, dont les lois de l'univers sont les in- 
variants? 


Leipzig, le 17 novembre 1894. 
SOPHUS LIE. 


XXI. 
Lie über seine aus dem Jahre 1874 herrührende 
Integrationstheorie. 


Leipz. Ber. 1895, Heft IV, abgeliefert 19. 9. 1895, S. 400. 
Sitzung vom 17. 6. 1895. 


Sophus Lie berichtet über seine aus dem Jahre 1874 her- [400 


' rührende Integrationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten 


infinitesimalen 'Transformationen. Durch Betrachtungen, die vollständig 


_ nur in seinen Vorlesungen veröffentlicht worden sind, zeigte er, daß 


| 
| 
/ 


diese Integrationstheorie wirklich, wie von ihm in den Jahren 1874, 
1877 und 1884 angekündigt wurde, das Größtmögliche leistet. Eine 
vollständige Darstellung seiner Entwicklungen wird demnächst in diesen 


Berichten unter dem Titel: „Diskussion der Integrationstheorie eines 
_ vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen Transformationen“ 
_ erscheinen. 


XXI. 
Beiträge zur allgemeinen Transformationstheorie. [494 


Leipz. Ber. 1895, Heft V, VI, abgeliefert 21. 3. 1896, S. 494—508. Vorgelegt in 
der Sitzung vom 29. 7. 1895. 
Im folgenden erlaube ich mir, der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften mehrere Transformationstheorien mitzuteilen, die ich in meinen 
Vorlesungen an der Universität Leipzig ausführlich entwickelt habe. 


I 


1. Alle Rotationen, die den Koordinatenanfang: 2=0,y=0,2=0 
in Ruhe lassen, bilden eine dreigliedrige Transformationsgruppe, deren 
infinitesimale Transformationen: 


ypp—agq=Xıf, 2a -yr=Xf, ar—ap=Asf 
meine bekannten Relationen: 
(X, X,) Eu KAsf, 0:09:29 E35 Al; (X, X,) aus X,f 
erfüllen. 
Die drei Ausdrücke X,, X,, X, bestimmen gleichzeitig eine homo- 


gene Funktionengruppe. Unter den Funktionen dieser Gruppe gibt es 
unbegrenzt viele, nämlich alle von der Form: 


die homogen von erster Ordnung in p, q, r sind. Alle dıese Funk- 
tionen von erster Ordnung lassen sich als charakteristische Funktionen 
von infinitesimalen Berührungstransformationen auffassen, und zwar 
bilden alle diese Transformationen: 
u X, X, 
an Kolz, Eh 
wie ich oft hervorgehoben habe, eine unendliche Gruppe von [495 
Berührungstransformationen, die die Gruppe der Rotationen X,, X,, X, 
als endliche Untergruppe enthält. 


2. Es gibt nun andererseits unendlich viele Berührungstransfor- 
mationen: 


H=rW(z, Y,?, £ 2), 


r’r 


$ I; Nr. 1-3. Eine dreigl. Gr. u. gewisse Fktionengr. 603 


die mit den Rotationen X,, X,, X, vertauschbar sind und somit die 


Relationen: 
(X, A) sa 0, (X, H) = IR (X, H) A 0, 


sowie die Homogeneitätsbedingung: 


oH oH oH 
Er Sr 
erfüllen. 
Unter diesen Größen FM bemerken wir ganz besonders die drei 
Größen: den 
Ver rH,. 
V(zg — yp)?+ (yr — 2q)?+ (ep — ar)? —H,. 
Die allgemeinste Größe H besitzt die Form: 


Aa): 








Hier ist 4 das allgemeine Symbol aller infinitesimalen Berührungs- 
transformationen, die mit allen Rotationen X,, X,, X, und infolge- 
dessen zugleich mit allen Berührungstransformationen X vertausch- 
bar sind. 

3. Faktisch erzeugen alle HZ eine unendliche Transformations- 
_ gruppe, während alle X eine andere derartige Gruppe bestimmen. Diese 
beiden Berührungstransformationsgruppen stehen in der Beziehung zu 
einander, daß jede Transformation der einen Gruppe mit jeder Trans- - 
formation der zweiten Gruppe vertauschbar ist. 

Auf der anderen Seite bestimmen die Funktionen X,, X,, X,, 
‚wie schon hervorgehoben, eine homogene Funktionengruppe und ebenso 
die Funktionen H,, H,, H, eine andere Funktionengruppe. Diese beiden 
Funktionengruppen sind nach meiner gewöhnlichen Terminologie [496 
reziproke Funktionengruppen. Jede Funktion der einen Gruppe liegt 
mit jeder Funktion der zweiten Gruppe in Involution. 

Wenn aber in den Veränderlichen x, y, 2, 9, q, r zwei reziproke 
dreigliedrige Funktionengruppen vorliegen, so gibt es nach meinen 
alten Untersuchungen immer eine Funktion, die zu beiden Gruppen 
gehört und in beiden Gruppen als ausgezeichnete Funktion auftritt. 
Im vorliegenden Falle hat diese Größe die Form: 


Viag - yp’ + wr- 2’ +(ep—-ar’—H, 
und kann daher, weil sie homogen von erster Ordnung ist, als charak- 


_ teristische Funktion einer infinitesimalen Berührungstransformation auf- 
gefaßt werden. 
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4. Die hiermit gefundene infinitesimale Berührungstransformation, 
sowie die endlichen Transformationen der zugehörigen eingliedrigen 
Gruppe besitzen merkwürdige Eigenschaften. Es bestehen ja die Glei- 


chungen: 


XH)=0, (%,4,)=0, (X,A,)=0, 
sowie die analogen: 
(H,HA,)=0, (H,A)=I9, (BA). 
Infolgedessen liegt 4, in Involution mit jeder Größe 2, die die Form: 


= W(X,, X,, As, H,, H,) 
hat. 

Die infinitesimalen wie die endlichen Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe H, sind daher vertauschbar: 

1. mit allen Rotationen um den Koordinatenanfang; 

2. mit allen Spiraltransformationen, die den Koordinatenanfang in 
Ruhe lassen; | 

3. mit allen Dilatationen; 

4. mit allen endlichen und infinitesimalen Fußpunkttransformationen; 

5. mit allen endlichen und infinitesimalen Berührungs- und Punkt- 
transformationen, die mit allen Rotationen un den Koordinatenanfang 
vertauschbar sind; 

6. überhaupt mit allen endlichen und infinitesimalen Trans- [497 
formationen derjenigen unendlichen Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen, deren charakteristische Funktionen die allgemeine Form: 

mie an 
HB,’ BB H: HA,’ en) 





H,W( 


besitzen. Dabei ist zu beachten, daß unter den fünf Argumenten der 
Funktion W nur vier unabhängig sind. 

Bei den infinitesimalen und endlichen Transformationen der ein- 
gliedrigen Gruppe H, bleiben eine Reihe Größen invariant, insbeson- 
dere die Größen: 

Vve+y+2, 
ed, 
Sp Ty4+ er 
Vet y+2.Vprtgtr’ | 
sowie überhaupt jede Größe, die sich als Funktion von X,,X,,X,, H,,H,, H, | 
ausdrücken läßt. 











d. Es erscheint überflüssig, auf die verschiedenartigen Konsequenzen 
“ Ye . . ) 
dieser Sätze weiter einzugehen. Dagegen bemerke ich, daß es möglich: 
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ist, die aequationes directrices hinzuschreiben, die alle endlichen 
Transformationen unsrer Gruppe liefern. | 

Zu jeder derartigen Transformation gehören zwei aequationes di- 
rectrices, unter denen die eine immer die Form hat: 


r+ Y+z=2+ + 22, 
Die andere Gleichung hat die allgemeine Form: 
tn - irrt), 


dabei vorausgesetzt, daß m eine Konstante bezeichnet. 

Es ist leicht, diese Gleichungen geometrisch zu deuten. Sie zeigen, 
daß jeder Punkt (x, y, z) in einen Kreis übergeht, dessen Punkte 
(x, 4, 3) dieselbe Entfernung vom Koordinatenanfang wie der Punkt 
(x, y, 2) selbst haben. Es bilden andererseits die Radii vectores nach 
(x, y, 2) und (t, 4, 3) einen Winkel, der für jede einzelne Trans- 
formation unsrer eingliedrigen Gruppe einen konstanten Wert hat, 
nämlich: | 

arc cos m. 

Bei den Transformationen unsrer Gruppe bleiben die konzen- [498 

\trischen Kugeln: 

x? + y?+ 2? = Const. 
invariant; dabei werden die Linienelemente jeder einzelnen Kugel 
‘jedesmal durch eine Dilatation transformiert. 

6. Die hier besprochene eingliedrige Gruppe von Berührungs- 
\transformationen umfaßt eine längst bekannte Transformation, die aller- 
‘dings kaum früher als Berührungstransformation aufgefaßt worden ist. 
‘Setzt man nämlich: m = 0, so bestimmen die entsprechenden aequa- 
\tiones directrices: 


le Ze ee 


“eine Berührungstransformation, die jede Fläche in eine sogenannte 
‚Apsidalfläche überführt. 

Diese Berührungstransformation bezeichne ich daher als die Apsi- 
‚daltransformation; dementsprechend bezeichne ich die infinitesimale 
| Berührungstransformation: 


V(xq — yp)’ + (yr — 3)’ + (ep — ar)’ 

‚als die infinitesimale Apsidaltransformation. 

| Ich kann nicht bezweifeln, daß die hier gegebenen Entwickelungen 
\gestatten werden, die bisherigen Untersuchungen über Apsidaltransfor- 
‚mationen wesentlich zu vereinfachen und zu vervollständigen. 
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%. Die vorhergehenden Entwickelungen stehen im genauesten Zu- 
sammenhange mit einer Theorie, deren Ursprung bis auf Monge 


zurückgeht. | 
Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 
X, we 2 
Ba (x) 


liegt nämlich in Involution mit jeder Gleichung von der Form: 


H, H. 
nel) 


Diese beiden Gleichungen repräsentieren also intermediäre Integrale, 
und zwar allgemeine intermediäre Integralgleichungen einer ge- [499 
wissen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren geometrische 
Bedeutung leicht gefunden werden kann. Die letzte intermediäre In- 
tegralgleichung kann in der Tat auf die Form: 





zp+tyqa+tzr en ER. 
Ver 
gebracht werden; daher lassen sich die zugehörigen Integralflächen 
dadurch definieren, daß ihre Krümmungslinien der einen Schar auf den 
konzentrischen Kugeln: 2? + y?+2?—=c liegen. Also sind nach Monge 
die Krümmungslinien der zweiten Schar eben und in Ebenen gelegen, 
die durch den Koordinatenanfang gehen. 


8. Erteilt man nun den willkürlichen Funktionen p und u in den 
obenstehenden intermediären Integralgleichungen bestimmte Formen, 
so liegen die hervorgehenden Gleichungen erster Ordnung: 
= (2-9 nr) 0, 
wie schon bemerkt, in Involution. Will man die 00! gemeinsamen In- 
tegralflächen finden, so muß man einen Integrabilitätsfaktor aufstellen. 
Hierzu führt nun in einfachster Weise die Bemerkung, daß die in- 
finitesimale Apsidaltransformation nach den früheren Entwicke- 
lungen die gesuchten ®! Flächen unter einander transformiert. 
Diese Bemerkung ist beachtenswert, wenn sie gleich als ein direkter 
Ausfluß meiner allgemeinen Theorie der integrablen Monge-Ampere- 
schen Gleichung aufzufassen ist.!) 

Noch möge hinzugefügt werden, daß die obenstehenden Entwicke- 


1). Vgl. Norw. Arch. Bd. II, 1877 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIX, S. 287#f.). 
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lungen zeigen, daß viele interessante Berührungstransformationen jede 
Fläche, deren Krümmungslinien auf konzentrischen Kugeln liegen, in 
ebensolche Flächen überführen.') 


1: [500 
9. Jede dreigliedrige Transformationsgruppe X,, X,, X, des Rau- 
mes (2, y,2) kann als Ausgangspunkt für Theorien dienen, die den 
soeben entwickelten vollständig analog sind. Dies ist insbesondere dann 
der Fall, wenn die drei betreffenden charakteristischen Funktionen 
X,, X,, X, unabhängig sind und nicht paarweise in Involution liegen. 
Die drei infinitesimalen Punkttransformationen: 
Xf U ar, 
A,f =yq+taer, 
A,f=yap+yq+zr)— 2p 
bilden eine dreigliedrige Transformationsgruppe; diese Transformationen 
sind vertauschbar mit den drei Transformationen: 


Hf=p+yr, 
HA,f =ıp+ter, 
Hf=x(ap+yg+ter)—2g, 
die ihrerseits eine einfach transitive dreigliedrige Gruppe erzeugen. 


Zwei dreigliedrige Transformationsgruppen des Raumes x, y, 2, die in 
der angegebenen Beziehung stehen, bezeichne ich, wie früher, als rezi- 


 proke Transformationsgruppen. 


Auf der anderen Seite aber bilden X,, X,, X, und 4, H,, H, 
zwei dreigliedrige und homogene Funktionengruppen in den Veränder- 
lichen: 

%, Y, 2,P, g, r. 


Diese Funktionengruppen bezeichne ich wiederum als reziproke Gruppen. 


1) Bei mehreren Gelegenheiten habe ich schon darauf hingewiesen, daß die 
geometrische Optik durch explizite Einführung der Begriffe infinitesimale Be- 
rührungstransformation und eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen 
an Einfachheit und Übersichtlichkeit gewinnt. 

Reflexionen sind bei dieser Auffassung Berührungstransformationen, die die 


betreffende infinitesimale Berührungstransformation invariant lassen. Ebenso Re- 


fraktionen, wenn in beiden Medien die Wellenflächen ähnlich und ähnlich gelegen 


‘sind. Sind in beiden Medien die Wellenflächen verschieden, so muß man die Re- 


fraktion als eine Berührungstransformation auffassen, die eine gewisse eingliedrige 


' Gruppe in eine bestimmte andere überführt. . 
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Nach meinen allgemeinen Theorien enthalten diese Funktionen- 
gruppen eine gemeinsame ausgezeichnete Funktion, nämlich: 





V(g + ar) (yap+ya+ en) — 2p) — — (yqg + ar) = 
= YV(p + yr) (xtap + yq + er) — 2q) — (ap + ar)’ = 
= Veay—e)pg +rap+yatzn)= 2: 


10. Jetzt bestimmen wiederum die partiellen Differentialglei- [501 
chungen erster Ordnung: 


2-9lg)-0 md: rl) 


mit den willkürlichen Funktionen p und Y allgemeine intermediäre 
Integralgleichungen einer wichtigen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: | 

















rt— s? 


1+p:+ q3)? u IR, Y,2,P, q), 





die ich bei verschiedenen Gelegenheiten betrachtet habe. Die Inte- 
gralflächen dieser Gleichung zweiter Ordnung lassen sich dadurch 
charakterisieren, daß ihre sämtlichen Haupttangentenkurven linearen 
Komplexen angehören; dabei bilden alle diese linearen Komplexe zwei 
in Involution liegende Bündel. 

Erteilen wir nun den willkürlichen Funktionen p und Y bestimmte 
Formen, etwa 9, und %,, so gestatten die entsprechenden Gleichungen 


erster Ordnung: | 
X, X, zen JA, H, Ei 
nl) mr) 


immer die infinitesimale Berührungstransformation 2, und daher finden 
wir die zugehörigen oo! gemeinsamen Integralflächen in allen Fällen 
durch eine Quadratur. 


11. Die infinitesimale Transformation & erzeugt eine wichtige 
eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen, deren endliche 
Gleichungen dadurch gefunden werden, daß man die aus der Polaren- 
theorie so bekannte Gleichung: 


0=-@- a) (a aM) ml@4+ 2 — 2 — zy)’ 


als aequatio direetrix betrachtet. Wenn ich nicht .irre, ist der 
Satz, daß die in dieser Weise hervorgehenden oo! Berührungstrans- 
formationen, unter denen sich die Transformation durch rezi- 
proke Polaren befindet, eine eingliedrige Gruppe bilden, bis 
jetzt der Aufmerksamkeit der Mathematiker entgangen. 





s II, III; Nr. 9—14. Einf. trans. Gr. u. Fktionengr. 609 


12. Durch geometrische Betrachtungen erkennt man leicht (vgl. 
zum Beispiel meine Arbeit in den Math. Ann. Bd. V [d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I]), daß jede partielle Differentialgleichung: 


X X 
xl) - [502 


alle nicht geradlinigen Flächen bestimmt, deren Haupttangenten der 
einen Schaar einem Linienkomplex angehören, der als Umhüllungs- 
komplex von oo! linearen Linienkomplexen aufgefaßt werden kann. 

Wir werden diese, an sich so interessanten Betrachtungen an 
dieser Stelle nicht weiter ausführen. 


13. Hier möge aber die folgende Bemerkung Platz finden. Die 
Frage, ob jede endliche Berührungstransformation einer eingliedrigen 
Gruppe von Berührungstransformationen angehört, ist in meinen bis- 
herigen Publikationen nicht ernstlich in Angriff genommen worden. 
Unter diesen Umständen erscheint es mir nicht ohne Interesse, daß im 
vorangehenden zwei eingliedrige Gruppen aufgestellt sind, unter denen 
die eine die Transformation durch reziproke Polaren, die andere die 
Apsidaltransformation umfaßt. 

Durch Betrachtung der projektiven Gruppe einer gewundenen 
Kurve 3.0. findet man in ganz ähnlicher Weise eine eingliedrige 
Gruppe, die die Dualität hinsichtlich eines linearen Linienkomplexes 
umfaßt. 

IE; 


14. Ich betrachte r unabhängige Funktionen “,, %,, ..., u, der 


 Veränderlichen &,,...., 2&,, Pı, --:, 2, und bezeichne dabei den Inbe- 
griff aller Größen von der Form: 


Piz... %,) 

als eine r-gliedrige Schar von Funktionen. | 

Unter allen möglichen r-gliedrigen Scharen von Funktionen 
U, .-., %, beschäftigte ich mich in meinen Untersuchungen über par- 
tielle Differentialgleichungen und Berührungstransformationen eingehend 
mit gewissen Scharen, die ich als Funktionengruppen bezeichnete. 

Liegt irgend eine r-gliedrige Funktionengruppe: ®,, ..., v, vor, SO 
besitzt die lineare partielle Differentialgleichung 

AO use f) — 0 

immer r— 1 (oder gar r) unabhängige Lösungen, die selbst der 
_ Funktionengruppe angehören. 


Es sind nun die Funktionengruppen nicht die einzigen Funk- [503 


tionenscharen, die die soeben besprochene Eigenschaft besitzen. Nehmen 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 39 
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wir nämlich irgend eine homogene Funktionengruppe: @©,, @, ...,@®,, 
deren Klammerausdrücke (0,®,) nicht sämtlich identisch verschwinden, 
so enthält die Gruppe s — 1 unabhängige Funktionen nullter Ordnung, 
die nach meinen alten Untersuchungen eine (s— 1)-gliedrige Funk- 
tionenschar bilden, die ebenfalls die besprochene Eigenschaft besitzt. 

Es ist leicht, noch viel allgemeinere Funktionenscharen zu kon- 
struieren, die ebenfalls jene Eigenschaft besitzen. Führt man nämlich 
‚auf eine homogene Funktionengruppe eine ganz beliebige Berührungs- 
transformation aus, die die Form: 


EP RR 
p; er AR ey dr Pıy PD.) 
2 = Const. e + Wa, .- .,P,) 


besitzt, so liefern die Transformierten der Funktionen nullter Ordnung 
unsrer Gruppe immer eine Funktionenschar, die die verlangte Eigen- 
schaft besitzt. 


15. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle Funktionenschaaren 
U, ..., a, in den Veränderlichen x,,..., 2,, Pı, ---, 2, zu finden, die 
die Eigenschaft haben, daß jede lineare partielle Differentialgleichung: 


(Um,..., Dane Du 


r — 1 (oder gar r) unabhängige Lösungen besitzt, die der Funktionen- 
schar der u angehören. 

Dieses allgemeine Problem deekt sich, wie man fast unmittelbar 
erkennt, mit dem folgenden: 


Problem. Welche Funktionenscharen: u, ... ‚u, besitzen die Eigen- 
schaft, daß alle Klammerausdrücke: (u,u,) die Form: 


(u,u,) er Pd, a, u,.) 
besitzen, wobei o eine von den u unabhängige Größe bezeichnet? 

Die Annahme, daß o von den u unabhängig sein soll, machen 
wir, weil die Größen « sonst eine Funktionengruppe bilden; alle 
Funktionengruppen sind aber von mir in älteren Arbeiten bestimmt 
und auf einfache kanonische Formen gebracht. 

16. Indem wir nun unser Problem in Angriff nehmen, finden [504 
wir es zweckmäßig, zuerst den speziellen Falr =4 zu erledigen. 

Es bestehen jetzt sechs Relationen von der Form: 

(u,u,) = @ a N}, (i=1,2, 8,4; k=1,2, 3,4; ik). 
Die Identität: a 
(U Up)U;) + ((u,u,) 4) + (Uyu,)u,) = 0 








$ III; Nr. 14—17. Eine Art v. Fktionenscharen in x, p 611 
gibt daher die Relation: 
0 = 93: (0U:) + 95 -(eW)+ P31.. (0u;) + 


ÖQ1> 0 op 
= o° ne Y;5 Be IR 9,1 4 DER 9), 





die in den (ou,) linear ist, während der Faktor von 0°” nur von den « 
abhängt. 

Indem wir nun die Indizes 1, 2, 3,.4 zyklisch permutieren, er- 
halten wir also zur Bestimmung der vier Größen: (ou,), (0u,), (O4, ), 
(ou,) vier Gleichungen von der Form: 


Ps3(o%) + Pzı(0%) + Yıslou,) = Y,95(u) 0°, 


Pzs(OUg) + PrslOUs) + Pas (0%) = Ya5ı(u)o°, 
95,(ou) + (OU) + Pı5(0W) = Ya41 (U)? 
 994(0%) + Pı1(0%) + 9,2(0%,) = Yuı3(u)o*. 


Die [Beantwortung der] Frage, ob diese Gleichungen nach den (ou,) 
aufgelöst werden können, beruht auf der Determinante: 














923 Psı Pı2z O 0 Pıa Pıs Pıa 
O::Psa Pas Pas | "| Paı 0 Pas Pas 
90 Br Fir P3ı Ps O0 Psı 
P24ı Pıı O Pıa P4i Pı2z Pıs 0 


. . . . . . | . a 
Ist die schiefe vierreihige Determinante 9,,| von Null verschieden, . 


so findet man durch Auflösung für die (gu,) Ausdrücke von der Form: 


(ou,) Er dl, +, %) 
und dementsprechend: | | [505 


> u) m v,(u,, .. %,)- 


Die Formeln zeigen, daß die fünf Größen: u,, U,, U, U,, Q eine 


| fünfgliedrige Funktionengruppe erzeugen, und daß es eine Berührungs- 


transformation in den x, p gibt, die diese Funktionengruppe in eine 


_ homogene Gruppe überführt, deren Funktionen nullter Ordnung die 


Transformierten der « sind. 


17. Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Falle, setzen aber 
dabei voraus, daß es unter den r Größen u möglich ist, vier zu wählen, 


etwa U,, Us, U,, Ug, so daß die Determinante der p, die analog der 


obigen schiefen Determinante, aber mit den Indizes «, ß, y, ö statt 1, 


2,8, 4 gebildet ist, nicht identisch verschwindet. 


39* 
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Dann erkennen wir zunächst ganz wie soeben, daß die vier Größen: 
(eu.), (ou), (gu,), (0U;) sich als Produkte von o° und je einer Funktion 
der « ausdrücken. Ist dabei, wie wir annehmen können, etwa: 9,;+0, 
so erkennen wir durch Bildung der Identität: 


((U,U,)%,) ER ((U,U)U,) = ((u;U)U,) =(, 


die die Form: 
Pu,(0%;) En P5;(0U,) + P;«(OU;) A 
annimmt, daß alle (o«,) sich folgendermaßen ausdrücken: 
(ou) = ovlm, --, W)- 
Hieraus schließen wir, wie soeben, daß die Größen w,,.. , u, o eine 
(r + 1)-gliedrige Gruppe bilden, die durch Berührungstransformation 


in eine homogene Gruppe übergeht, deren Funktionen nullter Ord- 
nung die Transformierten der « sind. 


18. Wenn dagegen alle vierreihigen Determinanten, die analog 
der obigen Determinante zwischen den Größen p gebildet werden 
können, identisch verschwinden, bleiben die obenstehenden Betrach- 
tungen nicht mehr gültig. In diesem Falle brauchen die Größen 
U, :, %,, 9 keine Gruppe zu erzeugen. 

Bei dieser Gelegenheit beschränken wir uns auf die Bemerkung, 
daß die Diskussion des hier ausgeschlossenen, an sich sehr interessanten 
Falles auf der Theorie der Pfaffschen Systeme beruht. Bei einer [506 
anderen Gelegenheit werde ich diese hier noch unerledigt gebliebenen 
Fragen wieder aufnehmen. 

IN: | 

19. Da ich noch nicht Zeit gefunden habe, die Diskussion meiner 
allgemeinen Integrationstheorie eines vollständigen Systems mit be- 
kannten infinitesimalen Transformationen ausführlich zu redigieren, so 
werde ich hier zeigen, wie ich in meinen Vorlesungen den interessan- 
testen, weil einfachsten Fall dieses allgemeinen Problems erledige. Die- 
jenigen, die meine allgemeinen Theorien kennen, werden ohne Schwierig- 


keit einsehen, daß alle Fälle durch ganz analoge Betrachtungen er- 
ledigt werden können. 


20. Ich setze voraus, daß eine Gleichung: Af=0 gewisse be- 
kannte infinitesimale Transformationen: X,f, X,f, -.. gestattet, sowie 
daß gewisse Lösungen: @,, 9, ... von: Af=0 vorliegen. Ich setze 
ferner voraus, daß Relationen von der Form: 

(KA) Up) ft un P)Rf+t >, 
X,9, = 09.91, Par -- -) 


$ III, IV; Nr. 17— 22. Lies Integrationsth. von 1874 613 


bestehen, so daß also keine weiteren Transformationen und Lösungen 
abgeleitet werden können. 


Jetzt kann ich ohne wesentliche Beschränkung annehmen, daß: 
Af=0 in der Form: 


af 
Af= dz ae Za;(z, P1, *: +, Par Yı, Us - - isn, 
und die X,f in der Form: 


of ö 
re 09% AB Zy,(2, P1, +, Pa Yı Ya - - .) nn 
ara 35 of 

[= N,,(; Pi, +: Pa Yı, Yar - - Jay; 


vorliegen. 


21. Wir beschränken uns nun auf den Fall, daß die Zahl der y 
sowie die Zahl der Y gleich 3 ist. 


Hier bestehen nun sicher Relationen von der Form: [507 
(4B,)—=0, (AY,)=0, 
(8,8,) = 20,,(p)Y,f, (BY) = 2u,(y)If, 
(7,Y,) = Zu,(p) Yıf: 
Dabei können wir ohne Beschränkung: 
(F, Y;) -Y,, (Y, Y;) =-2JY,, (X, 735) 7 


setzen, weil uns hier die Fälle, die durch Quadratur erledigt werden, 
nicht interessieren. 


Indem wir statt ®,f passende Ausdrücke: 
B,f+ Zv.(p) Yıf 
als neue ®,f einführen, erreichen wir, daß alle (®,Y,) verschwinden: 
(8,Y,)=0. 
Bilden wir sodann die Identität: . 
(BD) 7) + (8,8) + (DD) -0, 


so erkennen wir, daß alle ((®,®,)Y,) und gleichzeitig alle (®,®,) 
gleich Null sind. 


22. Es bestehen daher jetzt die Relationen: 
A9)=0, (AY)—0, 
(8,8)=0, (8, 7)=-09, 
BR DEREN OL DE VBA 
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Bezeichnen wir daher die allerdings unbekannten Lösungen des voll- 
ständigen Systems: 
Af=0, Ddf=0,..,9f=0 
mit: no 
Yı, Ya, Ya 
und führen sodann die Größen: 
LER 


als neue unabhängige Veränderliche ein, so wird: | [508 
of rot 
Af= 2 4 2a, (Y,, Yp5 Yo) a Zr 0, 


0 
PK 


09,’ 
g ‚ ’ ’ ’ ef 
Y.f= 21,» Ya; Ya)ay 


und hier ist es unmittelbar evident, daß eine weitere Reduktion un- 


möglich ist. 
Im vorliegenden Falle leistet daher meine alte Integrationstheorie 


das Größtmögliche. 





XXIV. 


Die infinitesimalen Berührungstransformationen [151 
der Optik. 


Leipz. Berichte 1896, Heft I, abgeliefert 17. 4. 1896, S. 131—133. Vorgelegt in 
der Sitzung vom 13. 1. 1896. 


1. In den Jahren 1869 und 1870 erkannte ich (vgl. die Verh. d. 
Ges. d. Wiss. zu Ohristiania), daß es zweckmäßig ist, die Begriffe: infini- 
tesimale Punkttransformation und eingliedrige Gruppe von Punkttrans- 
' formationen, sowie den allgemeinen Begriff: Berührungstransformation 
_ einzuführen und systematisch für Geometrie und Differentialgleichungen 
zu verwerten. Durch Verknüpfung und Ausdehnung dieser Begriffe 
_ gingen sodann in den Jahren 1871 und 1872 (vol. Gött. Nachrichten 

und Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania) die allgemeinen Begriffe: in- 
finitesimale Berührungstransformation sowie eingliedrige Gruppe 
_ von Berührungstransformationen hervor; hiermit war die Grund- 
_ lage sowohl für die Invariantentheorie der Berührungstransformationen 
(1872), wie für die Theorie der Transformationsgruppen gewonnen. 


2. In meinen vieljährigen Vorlesungen!) über die von mir be- 
gründeten Theorien an den Universitäten Christiania (1872 bis 1885) 
und Leipzig pflege ich regelmäßig, die Aufmerksamkeit meiner Zu- 
‚'hörer darauf zu lenken, daß verschiedene Gebiete der Mechanik und 
Physik (insbesondere der Optik) in schönster Weise die Begriffe ein- 
gliedrige Gruppe von Punkt- beziehungsweise Berührungstransformationen 
illustrieren und gleichzeitig durch explizite Einführung dieser Be- 
griffe gefördert werden. 

Auch durch Vorträge (unter anderm in dieser Gesellschaft im 
Jahre 1893), sowie durch mündliche Mitteilungen an mehrere Mathe- 
matiker, Astronomen, Physiker und Chemiker versuchte ich andere 
Forscher dazu zu veranlassen, meine Theorien für die Naturerklärung [132 
zu verwerten. | 





1) Theorie der Trfgr. Bd. I, S. 58, Leipzig 1888; Bd. 11, S. 250, 1890; Bd. III, 
Vorrede S. VII, 1893; Leipziger Berichte 1889, S. 145 [hier Abh. VI, 8. 237]; vgl. 
auch mein Begleitwort zu der deutschen Übersetzung von Goursats Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, Leipzig 1893 [d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. VIII. | 
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Diese meine Bestrebungen sind nicht ganz ohne Erfolg geblieben. 
Da indes Vertreter der Astronomie, Physik und Chemie sich im all- 
gemeinen nur mit Mühe in neueren und höheren Zweigen der Mathe-: 
matik orientieren können, halte ich es für richtig, in einer besonderen, 
allerdings knapp gefaßten Note auf meine hier in Betracht kommen- 
den Untersuchungen hinzuweisen. 

3. Die sogenannten Wellenbewegungen geben das einfachste Bild 
einer eingliedrigen Gruppe von Berührungstransformationen. Für iso- 
trope Medien (deren Wellenflächen eo ipso Kugeln sind) wird diese 
Gruppe von einer infinitesimalen Berührungstransformation erzeugt, als 
deren Symbol ich den Ausdruck: 


VPE +P2+P 


benutze. Die Gruppeneigenschaft aller Dilatationen steht im genauesten 
Zusammenhange mit dem Huygensschen Prinzip.?) 

Reflexionen sind Berührungstransformationen, die jene infinitesi- 
male Berührungstransformation invariant lassen und mit ihr ver- 
tauschbar sind. 

Refraktionen bei Übergang zu einem andern isotropen Medium 
sind Berührungstransformationen, die ebenfalls jene infinitesimale Be- 
rührungstransformation invariant lassen. 

Dies folgt unmittelbar aus den Konstruktionen und Entwickelungen 
der Lehrbücher (z. B. Jamin) über Reflexionen und Refraktionen, ver- 
bunden mit meiner alten Bemerkung, daß jeder Flächenkomplex f (oder 
Kurvenkomplex) eine Berührungstransformation definiert. 

Alle »o* Flächen f, die eine beliebige Fläche berühren, umhüllen 
nämlich im allgemeinen noch eine andere Fläche ®, und dabei ist der 
Übergang von o zu ® eine Berührungstransformation. 

Überdies hebe ich hervor, daß alle infinitesimalen Berührungs- 
transformationen, die mit einer gegebenen Berührungstransformation 
vertauschbar sind, eine homogene Funktionengruppe bilden. Ebenso 
erzeugen alle Berührungstransformationen, die eine solche infinitesi- 
male Transformation invariant lassen, eine unendliche Gruppe. 

Diese meine allgemeinen Theorien dehnen sich, wie ich übrigens [133 
neuerdings in diesen Berichten (1895, S. 499 [bier Abh. XXI, S. 607]) 
ausdrücklich hervorgehoben habe, selbstverständlich auf alle Wellen- 


bewegungen aus, gleichgültig, ob die betreffenden Medien isotrop sind 
oder nicht. 








| 1) In dieser Verbindung pflege ich darauf hinzuweisen, daß auch der Be- 
griff Dilatation im Grunde auf Huygens zurückgeführt werden kann. 


Nr. 2—4. Reflexion u. Refraktion. Satz von Malus 617 


4. In dieser Weise erhielt ich unter anderm eine Verallgemeinerung 
des berühmten Satzes von Malus. Dabei benutzte ich eine Ausdehnung 
der gewöhnlichen Krümmungstheorie, die ich im Jahre 1872 im fünften 
Bande der Mathematischen Annalen, S. 196 [d. Ausg. Bd. II, Abh. I, 
$ 15, Nr. 46, vorletzter Absatz] entwickelte Mit Benutzung dieser 
Terminologie läßt sich der verallgemeinerte Satz von Malus in folgen- 
der Weise formulieren: 

Liehtstrahlen, die ein Pseudonormalensystem bilden, gehen bei 
jeder Reflexion und Refraktion in ein Pseudonormalensystem über. 
Sind bei einer solchen Refraktion die beiden in Betracht kommenden 
Pseudokugeln (das heißt Wellenflächen) wesentlich verschieden, so be- 
zieht sich jedes Pseudonormalensystem auf die Pseudokugel des be- 
treffenden Raumes. | 


XXV. 
Zur allgemeinen Transformationstheorie. [390 


Leipz. Ber. 1896, Heft IV, abgeliefert 27. 1. 1897, S. 390—412. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 27. 7. 1896. 


Die nachstehende Note zerfällt in zwei Abschnitte, die verschie- 
dene Gegenstände behandeln. In beiden Abschnitten spielen die Be- 
griffe: Transformation und infinitesimale Transformation eine fundamen- 


tale Rolle. 


1. 
Über Differentialgleichungen, die eine kontinuierliche Gruppe 
gestatten. 


Der leitende Gedanke bei allen meinen zahlreichen Untersuchungen 
über Differentialgleichungen ist das Bestreben gewesen, die Transfor- 
mationstheorie für die Integrationstheorie zu verwerten. Ist es nun 
auch nicht möglich, ein einziges Prinzip zu formulieren, aus dem alle 
meine Resultate fließen, so kann man doch ohne Schwierigkeit ein- 
sehen, daß viele unter meinen Theorien in innerem Zusammenhange 
stehen und jedesmal als besondere Ausflüsse eines gemeinsamen Prin- 
zipes aufzufassen sind. 

Ein solches allgemeines Prinzip, das in vielen unter meinen Ar- 
beiten verwertet worden ist, läßt sich in der folgenden trivialen Weise 
formulieren: 

Gestattet ein System von Differentialgleichungen, beziehungsweise 
Differentialausdrücken eine endliche oder infinitesimale Berührungs- 
transformation (bez. Punkttransformation), so geht jedes andere System 
von Differentialgleichungen, bez. Differentialausdrücken, das zu dem ge- 
gebenen Systeme in einer gewissen, durch Berührungstransformationen 
(bez. Punkttransformationen) invarianten Beziehung sich befindet, in 
ein ebensolches System über. !) 


1) In einer geometrischen Note, die im Januar 1870 in den Göttinger Nach- | 
richten veröffentlicht wurde [d. Ausg. Bd. I, Abh. V], operierte ich systematisch 
mit einem analogen geometrischen Prinzipe. Es ist selbstverständlich, daß sich 
ein analoges Prinzip für alle Gegenstände formulieren läßt, die überhaupt trans- 
formiert werden können. 


$ I; Nr. 1—35. Allgemeines Prinzip. Anwendungen 619 






















Ich werde mir erlauben, zuerst an einige Anwendungen, die [391 
ich von diesem allgemeinen Prinzipe gemacht habe, zu erinnern. So- 
(dann entwickele ich weitergehende Anwendungen desselben Prinzipes 
‚auf die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen. 


1. Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung: 


die infinitesimale Transformation: 
Xf= bs + er 3 Fr B) 


‘so führt diese Transformation jede Lösung g (sowie jede Integral- 
gleichung: Yy=(0) von: Af=0 in eine Lösung: + Xo9.0t (bez. In- 
\tegralgleichung: Y + Xy.dt= 0) über. 

2. Gestattet die partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


Wa, Bm 2% Din 4 2) = Q | 


die infinitesimale Berührungstransformation: 
of 
[Pf] = Bz2’ 
‚so führt diese Transformation jede andere Gleichung: 


vr, Im Ar Pıy **H P,) en b, 


diemit: W= a in Involution liegt, in eine ebensolche Gleichung über. 
Dieser Satz umfaßt das berühmte Poissonsche Theorem als be- 
sonderen Fall. 


3. Liegt eine bestimmte Kategorie von linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen: | 


Er ee IR sr ni 


‚vor, für welche ein Multiplikator ai werden kann, und kennt 
man eine endliche oder infinitesimale Transformation, die eine gewisse 
leichung: A’f—=0 in eine Gleichung derselben Kategorie überführt, so 
ist es immer möglich, eine Lösung von: A’f= 0 aufzustellen, die sich 
Jallerdings unter Umständen auf eine Konstante reduzieren kann. [392 
Dieser Satz, der. in meinen Untersuchungen über geodätische Kur- 
‚ven eine Rolle gespielt hat, deckt unter anderm den inneren Zusammen- 
hang zwischen Liouvilles und Dinis schönen Untersuchungen über 
'geodätische Kurven auf. Auch auf neuere Untersuchungen über geo- 
‚dätische Kurven im n-dimensionalen Raume wirft diese Bemerkung Licht. 
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(Vgl. meine Abhandlung: Klassifikation und Integration von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen, die eine kontinuierliche Gruppe gestatten, 
IV; Norwegisches Archiv Bd. VII, 1884 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XVI, 
S. 432—446]). ; 


4. Gestattet eine Monge-Amperesche partielle Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung: 


Hr +2Ks+ Lt+M + N(ht—- ®)=0 


eine infinitesimale Berührungstransformation, so kann man, sobald eine 
intermediäre Integralgleichung: 


u(®, Y#,P, g=a 
vorliegt, eine neue intermediäre Integralgleichung mit zweı arbiträren 
Konstanten a und b aufstellen. Diese Bemerkung verwertete ich nach 
verschiedenen Richtungen in der kurzgefaßten Note „Kurzes Resume 


mehrerer neuer Theorien“, April 1872, Verhandlungen der Ges. d. Wiss. 
zu Christiania [d. Ausg. Bd. III, Abh. I, S. 1—4|. 


5. Jede Berührungstransformation, die eine vorgelegte partielle 
Differentialgleichung m-ter Ordnung: F=0 in sich transformiert, führt 
jede Gleichung g-ter Ordnung: ®=0, die mit: = 0 Integralgebilde 
gemein hat, in eine ebensolche Gleichung über; bei Berührungstrans- 
formation bleibt die Involutionsbeziehung invariant. 


6. Im Jahre 1882 (vgl. Verh. und Sitzungsberichte d. Ges. d. Wiss, 
zu Christiania, Novbr. und Dezbr. 1882 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX 
und XL, $. 548, 551]) entwickelte ich einige andere Anwendungen 
meines allgemeinen Prinzipes, die ich jetzt resumieren werde. 

Deuten wir in den d’Alembertschen Gleichungen: 


dx, 
(1) > mer Zu u + Ze) + 23 (2) 8; 


die Größe z als Koordinate einer Schar paralleler Ebenen, ferner «,, 
%g, % als homogene Punktkoordinaten in den Ebenen: z= Const., so 
wird jedes System von Lösungen: 


2, =9(), %=p (2), 5 = p; (2) 


durch eine Kurve im Raume dargestellt, und es gibt oo? solche [393 
Integralkurven. Kennen wir nun eine Fläche: 


2 “ er 


, , 
Ds ie; 





die von oo! Integralkurven erzeugt ist, so schneidet diese Fläche di 


oo! Ebenen: z= Üonst. nach oo! ebenen Kurven, die unter einander pro- 
jJektiv sind. 
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Hieraus zog ich den Schluß, daß die Integration des simultanen 
‘Systems (1). geleistet werden kann, wenn die ebene Schnittkurve der 
Fläche: & = O0 entweder keine infinitesimale projektive Transformation 
‘oder auch nur eine solche gestattet. War dagegen diese ebene Schnitt- 
'kurve ein Kegelschnitt oder eine Gerade, so mußte eine Riccatische 
(Gleichung erster Ordnung integriert werden. 

Setzen wir andererseits voraus, daß ein System von der Form: 


(2) a Fa) + Ze) + Zul) + Zu(e) 
‚zur Integration vorgelegt ist, und daß eine Integralgleichung: 
Wa, %g, %, 2) = 0 


gegeben ist, daß also die Gleichung: 
oW oW 
gan, Ar ee irn Ben Ö 


\vermöge: W = 0 besteht, so gelten analoge Sätze. Deuten wir x, &,, 
x, und z als Öartesische Koordinaten eines vierdimensionalen Raumes, 
‚so bestimmt das simultane System oo° Integralkurven, und die Mannig- 
‘faltigkeit: W=0 ist von 00° solchen Integralkurven erzeugt. 

Die Gleichung: 2 = Const. zerlegt den vierdimensionalen Raum in 
‘oo! ebene und dreidimensionale Räume. Diese o0! ebenen Räume sind 
‘vermöge des simultanen Systems projektiv, ja linear auf einander be- 
‚zogen. Die Mannigfaltigkeit: W= 0 schneidet daher diese ebenen Räume 
‚nach Flächen, die unter einander projektiv und sogar linearprojektiv 
sind. 

Gestattet eine solche Fläche allgemeiner Lage keine infinitesimale 
lineare Transformation, so ist die Integration des simultanen Systems 
als geleistet zu betrachten. Sind die Flächen: W=0, z= Const. im 
"Endlichen gelegen, so verlangt die Integration des Systems (2) im 
‚ungünstigsten Falle die Erledigung einer Riecatischen Gleichung [394 
erster Ordnung. | 

Die Integrationsschwierigkeit beruht auf der Zusammensetzung 
(derjenigen linearen Gruppe, die eine einzelne unter den besproche- 
nen oo! Flächen invariant läßt. Ist diese Gruppe integrabel, so sind 
‘nur Quadraturen erforderlich. 
| Dieser Satz bleibt bestehen, wenn ein System von zwei Integral- 
ı gleichungen: 
| Wa, 2%, 2,2)=0, M-0 


' vorgelegt ist; wenn also die zweidimensionale Mannigfaltigkeit: W, = (0), 
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W, = 0 von oo! Integralkurven erzeugt ist. Schneidet diese Mannig- 
faltigkeit die ebenen Räume: 2 = Const. nach gewundenen Kurven, 
so ist die lineare Gruppe einer solchen Kurve immer integrabel, und die 
Integration des simultanen Systems (2) verlangt dementsprechend nur 
Quadraturen. 

In meinen oben zitierten Arbeiten aus dem Jahre 1332 gab ich 
nun ausdrücklich an, daß diese Theorien sich unter mehreren Gesichts- 
punkten ausdehnen lassen. Auf der einen Seite übersieht man ohne 
weiteres, daß ähnliche Theorien für jedes simultane System: 

l 2 | 

(3) — Zu + + Zt 4) Be 
gelten, wenn ein beliebiges System von Integralgleichungen: 

WW, --, 8%, 2) = 0 (=1,2,...,9) 


vorliegt. Gestattet jede einzelne unter den oo! (mit einander projektiven) 
Mannigfaltigkeiten: 


W=®d, ..„ W,=9, 2= 4, = Const. 


keine infinitesimale lineare Transformation der Veränderlichen: &,, &,, 
., &,, so ist die Integration des simultanen Systems (3) ausführbar; 
ebenso, wenn solche infinitesimale Transformationen vorhanden u die 
eine integrable Gruppe erzeugen.') 

In jedem einzeinen Falle beruht die Integrationsschwierigkeit auf 
der Zusammensetzung derjenigen linearen SAUBre die eine allgemein 
gewählte Mannigfaltigkeit: 

Ww, (2, , oe a) —= 0 @=1,...,9) [305 
invariant läßt. 

In meinen beiden früher zitierten Noten, die im Novbr. und Dezbr. 
1882 der Ges. d. Wiss. zu Christiania vorgelegt wurden, gab ich ferner 
an, daß diese Theorien sich dadurch verallgemeinern lassen, daß die 
projektive (bez. lineare) Gruppe durch eine ganz beliebige endliche 
kontinuierliche Gruppe ersetzt wird. 


Sud SER 


N 
&, 0 

X,f= BIEMEN ..,. %,) a 
1 ° 


r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppei 
so betrachtete ich eine beliebige lineare partielle Differentialgleichung: 


a + ZOKf+- +Z)Xf-0, 


er So. hier und im folgenden Math. Ann. Bd. XXV [hier Abh. III, S. ne 
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die mit dem simultanen Systeme: 
(4) m Be de, 
1 Z51t+ + Zr int: FE 


äquivalent ist. Kannte ich nun im Raume &,,...., &,, 2 eine Mannig- 
faltigkeit: 








Wi, ... Kn 2) yarrn 0 @=1,...,9), 


‚die von Integralkurven des simultanen Systems (4) erzeugt ist, so be- 
‚ruhte die Integrationsschwierigkeit auf der Zusammensetzung der- 
jenigen Untergruppe der vorgelegten Gruppe: X,f, ..., X,f, die eine 
"beliebig gewählte Mannigfaltigkeit: 

Wo, ) = 0; a, = Const. DEREN 
ıinvarlant läßt. 
War diese Untergruppe integrabel, so ließ sich die Integration: des 
‘simultanen. Systems (4) durch Quadraturen leisten. War die Unter- 
‚gruppe einfach, so brauchte nur eine einzige Hilfsgleichung integriert 
'zu werden. War zum Beispiel diese Untergruppe gleichzusammen- 
‚gesetzt mit der allgemeinen projektiven Gruppe des m-dimensionalen 
‘Raumes, so ließ sich die betreffende Hilfsgleichung auf eine gewöhn- 
liche lineare Differentialgleichung von (m +1)-ter Ordnung zurück- 
‘führen, und so weiter. 









7. Liegt eine gewöhnliche lineare und homogene Differential- [396 
‚gleichung n-ter Ordnung: 


(1) ya + X, layer +. + Xy=0 


‘vor, so lassen sich alle Lösungen nach d’Alembert aus n partikulären 
Lösungen: y,, ..., y„ durch die Formel: 


y- 2 Yı + er — C,Y. (c= const) 
‘ableiten. Weiß man nun zufälligerweise, daß die vorgelegte Gleichung 


ın-ter Ordnung n unabhängige Lösungen besitzt, die m bekannte Dif- 
\ferentialgleichungen von der Form: 


2,(®, Yır + Um Yı, we U De, Ve Er Yyı, ) = 0. (&=1,...,m) 
‚erfüllen, so kann man diesen Umstand für die Integration der Glei- 
‘chung (1) verwerten. 

Man kann zunächst mit Benutzung der Gleichung (1) erreichen, 
daß u<n—1 wird. Man ersetzt alsdann die Gleichung (1) n-ter Ord- 
nung durch das simultane System: 





{ (2) EB = Ay == Ey; =... = aye (k=1,...,n), 
i 1 Yı Y ER oe 
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das mit der linearen partiellen Differentialgleichung: 
ZZ Dr 
+ Dr 9% 7: Y; 


! Ey a A ya au > KU ns oy\ 2 = Ö 











(3) { 





äquivalent ist. Diese lineäre partielle Differentialgleichung in den 
n® + 1 unabhängigen Veränderlichen: 


4 4 (n—1 n—J 
%, Yır + In Yır * 9 Inı *- Yı BE N 


gestattet nun die n? infinitesimalen Transformationen: 
4) Yıf=yz n TU, T +4 yad. Fi =1,2,..,m k=12,..,n), 


die eine n°-gliedrige, mit der allgemeinen linearen homogenen Gruppe [397 
in den Veränderlichen y,, ..., y, gleichzusammengesetzte Gruppe bilden. 
Man übersieht unmittelbar, daß zwischen den n?+1 Ausdrücken: Af, 
Yıf; Yısf, ---, Y,„f keine lineare homogene Relation besteht, während 
die Ausdrücke (A, Y,,) identisch verschwinden. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun die Mannigfaltigkeit: 


2%, Yırı Um Y,, ... U E UN er a, yud) = 0: (delesm 


von Integralkurven des simultanen Systems (2), oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, von Charakteristiken der linearen partiellen Differential- 
gleichung: Af=0 erzeugt, und zwar so, daß durch jeden Punkt der 
Mannigfaltigkeit: &, = 0 eine Integralkurve hindurchgeht. 

Jede infinitesimale Transformation der Gruppe Y,,f führt eo ipso 
die Mannigfaltigkeit: Q,= 0 in eine Mannigfaltigkeit: &,— 0 über, 
die ebenfalls von Integralkurven erzeugt ist. Da nun die 00”” Integral- 
kurven von der Gruppe Y,,f transitiv transformirt werden, so kann 
man immer unter den Transformationen der Gruppe Y,,f eine finden, 
die eine beliebig gewählte Integralkurve der Mannigfaltigkeit: 2, — 0 
in irgend eine andere Integralkurve dieser Mannigfaltigkeit überführt. 

Es sind dabei zwei Fälle möglich: Es ist denkbar, daß jede Trans- 
formation der Gruppe Y,;,f, die eine Integralkurve der Mannigfaltigkeit: 
2,=0 in eine andere Integralkurve dieser Mannigfaltigkeit überführt, 
gleichzeitig die Mannigfaltigkeit in sich transformiert. Es ist aber 
auch denkbar, daß einige Transformationen der Gruppe Y;,f, die eine 
Integralkurve der Mannigfaltigkeit: &, = 0 in eine andere Integralkurve 
dieser Mannigfaltigkeit überführen, die Mannigfaltigkeit: 2,—= 0 in eine 
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neue Mannigfaltigkeit: &,— 0 umwandeln, die dann ebenfalls von In- 
tegralkurven erzeugt ist. In diesem letzten Falle schneiden sich die 
Mannigfaltigkeiten: 2&,—= 0 und: 2,—= 0 nach einer kleineren Mannig- 
faltigkeit: 


ee 


m+1 Jere sd? 


die wiederum von Integralkurven erzeugt ist. Indem man diese neue 
Mannigfaltigkeit in genau derselben Weise behandelt, findet man 
schließlich eine von Integralkurven erzeugte Mannigfaltigkeit: 


u=-V%.,2,=0, 


die so beschaffen ist, daß jede Transformation der Gruppe Y,,f, die [398 
eine Integralkurve der Mannigfaltigkeit in eine andere Integralkurve 
der Mannigfaltigkeit überführt, diese Mannigfaltigkeit invariant läßt. 


| Die hiermit bestimmten Transformationen der Gruppe Y,,f erzeugen 
_ eine Untergruppe g. Ist diese Untergruppe integrabel, so verlangt die 
- Bestimmung der Integralkurven der Mannigfaltigkeit: &,—=(,...., 2, = 0 
und gleichzeitig die Integration des simultanen Systems (2) nur Qua- 
‚draturen. Ist die Untergruppe nicht integrabel, so bestimmt die Zu- 
‚sammensetzung dieser Untergruppe wie gewöhnlich die vorliegenden 
Integrationsschwierigkeiten.!) 
| Es bilden die n?+ 1 infinitesimalen Transformationen: Af, Y.,f; 
Y,„f eine einfach transitive Gruppe des (n? + 1)-dimensionalen 
Raumes: 2, %,,..., Ya, yrd, 0... y@-®. Um die zugehörige reziproke 
Gruppe zu finden, beachten wir, daß die n? Transformationen Y,,f eine 
einfach transitive Gruppe des Raumes: 9, ... Ya +: yD, ..., ya-D 
"bilden, deren reziproke Gruppe die Form: 


u d’ Y au € Ö 
S} i @ k cu 
EN Deage Y (v2? = NE BR ar ne) 


| besitzt. Daraus folgt (Math. Ann. Bd. XXV, 8. 138f. [hier 8. 210£.]), daß 
























| 1) Die hier dargestellten Theorien ordnen sich als besondere Fälle unter all- 
"gemeine Theorien, die ich in den Math. Ann. a XXV (1884, 1885 [hier Abh. II, 
8. 186 ff.]) entwickelt habe. 

Am Schlusse des Jahres 1885 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XXI, S. 503 ff.] ent- 
wickelte ich zur Illustration meiner allgemeinen Theorien die Integrationstheorie 
Jeiner linearen Gleichung: y" +X,_,y"’+---+ Xy= 0 unter der speziellen 
" Voraussetzung, daß man weiß, daß n unabhängige Integrale %,,...,y, durch ge- 
"gebene Relationen verknüpft sind. Ich zeigte, daß meine Theorien diese von 
‚früheren Verfassern nur gestreifte Frage vollständig erledigen. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 40 
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die Transformationen der gesuchten reziproken Gruppe des Raumes: 
%, Yyy .-, ya die allgemeine Form: 


(nl 


Ab Wi= Du) Auf et 
iu 


besitzen. Die %,,,(2) sind unbekannte Funktionen von x. Nach un- 
seren alten Integrationstheorien sind die Integration der Gleichung: 
_Af=0 und die Bestimmung der Funktionen %,,,(2) äquivalente Pro- 
bleme. 

Jetzt setzen wir wiederum voraus, daß ein en von g In- [399 
tegralgleichungen: 

lt Ya Ya Io a u) — 0 

' vorliegt, das sich nicht durch Differentiation vervollständigen läßt, weil 
jede Transformation der Gruppe Y,,f, die eine Integralkurve der Man- 
nigfaltigkeit: 9, —=0,.., 2&,=0 in eine andere Integralkurve dieser 
Mannigfaltigkeit überführt, gleichzeitig die Mannigfaltigkeit: 2, = (0), 
.., 2, =0 invariant läßt: 


g 
Alsdann gibt es n®— g unabhängige infinitesimale Transforma- 


Zf, ik? 


die eine Mamnigfaltigkeit: 2, —=0,.., 2, = 0, 2= x, Iinvarlant lassen, 
und diese Transformationen bilden eine (n? — g)-gliedrige Gruppe g. 
Nach meinen allgemeinen Theorien gibt es dann auch unter den infini- 
tesimalen Transformationen W,f der reziproken Gruppe n?’— qg unab- 
hängige Transformationen, die unsere Manniefaltigkeit: 2, = O0, 
2,—=0,x=x, Invariant lassen, und diese »”— q Transformationen. er- 
zeugen eine (n? — g)-gliedrige Gruppe 7. 

Um diese Gruppe y zu finden, suchen wir alle infinitesimalen 
Transformationen von der Form: 


Uf- 2) Zuf, 
die eine Mannigfaltigkeit: 


2, =0,.,2, 09 = 


tionen: 






invariant lassen; es gibt n? — q solche infinitesimale Transformationen: 
vÄÄ vsf a) ne iR 


die durch ausführbare Operationen gefunden werden können. Alsdann! 


wissen wir, daß die infinitesimalen Transformationen Uf der Gruppe 7 
die Form: 


Ufer dNıf+ Ns (N, f+-- ur (2) LER; 
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besitzen; dabei sind die &,,(«) Funktionen von x, die wir nicht 
kennen. | 

Denken wir uns jetzt auf die Mannigfaltigkeit: , =0,.., 2, — 0 
alle endlichen Transformationen der Gruppe: Yıf, ---, Y„„f ausge- 
führt, so erhalten wir im (n? + 1)-fachen Raume x, y,, ..., y"=» un- [400 
endlich viele, und zwar 002, von Integralkurven erzeugte Mannigfaltig- 
keiten, die den Raum ausfüllen. 

Die Schar $ dieser oo? Mannigfaltigkeiten bleibt bei allen Trans- 
formationen der Gruppe: Af, Yıf, ---, Y„„f invariant, und jede ein- 
zelne Mannigfaltigkeit dieser Schar gestattet die früher 
bestimmte Untergruppe: U,f, ..., U,_,f der reziproken Gruppe. 
Andererseits leuchtet ein, daß die Gruppe: V,f, ..., V.._,f, die 
wir wirklich aufstellen können, jede einzelne unter den 2 
Mannigfaltigkeiten der Schar 8 invariant läßt. 

Es ist ferner klar, daß jede von Integralkurven erzeugte 
Mannigfaltigkeit des (n®+1)-dimensionalen Raumes, die bei 
der Gruppe: V;f, ..., V,»_,f invariant bleibt, aus Mannigfaltig- 

' keiten zusammengesetzt ist, die der besprochenen Schar $ 
_ angehören. 

Die hier aufgestellten Sätze sind direkte Konsequenzen unserer all- 
gemeinen Theorie der reziproken, einfach transitiven Gruppen, deren 
- grundlegende Sätze wir der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christia- 
nia im November 1882 (vgl. die Sitzungsberichte dieser Gesell- 
schaft für 1882, sowie Math. Ann. Bd. 25 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX, 
S. 549, Nr. V; Bd. VI, Abh. III, S. 177 ££.]), mitteilten. Diese Theorien 
‘ werfen Licht auf eine Theorie, die in den letzten Jahren von mehreren 
 Verfassern behandelt wurde, nämlich die Integrationstheorie der ge- 
_ wöhnlichen linearen Differentialgleichungen: 


en EL CH ee 


ı mit algebraischen Koeffizienten. 

Besitzt eine vorgelegte Gleichung dieser Form eine algebraische 
"Integralkurve, so sind ihre Integralkurven sämtlich algebraisch. 

| Sind die Integralkurven nicht algebraisch, so ist es doch denkbar, 
"daß eine solche Kurve auf einer algebraischen Mannigfaltigkeit gelegen 
ist. Dann gilt dasselbe für alle 0” Integralkurven. In diesem Falle 
gibt es unter allen algebraischen Mannigfaltigkeiten, die eine bestimmte 
„Integralkurve enthalten, sicher eine kleinste, und diese kleinste Mannig- 
faltigkeit ist dann immer von Integralkurven erzeugt; sie besitzt über- 
"dies offenbar die folgende Eigenschaft: sie bleibt invariant bei jeder 


© Transformation der Gruppe: Y,,f, ---;, Y..f, die eine auf der Mannig- 
j. 40* 
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faltigkeit gelegene Integralkurve in eine andere Integralkurve dieser 
Mannigfaltigkeit überführt. 

Es gelten daher die folgenden Sätze, die neu sind, wenn [401 
sie auch mit Picards und Vessiots Sätzen in Zusammenhang 
gebracht werden können: 

I. Jede von Integralkurven erzeugte algebraische Mannigfaltigkeit bleibt 
invariant bei der Gruppe: Vıf, --» Verf: 

II. Jede von Integralkurven erzeugte Mannigfaltigkeit des Raumes: 
D, Yar 22 Um Ya PD, die bei allen Transformationen der Gruppe: 
Vf, -., Va_,f invariant bleibt, «st entweder selbst algebraisch oder aus 
algebraischen Mannigfaltigkeiten zusammengesetzt, die sämtlich von In- 
tegralkurven erzeugt sind. 


In den soeben zitierten Untersuchungen, die ich allerdings nur 
oberflächlich kenne, tritt die Gruppe: V;f, ..., V,x_,f nicht auf. Diese 
Gruppe bleibt immer dieselbe; sie hängt nur von der Differential- 
gleichung: 


y) En 2ER y-d + ...+ Xy =.) 


und dem gewählten Rationalitätsbereiche ab. Welche Integralkurve 
(das heißt, welches System partikulärer Lösungen) zu Grunde gelegt 
wird, kommt nicht in Betracht. Unsere Gruppe: V;f, .., Va_,f 
ist linear in den »? Veränderlichen: %,, -.., Ya 4, --„ ya», läßt sich 
aber nicht auffassen als eine (lineare) Gruppe in den Ver- 
änderlichen Y%,, ..., Y,- | 

Bei einer anderen Gelegenheit werden wir auf diese Theorien etwas 
ausführlicher eingehen. Mag es auch für viele Leser bequem sein, 
wenn bei der Darstellung dieser Theorien möglichst wenig aus unserer 


allgemeinen Gruppentheorie als bekannt vorausgesetzt wird, so glauben 


wir doch, daß der Kern der Sache klarer hervortritt, wenn eine breitere 
Grundlage vorausgesetzt wird. 


8. Setzen wir jetzt ganz allgemein voraus, daß n Größen Y,,:..,%, 
als Funktionen der Veränderlichen x durch ein System von Differential- 
gleichungen: | 

‚ ‚ (m) (m) 

CE BB Gl 
bestimmt sind, dessen allgemeinste Lösungen: y,, ..., y, als Funktionen 
eines speziellen Lösungssystems: z,, ..., 2, durch Gleichungen: 

(1) Ya Ta l&ır -» Aus &r Cr +4 6,) 


bestimmt sind, die eine »-gliedrige Gruppe bilden. Ausgedrückt als [402 
Funktionen von x hängen somit die allgemeinsten Lösungen des Sy- 
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stems: 2, —= O0 nur von r willkürlichen Konstanten: c,, 6, ..., €, ab; wir 
setzen der Einfachheit wegen voraus, daß in diesen Ausdrücken: 


Y= Pr (8, Cu, Cr +6, 
die r Konstanten wesentlich sind. 
Ehe wir nun weiter gehen, wollen wir, um die Darstellung zu 
vereinfachen, die nicht wesentliche Beschränkung einführen, daß das 


ee 2,=0 aus n Gleichungen besteht, die nach y\", 
’ yU auflösbar sind: 


@) Y Wr (2, Yır - ++ Uns Yı; ... Yo en ie Ber yrz»). 


Alsdann läßt sich das ug en: 2,=0 durch die lineare 
partielle Differentialgleichung: 


HE, N, a 
Ast 2 > Pe in 
in den mn + 1 unabhängigen Veränderlichen: 


ER REN Pe PER ET re Ar) San 


_ ersetzen. Unser Problem kommt darauf hinaus, die o0”” Charakteristiken 
von: Af=0 zu bestimmen. 

| Sind: Y, f,..., Y,f r unabhängige infinitesimale Transformationen der 
 r-gliedrigen Gruppe: y, = f, und: Y"-Vf, ..., Ym-Df die zugehörigen 
‚erweiterten infinitesimalen 'Transformationen in den Veränderlichen: 
BE, u You har VD, yaD,: 80. gestattet: die Gleichung: 
Af=0 die r-gliedrige Gruppe: Ym-Df, ..., Y-df, und da die Schar 
‘der Charakteristiken der Gleichung: Af= 0 von der Gruppe: Yw-Df, 
.., Y@m-Df einfach transitiv transformiert wird, so ist: 


r=NM. 







| Liegt nun irgend eine von solchen Charakteristiken erzeugte Man- 
‚nigfaltigkeit: 

| 2, (X, Yır + Uns Yı; a, Ya; u, Ve 74 Na =0 “=... 
"vor, so erkennt man genau, wie im vorigen Beispiel, daß es immer 
möglich ist, durch Differentiation eine Mannigfaltigkeit: 
,=0.,,=0,..,2,=0 


‘zu finden, die ebenfalls von Charakteristiken erzeugt ist und über- [403 
dies die folgende Eigenschaft besitzt: die Schar der Charakteristiken 
"dieser neuen Mannigfaltigkeit wird von einer Untergruppe der Gruppe: 
Srm-Yf.., Ym-Df einfach transitiv transformiert. 
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Allerdings übersieht man in diesem Fall nicht, ob auch jetzt die 
Auffindung einer Charakteristik immer die Erledigung des simultanen 
Systems (2) nach sich zieht. Daß dies eintritt, wenn die endlichen 
Gleichungen der Gruppe (1) bekannt sind, ist von vornherein klar. 

Auf die hiermit gestreifte Frage wollen wir hier nicht eingehen, 
da unser jetziges Integrationsproblem des Systems (2) sich a priori auf 
die Integration eines Systems von der früher betrachteten Form zurück- 
führen läßt.?) 


9, Betrachten wir jetzt ein simultanes System: 
2, (2, Yı> ER, Ynv Yı, a2) ER re ym, Ze) Ye) se 0, 


dessen allgemeinstes Lösungssystem wiederum nur von willkürlichen 
Konstanten abhängt. Wir setzen voraus, daß das Gleichungssystem: 
2,=0 eine bekannte endliche kontinuierliche Gruppe: Y,;f, -.., Y.f: 


Yf= m) 2 +4 (Y) nn, 
gestattet, die aber in dem Sinne intransitiv ist, daß sie nicht jede 
Integralkurve in jede andere überführt. 

In einem solchen Falle ist es im allgemeinen zweckmäßig, die 
Differentialinvarianten der Gruppe Y,f als neue Veränderliche einzu- 
führen. Hierdurch erhält man ein vereinfachtes System von Differen- 
tialgleichungen, das keine bekannte Gruppe gestattet. Ist dieses Glei- 
chungssystem integriert, so bleibt nur übrig, ein System von Differen- 
tialgleichungen zu integrieren, dessen Gruppe transitiv ist. [404 


10. Wir wenden uns nun zu unbeschränkt integrablen Systemen 
von partiellen Differentialgleichungen: 


0 
52, (2, Ir Yır r Ym De ) zu 0, 


deren allgemeinste Lösungen von unendlich vielen willkürlichen Kon- 
stanten abhängen. Wir nehmen an, daß unser Gleichungssystem: 





1) Die Theorie des Textes dehnt sich ohne weiteres auf Systeme partieller 
Differentialgleichungen aus: | 


0y 0° 
W (2 x ea Rh ) Be 
k u; .0.o. q Der Yet 
19 0 Una Yız- 2 Yımı da,’ da’ D 
deren allgemeinstes Lösungssystem: %,, ..., Y,, aus einem speziellen Lösungssystem: 


21: 2m durch Gleichungen: 


y=F,(& ED Inı %ı | EN) 


abgeleitet wird, die eine kontinuierliche endliche Gruppe bestimmen (Math. Ann.‘ 
Bd. XXV [hier Abh. II, S. 186 ff.)). 
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2,=0 eine bekannte unendliche Gruppe @ gestattet, daß ferner diese 
Gruppe in dem Sinne transitiv ist, daß sie jedes allgemeine System 
von Lösungen: y,, ..., Y,, in jedes andere derartige System: 2,,.. 
überführt. | | 


Liegt nun irgend ein anderes Gleichungssystem: 


ey 
We, or Ir Yır Hr Yms GER, ) = 0 


z 


22) m 


vor, das mit dem System: 2&,= (0 Lösungen gemein hat, die nicht nur 
von willkürlichen Konstanten abhängen, so sind zwei Fälle möglich. 

Es ist denkbar, daß jede Transformation 8 der Gruppe @G, die ein 
Lösungssystem: Wis. U OB Gleichungssystems: 


,=0,.,2,-0, M-0,.., W,=0 


in ein ebensolches Lösungssystem überführt, das Gleichungssystem: _ 
2,=0, W,=0 invariant läßt; in diesem Falle gestattet das Glei- 
chungssystem: 2,= 0, W,=0 eine gewisse (unendliche) Untergruppe 
der Gruppe @. 
| Es ist aber auch denkbar, daß einige unter den eben definierten 
Transformationen 5 der vorgelegten Gruppe @ das Gleichungssystem: 
2,=0, W,=0 nicht invariant lassen. In diesem letzteren Falle ist 
es immer möglich, das Gleichungssystem: W,= 0 derart zu vervoll- 
ständigen, daß das hervorgehende unbeschränkt integrable System: 


Ü) a =09.,,-9, M=-0,.,M-0,.,W,,-0 


urv 


eine solche Untergruppe der Gruppe @ gestattet, deren Transforma- 
tionen die Lösungssysteme des unbeschränkt integrablen Systems (3) 
' transitiv transformieren. 

Führt man nun auf das hiermit erhaltene System (3) alle Trans- 
- formationen der Gruppe @ ‘aus, so erhält man unendlich viele analoge 
Systeme, und dabei leuchtet ein, daß jedes Lösungssystem der ursprüng- 
lichen Gleichungen: 2, = 0 Eine unter den soeben besprochenen Sy- 
ı stemen befriedigt. 


| 1. [405 
| Einige Bemerkungen über Pfaffsche Ausdrücke und Gleichungen. 


11. Durch geometrische Untersuchungen wurde ich schon in den 
‚Jahren 1871 und 1872 zur Betrachtung von Pfaffschen Gleichungen 
"und Ausdrücken geführt. So zum Beispiel erkannte ich, daß mein 
Satz, daß auf jeder Regelfläche eines linearen Komplexes eine Haupt- 
/tangentenkurve durch Differentiation und sodann die übrigen Haupt- 
\tangentenkurven durch Quadratur gefunden werden können, mit der 
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Theorie der Pfaffschen Gleichungen in Verbindung steht. Meine Be- 
stimmung aller Kurven eines linearen Komplexes durch Differentiation 
ist ja sogar ein direktes Korollar der Pfaffschen Theorie. | 

Noch größeren Eindruck machte auf mich die Entdeckung, daß 
die von mir durch geometrische Betrachtungen begründete Theorie der 
Berührungstransformationen mit der Transformationstheorie der Pfaff- 
schen Ausdrücke und Gleichungen verknüpft ist. 

Durch diese letzten Untersuchungen und meine damit im Zu- 
sammenhange stehende allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung wurde die große Wichtigkeit der Pfaff- 
schen Theorien in eine neue Beleuchtung gesetzt. In den Jahren 1872 
bis 1877 veröffentlichte ich in norwegischen Zeitschriften mehrere 
Arbeiten über das Pfaffsche Problem. 

Leider ist von meiner letzten Arbeit über diesen Gegenstand nur 
die erste Hälfte erschienen (Theorie des Pfaffschen Problems. Erste 
Abhandlung, Archiv for Math. og Naturv. Bd. II [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XXI, 8. 320ff.]). Die zweite Hälfte sollte eine neue Begründung 
und weitere Entwickelung dieser Theorie liefern, deren Grundlage die 
Betrachtung der infinitesimalen Transformationen der Pfaff- 
schen Gleichungen und Ausdrücke [gewesen] sein würde. 

Ich sehe mich dazu veranlaßt, einige unter den grundlegenden 
Ideen dieser von mir angekündigten zweiten Abhandlung zu rekapitu- 
lieren; gleichzeitig erlaube ich mir, aus meinen in den Jahren 1872 
bis 1877 erschienenen Abhandlungen einige Stellen in Noten unter [406 
dem Text wortlautend zu referieren. 


12. Liegt eine Pfaffsche Gleichung: 
U (a, ad ++ Ude, = 0 


in den Veränderlichen &,,..., x,, vor, so kann man sich die Aufgabe 
stellen, alle infinitesimalen Transformationen: 


| S ö ö 
DS TEE ur 


zu finden, die diese Gleichung invariant lassen.!) Diese Forderung findet 
1) In der Note: Zur Theorie der Differentialprobleme, Verhandlungen der 
Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872, lenkte ich zum ersten Male mit den folgenden 
Worten die Aufmerksamkeit auf die infinitesimalen Transformationen der Pfaff- 
schen Gleichungen: „Es ist mir gelungen, meine Arbeiten über partielle Glei- 
chungen mit infinitesimalen Transformationen nach verschiedenen Seiten hin zu 
erweitern, insbesondere auch auf Pfaffsche und simultane Systeme gewöhnlicher 
Gleichungen auszudehnen.“ [D. Ausg. Bd. III, Abh. V,S8. 27, 2.15—12v.u] 
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ihren analytischen Ausdruck in der Bedingungsgleichung: 
SIX Ida; +20. d(Xr,) = oe DZ U,dz,, 
J 
die sich kürzer so schreiben läßt: 


22 Bde SU, don = 0 SD U,da,.dt, 
; J 


oder noch kürzer: 


Ö (2 U, de,) — eZ U,da,.öt. 


Ganz besonders beschäftigte ich mich mit denjenigen infinitesi- 
malen Transformationen Xf, deren Inkremente: dx, = 8,0t die Be- 
dingung: 
U,d2,+---+ 0,02, = 0 

erfüllen. Grade diese letzte Fragestellung war der Ausgangspunkt 
für alle meine Untersuchungen über infinitesimale Berührungstrans- 
| formationen. Ich ersetzte nämlich mit Pfaff das Integrationsproblem 
_ der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 
| 
Wa,2, 3% Pur: ,32)= 0 

‘ die ich nach p, auflöste: [407 
| 2,= fa, In» %) Pı» Dh 
durch das Problem, die Pfaffsche Gleichung: 

(A) dz— pP, dr, ee dx,_ı — fdı,=0 
‚auf eine n-gliedrige Form zu bringen. Indem ich sodann alle infini- 
\tesimalen Transformationen der Gleichung (A) suchte, für welche die 


' Gleichung: 
02 — 2,09% — "-—- m_-19%,-1ı- fr, = 0 






\ besteht, entdeckte ich, wie ich hier nicht näher ausführe, daß alle in- 
/finitesimalen Berührungstransformationen des Raumes: 2, 2,,...,%, 


‘die Form: 
oW 


0, 98, d2 = (— W+2p.%, .) 0%, 


oW 
09, = e Oz, Bug. a.) 
besitzen. 


13. Bald sah ich aber, daß es notwendig war, auch für Pfaff- 
‚sche Ausdrücke alle infinitesimalen Transformationen zu bestimmen. 
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Ich bestimmte daher alle infinitesimalen Transformationen Xf, 
die eine Relation von der Form: 


X2Uda)=d28, 
oder eine Gleichung von der Form: 


X(2 Ude) = 0 
erfüllen.!) 
Ich werde mir erlauben, kurz anzugeben, wie ich seinerzeit [408 
die angekündigten Bestimmungen durchführte. 
Der Ausdruck: X(X2 Ude) läßt sich folgendermaßen umformen: 


X (I T.da) - IU,a6 + nz *:.da, 


-4(3 7,4) ROTEBRL .)&,da,, 


woraus, wenn: 


ae a 
0%, De ki 


gesetzt wird, die Relation folgt: 
X(IT,de)-a(3 U) + 4; 5; dx. 


Legen wir diese Formel zu Grunde, so nimmt die Bedingungs- 


gleichung: 
X k Da) = d2 
(Zu)- 


4, 5de, = d(8 - SU) =dW, 


dıe Form an: 


wo W wie & eine willkürliche Funktion der Argumente x,,...,& 


m 


1) Am Schluß der Abhandlung: „Die Störungstheorie und die Berührungs- 
transformationen“ (Archiv for Math. Bd. II, 1877 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XX, 


S. 316, Z. 11 v. u. bis 317, Z.2]) stellte ich die im Texte besprochene Aufgabe in 


den folgenden Worten: 
„Ist irgend ein Pfaffscher Ausdruck: X,de, +. -+X,da„= ZXdx 


vorgelegt, so kann man sich die Aufgabe stellen, die allgemeinste infinitesimale 
Transformation: 


Af=b + Han 


x 


zu finden, welche eine Relation von der Form: A(ZXdx)=d& erfüllt, oder 
auch, we: A(2Xda) = 0 gibt. Diese Aufgaben können immer erledigt werden... 
Ist insbesondere: m—=2n, und ist dabei die Normalform von EXdx n-gliedrig 


mit 2n unabhängigen Funktionen, so verlangt die erste Aufgabe nur ausführbare 
Operationen‘ ... 


| 
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‚bedeutet. Unsere Forderung findet daher ihren analytischen Ausdruck 
in den m linearen Gleichungen: 


sata t: +. 


(k=1,2,..,m). 


Hier stellt sich nun die Sache verschieden, je nachdem die Deter- 
minante: | 
1a, | = R 
von Null verschieden ist oder nicht ist. Ist insbesondere R+0, so 


ergibt sich: 
sn R,,0W 


R 5a, Ka 
und: 
SB 0W of. 
(2) X-2% 0% 0%, 


Der hiermit gefundene Ausdruck spielt bekanntlich längst eine wichtige 
Rolle in der Theorie des Pfaffschen Problems. 


14. Die Bedingungsgleichung: 
X(2 Ude) =0 


nimmt in entsprechender Weise die Form an: 


Sa, 5da, — Eu aD U,$) =—dH, 


und es wird: 
cH 


tt 
und, wenn |a,,| #0 ist: 
no 2 a 
Hier ist’ H keine willkürliche Funktion der x; es ist ja: ZU = AH, 


und infolgedessen: 


Ist H eine beliebige Lösung dieser linearen partiellen Differential- 


gleichung, so ist: 
(b) RB, OH öf 





der allgemeine Ausdruck der gesuchten infinitesimalen Transformationen. 
Setzen wir insbesondere: m = 2n und: 


m 


= Ude, =m da +: +p,da,, 


1 
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so wird die Größe W in der Formel (a) eine beliebige Funktion der 
x und p, und Xf erhält die Form: 





xf=(ef). | 
Unter derselben Voraussetzung erhält Xf in der Formel (b) die [410 
Gestalt: >H 
Xf=(Hf), wo: Zp oe 


Diese beiden Formeln bilden bekanntlich die Grundlage für meine 
allgemeine Theorie der Berührungstransformationsgruppen. 
15. Wenden wir uns jetzt zu den Bedingungsgleichungen: 


X(ZUda) = o3Udz, 
UF nF 
die uns zur Bestimmung der Größen &,, ..., &, und g die Gleichungen: 


EG > Rd va ER Fe UF N 


ar et ed, =0, 
Die, T N: se U =0 


liefern. 
Ist insbesondere die Determinante: 


ee, Be 

| | 
A, | An mn DU; | 
U, U 0 





von Null verschieden, so verschwinden alle &. Ist dagegen diese Deter- 
minante gleich Null, während einige unter ihren größten Unterdeter- 
minanten von Null verschieden sind, so werden die Verhältnisse der 
&, vollständig bestimmt. 

Das hiermit formulierte spezielle Resultat, das in den oben- 
stehenden Formeln enthalten ist, deckt sich mit meiner alten Bemer- 
kung, daß eine infinitesimale Elementtransftormation des Raumes: 
2, Kıy =, Uns Pır =, 2, die jedes Element einer partiellen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung: 


We, ER RN 2.) = ( 


in sich verschiebt, immer jedes Element der Gleichung in ein benach- 
bartes Element des zugehörigen charakteristischen Streifens überführt. 
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16. Was im übrigen den Inhalt meiner im Jahre 1377 angekün- 
digten zweiten Abhandlung über das Pfaffsche Problem betrifft, be- 
schränke ich mich auf die folgenden Bemerkungen. 


In meiner großen Abhandlung „Theorie der Transformations- [411 


gruppen“, die im Bd. XVI der Math. Annalen (1879) erschien [hier 
Abh. I] findet sich [auf S. 526, hier S. 91] die folgende Stelle: 


„Und zwar hat meine Theorie Bedeutung nicht allein für solche 
Differentialgleichungen, die eine Transformationsgruppe gestatten, son- 
dern überhaupt für beliebige Differentialgleichungen. Dies beruht wesent- 
lich auf den folgenden Bemerkungen. Die Frage, ob eine vorgelegte 
Differentialgleichung: @ — 0 (oder ein System solcher Gleichungen) 
durch eine zweckmäßige Punkt- oder Berührungstransformation auf eine 
gewisse Form: F=0 gebracht werden kann, verlangt zu ihrer Er- 
ledigung in jedem einzelnen Falle nur solche Operationen, die man in 
der Integralrechnung als ausführbar zu bezeichnen pflegt. Gestattet 
sowohl: @—= 0 wie: = je eine Transformationsgruppe, so ist zu- 
nächst notwendig, daß die eine Gruppe in die andere Gruppe überge- 
führt werden kann“, und so weiter. | 

Handelt es sich um Pfaffsche Gleichungen: 2Udu= 0, oder aber 

um Pfaffsche Ausdrücke, so ist nach meinen alten Untersuchungen 
‚die Ähnlichkeit der zugehörigen Transformationsgruppen ein hin- 
 reichendes Kriterium für die Äquivalenz. 


| 17. Bei verschiedenen Gelegenheiten habe ich darauf hingewiesen, 
«daß die Theorie der Funktionengruppen mit der Theorie der Pfaff- 
‘schen Ausdrücke im Zusammenhang steht. Dieser Zusammenhang be- 
ruht auf der folgenden Bemerkung, die unmittelbar aus meinen alten 
"Theorien hervorgeht, wenn sie auch möglicherweise nirgends von mir 
Sn formuliert wurde. 

| BR AR ee, eine. 29 4. M)-gliedrige 
|Funktionengruppe, so finden wir die allgemeinste kanonische Form 
dieser Gruppe: 





I Aa 
D,(X,, 2), ms 27, ee 2% 
(Kegeln), 


‚indem wir die Gleichung: 
Mar VE =- Do Er BaX van 


| in allgemeinster Weise lösen und sodann: Y,,,,..., Y,;m gleich will- 


.., A,4m Setzen. 
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Dementsprechend wird, wenn die vorgelegte Gruppe homogen ist, 
ihre allgemeinste kanonische Form gefunden, indem das Trans- [412 
formationsproblem: 


7 7 
ZQd Y - Pax, 
gelöst wird.') 





1) Bei dieser Gelegenheit möchte ich ausdrücklich bemerken, daß diejenige 
neue Deutung des Integrationsproblems einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung: 

Fam» D—-9; 


die ich in den Math. Ann. Bd. V [d. Ausg. Bd. II, Abh. I] veröffentlichte, sich 
damit deckt, daß der Satz von Meusnier über die Krümmung der Flächen sich 
auf Mongesche Gleichungen ausdehnt. 











XXVl 
Zur Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen. [46 


Leipz. Berichte 1896, Heft IV, abgeliefert 27. 1. 1897, 8. 466477. Vorgelegt in 
der Sitzung vom 2. 11. 1896. 

1. Bei einer früheren Gelegenheit (diese Berichte 5. Juni 1893 
[hier Abh. XV, 8. 376]) sah ich mich dazu veranlaßt, ausdrücklich zu 
betonen, daß meine allgemeine Theorie der Differentialinvarianten aller 
Transformationsgruppen, die durch Differentialgleichungen definiert wer- 
den können, angewandt auf die Gruppe aller Bewegungen, die Euler- 
Mongesche Krümmungstheorie als ein spezielles Kapitel umfaßt. Ich 
entwickelte gleichzeitig eingehend ein neues Kapitel meiner Theorie 
dieser wichtigen Gruppe, indem ich nämlich für die Kongruenz (im 
 Euclidschen Sinne) zweier Raumkurven notwendige und hinreichende 
Kriterien angab, die auch dann gültig bleiben, wenn die betreffenden 
Kurven imaginär sind oder gar die Länge Null haben. In dieser Weise 
erhielt ich insbesondere eine Äquivalenztheorie der Minimal- 
kurven, die ein hervorragendes theoretisches Interesse darbietet und 
überdies auch für mehrere Gebiete der Geometrie der reellen Gebilde 
verwertet werden kann. 

In meinen Vorlesungen entwickele ich seit Jahren zugleich die 
allgemeinen Kriterien für die Kongruenz zweier Flächen, die durch 
beliebige reelle oder imaginäre Gleichungen definiert sind. So ein- 
fach, ja selbstverständlich auch diese meine allgemeine Äquivalenz- 
theorie der Flächen erscheinen mag, wohlbemerkt, wenn man meine 
allgemeine Invariantentheorie kennt, halte ich es doch für richtig, auch 
' diese Betrachtungen einigermaßen ausführlich darzustellen; sie geben 
in der Tat nicht allein schöne Illustrationen meiner allgemeinen Theorien, 
_ sondern sie haben überdies auch einen selbständigen theoretischen, [467 
wie praktischen Wert. 


2. Liegt eine Fläche F vor, die keine infinitesimale Bewegung des 
Raumes gestattet, so erhält diese Fläche bei Ausführung aller 00° Be- 
wegungen des Raumes sicher 00° verschiedene Lagen. Die hiermit er- 
haltenen 0° Flächen bilden eine bei allen Bewegungen invariante 
‘ Flächenschar, und es leuchtet unmittelbar ein, daß F’ in keiner klei- 
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neren: Flächenschar enthalten ist, die bei allen Bewegungen invariant 
bleibt. 

Liegt dagegen eine Fläche ® vor, die gewisse und zwar ® unab- 
hängige infinitesimale Bewegungen gestattet, so gehört diese Fläche 
einer bei allen Bewegungen invarianten Flächenschar [an], die nur 
006-® Flächen umfaßt; sie gehört andererseits keiner kleineren Flächen- 
schar [an], die alle Bewegungen gestattet. | | 

3. Jede Flächenschar, die 00° Flächen umfaßt, läßt sich nun defi- 
nieren,durch ein unbeschränkt integrables System von Differentialglei- 
chungen, bestehend aus v, Gleichungen erster Ordnung, », Gleichungen 
zweiter Ordnung, ..., v,_, Gleichungen (q — 1)-ter Ordnung und end- 
lich v, Gleichungen g-ter Ordnung; die Zahlen: ©, v3, ..., %._1, %, I- 
füllen dabei die Bedingungen: 


el 


Es ist ferner, können wir annehmen, unmöglich, durch Differentiation 
und Elimination weitere Differentialgleichungen abzuleiten, deren Ord- 
nung kleiner als g+1 ist, und es besteht überdies die Relation: 


1+@2-v)+8-9)+.+@-9%,_)=9 
sowie die äquivalente: 
4a +) - m ++ +9,_)=0. 


4. Nachdem wir diese allgemeinen Bemerkungen, die wir später 
verwerten, vorausgeschiekt haben, wenden wir uns insbesondere zu den- 
jenigen unbeschränkt integrablen Systemen von Differentialgleichungen: 


(X, Y, 2, P, g,...)=0 (k=1,2,...) 


die bei allen Bewegungen invariant bleiben und überdies die Eigen- 
schaft besitzen, daß jede Integralfläche von einer passend gewählten 
Bewegung in jede andere Integralfläche des betreffenden Glei- [468 
chungssystems: 2,—0 übergeführt werden kann. Anders ausgesprochen, 
wir suchen das allgemeinste unbeschränkt integrable System von Diffe- 
rentialgleichungen: 

2m, y 2,99: -..)=0 (k=132,...) 


dessen sämtliche Integralflächen dadurch hervorgehen, daß alle Bewe- 
gungen des Raumes auf eine beliebig gewählte Integralfläche ausge- 
führt werden. 


Liegt irgend ein derartiges unbeschränkt integrables System vor, 
das v, Gleichungen erster Ordnung: 


ID (z, Y,2,P, q) —() (k=1,...)h 
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v, davon unabhängige Gleichungen zweiter Ordnung: 
Az, y2,D, g; r, 5, ı)= 0 (k=1,...), 


und so weiter, und endlich: v_ =g-+ 1 Gleichungen g-ter Ordnung um- 
faßt, so dürfen wir immer behaupten, erstens, daß das System der Glei- 
chungen erster Ordnung: 2%" =0 bei der Gruppe invariant bleibt, 
zweitens, daß das System der Gleichungen erster und zweiter Ord- 
nung: AD—-0, AP = 0 bei der Gruppe invariant ist, und so weiter. 
Auf die Frage, ob alle diese invarianten Systeme von Differentialglei- 
chungen unbeschränkt integrabel sein müssen, brauchen wir hier gar 
nicht einzugehen. 


d. Es liegt somit nahe, den folgenden Weg zu gehen: Wir be- 
stimmen zunächst alle invarianten Gleichungssysteme in den fünf Ver- 
änderlichen: x, y, 2, p, q, sodann alle invarianten Gleichungssysteme in. 

den Veränderlichen: x, y, 2, ?, 9, r, s, t, und so weiter. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir die allgemeinste infinitesimale Be- 
wegung und berechnen die entsprechenden Inkremente der Größen p 

und g, sodann die Inkremente der Größen r, s und Z, und so weiter. 

Die gesuchten Gleichungssysteme in den Veränderlichen: x, y,2,p,q 

‘sind dadurch bestimmt, daß sie die sechs, einmal erweiterten infini- 
tesimalen Bewegungen: | 


of of of 


| : 
| 2 af — Bar mg, 
a en 


gestatten. Die drei ersten infinitesimalen Transformationen (Transla- 
tionen) zeigen, daß jedes derartige Gleichungssystem von &, y, 2 frei 
sein muß und somit nur p und g enthalten kann; es muß dabei die 
‘drei Transformationen in p, g: 


na nor ef 
ae lin) „ung, 








‚gestatten. Nun aber verschwinden die zweireihigen Determinanten der 
‚ Matrix: 


q = 
20 179), 
1 729)..0.00 | 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 41 
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nämlich die Größen: 
tr, and 


nicht identisch, während sie dann und nur dann sämtlich gleich Null 
werden, wenn p und g die Gleichung: 


0 st +p? + 6° 
erfüllen. 
Es gibt somit nur ein einziges Gleichungssystem in den 


Veränderlichen: x, y, 2,p, g, nämlich die Gleichung: 
a 


die alle Bewegungen gestattet. 

6. Nichts ist leichter, als dieses erste Resultat auch durch einfache 
‚geometrische Betrachtungen abzuleiten, wohlbemerkt, wenn wir [470 
die Theorie des Ponceletschen!) Kreises als bekannt voraussetzen. 

Liegen nämlich zwei Flächenelemente: &,, Y,, 21, Pı, 9, und: %,, Ys, 
29, Pa, 95 vor, deren Ebenen diesen Kreis in je zwei getrennten Punkten 
treffen, während die sechs Punktkoordinaten: &,, %, 21, %a, Y9, 23 Sämt- 
lich endliche Werte haben, so gibt es immer eine Bewegung (ja sogar 
einfach unendlich viele), die das erste Flächenelement in das zweite 
Element überführt. | 

Liegen andererseits im endlichen Punktraume zwei Flächenelemente 
vor, deren Ebenen den Ponceletschen Kreis berühren, so ist es eben- 
falls immer möglich, das eine Wlement durch eine Bewegung in das 
andere Element überzuführen. Eine solche Überführung ist aber 
nicht mehr möglich, wenn die Ebene des einen Elements den Ponce- 
letschen Kreis berührt, die Ebene des zweiten Elements dagegen diesen 
Kreis schneidet. 

Diese geometrischen Betrachtungen zeigen, daß die Gleichung: 
1+p®+q@=0 die einzige invariante Elementschar liefert, die nicht 
nur solche Elemente umfaßt, deren Punkte in der unendlich fernen 
Ebene liegen. 

Die hier angestellten Betrachtungen ermöglichen selbstverständlich 
auch die Bestimmung aller invarianten Elementscharen, die nur solche‘ 


1) Ich schlage vor, die unendlich fernen imaginären Kreispunkte einer Ebene 
als ihre Ponceletschen Punkte, und dementsprechend den unendlich fernen | 
imaginären Kugelkreis des Raumes als den Ponceletschen Kreis zu bezeichnen. 
Die Einführung dieser Begriffe ist doch Poncelets originellste Leistung, wenn 
auch dieser größte Geometer unseres Jahrhunderts, der leider so früh von der 
Geometrie weggezogen wurde, nicht dazu Gelegenheit fand, die Tragweite dieser 
Begriffe nach allen Richtungen klar zu stellen. 
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Elemente enthalten, deren Punkte unendlich fern liegen; mit diesen 
letzten invarianten Elementscharen brauchen wir uns aber bei dieser 
Gelegenheit nicht zu beschäftigen. 


‘. Wollen wir jetzt alle Gleichungssysteme in den Veränderlichen: 
2, y, 2,9, 9, r, s und t bestimmen, die bei allen Bewegungen invariant 
bleiben, so bilden wir nach meinen allgemeinen Regeln die sechs zwei- 
mal erweiterten infinitesimalen Bewegungen: 


ee i 
27 ae 24° [471 
of p) of 
Va tl ra ts rn —2s2l, 
set RE 4 3 2 
u IB: Pa — +4 (@ps + mil 
— (2gs + pi)! N 
DR 2 
25-22. 4(1+ pP) 5 + pagı + Bor! + (2ps + qn) 


Fr (2qs ++ pt)? a , 


"unter denen die drei ersten zeigen, daß die gesuchten Gleichungssysteme 
von %, Y, 2 frei sind und daher mit denjenigen Gleichungssystemen in 
pP, 9, r, s, t identisch sind, die ee den drei Transformationen: 


0 
ta Pae + >eor le n)& seh, 












of 


— 295, u. Du ee FR Ta 


‘a +92 E+paz + One tan, +@ge +) 


invariant sind. 

Nach meinen allgemeinen Theorien zerfallen die betreffenden Sy- 
"steme in zwei getrennte Kategorien, je nachdem die dreireihigen De- 
\terminanten der Matrix: 


| | q —p» 25 t—r — 2s 
N) | pa -(1+0) —(2ps+tar) — (2gs+pt) — gt 
| ip pq 3pr 2ps+gr 2qs+pt 


‚vermöge des Gleichungssystems verschwinden oder nicht. 
Unter den Determinanten dieser Matrix brauchen wir nur die 


folgenden: 
Gası ATB Ball ps nor], 
1+PF+PM[A+mdt—-A+Nr), 


AI+P+ Mi +)s — pgt] 
AI® 
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hinzuschreiben. Sehen wir dabei vorläufig von allen imaginären [472 
Developpablen ab, die den Ponceletschen Kugelkreis enthalten, anders 
ausgedrückt, schließen wir alle Gleichungssysteme aus, unter deren 
Gleichungen sich die Gleichung erster Ordnung: 


Vel+rfrded 


befindet, so sehen wir, daß jedes andere Gleichungssystem, für welches 
unsere Determinanten sämtlich verschwinden, die beiden Gleichungen: 


| r $ t 
(N) Er Tuer, 
enthält. Diese beiden Gleichungen bestimmen aber alle Elemente zweiter 
Ordnung (z, Y, 2, P, 9, r, 5, {), die man als Nabelpunkte zu bezeichnen 
pflegt. Darum leuchtet ohne weiteres ein, daß diese Elemente eine in- 
variante Schar bilden. 

8. Um direkt zu beweisen, daß die Gleichungen (N) das einzige 
invariante Gleichungssystem in unseren acht Veränderlichen liefern, 
das durch Determinantenbildung unmittelbar gefunden wird (und 
nicht die Gleichung: 1+9°+ g?= 0 umfaßt), stellen wir am besten 
die folgenden begrifflichen Betrachtungen an. 

Die Determinanten der Matrix (M) verschwinden dann und nur 
dann sämtlich, wenn das betreffende Elemente zweiter Ordnung (%,... ., £) 
bei mindestens einer infinitesimalen Bewegung seine Lage behält. Diese 
Bedingung ist aber dann und nur dann erfüllt, wenn das betreffende 
Element einer Kugel angehört, das heißt, wenn es einen Nabelpunkt 
definiert. | 


Die beiden Gleichungen aller Nabelpunkte: 


Bed 
29.0 


r 
N) a 
liefern also das einzige bei allen Bewegungen invariante System von Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung, das unmittelbar durch Deter- 
minantenbildung gefunden wird. 

Dieses Gleichungssystem ist unbeschränkt integrabel, und es sind 
die 0° Kugeln die zugehörigen Integralflächen. Zwei Kugeln sind aber 
dann und nur dann kongruent, wenn das Quadrat des Radius für beide 
Kugeln denselben Wert hat. 

Erteilen wir daher in der bekannten Gleichung der Hauptkrüm- 
mungsradien: 


Se A ED LEE a Fer 
| +1+P+QP’=0 | 
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der Größe R einen beliebigen konstanten Wert k und fügen die hervor- 
gehende Gleichung zu den beiden Gleichungen (N) aller Nabelpunkte 
hinzu, so erhalten wir das allgemeinsie System von Differentialgleichungen 


zweiter Ordnung: 
e s t 


em ire 
re —- H)R—[1+P)t—2pgs+l+P)ryi+pP®+gQ.k+ 
Ei (1 Sa ee a = 0, 





das bei allen Bewegungen inwariant bleibt, das ferner alle Determinanten 
der Matrix verschwinden läßt, und das endlich nur krumme Integral- 
‚flächen besitzt, die unter einander kongruent sind. 

Hierzu kommt das System: r=s=t=(0.: 

9. Suchen wir jetzt alle invarianten Systeme von Differentialglei- 
‘chungen zweiter Ordnung, für ‚welche die Determinanten der Matrix (M) 
‚nicht sämtlich verschwinden, so müssen wir nach meinen allgemeinen 
‚Regeln die Symbole (vgl. S. 471 [hier S. 643]) der zweimal erweiterten 
'infinitesimalen Bewegungen gleich Null setzen und die beiden Lösungen 
‘des erhaltenen vollständigen Systems suchen. Diese Lösungen, anders 
‚ausgedrückt, die Differentialinvarianten zweiter Ordnung der 
‚Bewegungsgruppe, sind aber grade die beiden Hauptkrümmungs- 
jradien AR, und A,, deren analytische Ausdrücke die beiden Wurzeln 
‘(der Gleichung (R) sind. 


Es gibt daher zweierlei invariante Systeme von Differentialgleichungen 
‚zweiter Ordnung, für welche die Determinanten der Matrix (M) nicht 
sämtlich verschwinden. Die Systeme der ersten Art bestehen jedesmal nur 
‚aus einer Gleichung zwischen den beiden Hauptkrümmungsradien: 


iR) 0 
| Die Systeme der zweiten Art haben die Form: 
R,=a=Cons., R,=b= Üonst., 


‚sind aber nach bekannten Sätzen nur dann integrabel, wenn die beiden 
‚Konstanten a und b denselben Wert haben, oder aber die eine unendlich 
groß ist. 

10. JedepartielleDifferentialgleichung von der Form: &(R,,R,)=0 [474 
'hat oo” viele Integralflächen und zwar lauter Weingartensche Flä- 
‚chen; es ist selbstverständlich, daß diese oo” vielen Integralflächen einer 
"bestimmten Gleichung: &(R,, R,) = 0 nicht sämtlich kongruent sind. 
‚Es ist aber ebenso selbstverständlich, daß jede Integralfläche einer sol- 
‚chen Gleichung von jeder Bewegung in eine Integralfläche übergeführt 
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wird. Es ordnen sich also alle Integralflächen einer Gleichung: 2 = 0 
in invariante Scharen, deren jede aus lauter kongruenten Flächen be- 
steht. Eine solehe Schar enthält höchstens ®°® Flächen, kann aber 
auch aus einer geringeren Anzahl Flächen bestehen. | 

Zwei partielle Differentialgleichungen von der Form: 


R,=a= Const., R, = b= Const. 


haben nur dann gemeinsame nichtzylindrische Integralflächen, wenn 
die Konstanten a und 5b gleich groß sind. Das Gleichungssystem: 


R=a=(onst, R=a = Const, 


ist unbeschränkt integrabel und ist überdies ein Involutionssystem, 
dessen 00” Integralflächen in der folgenden Weise gefunden werden: 

Man sucht die Umhüllungsfläche von oo! Kugeln mit [dem] Ra- 
dius a, deren Mittelpunkte eine beliebig gewählte Minimalkurve aus- 
füllen. 

Die Frage nach den Kriterien für die Kongruenz zweier derartiger 
Umhüllungsflächen reduziert sich auf die früher von uns erledigte Frage 
nach den Kongruenzkriterien zweier Minimalkurven. 


11. Fragen wir nun ganz allgemein, wie man entscheidet, ob zwei 
beliebige, vorgelegte Flächen kongruent sind, so können wir diese 
Frage in der folgenden Weise erledigen: 

Erfüllt die eine Fläche die Gleichung: 

i+P r?=0; 

so muß auch die zweite Fläche eine Minimaldeveloppable sein. Zwei 
solche Developpablen sind kongruent, wenn ihre Rückkehrkurven, die 
alle beide Minimalkurven sind, mit einander kongruent sind. Ist ins- 
besondere die eine Fläche eine Minimalebene, so muß auch die andere 
Fläche eine Minimalebene sein. 

Wir können fernerhin von den Minimaldeveloppablen absehen. 

Ist die eine Fläche eine Kugel mit [dem] Radius a, so muß [475 


auch die andere Fläche eine Kugel mit [dem] Radius «a sein. Diese 
notwendige Bedingung ist auch hinreichend. 


12. Nachdem hiermit die aufgestellte Frage für Minimaldevelop- 
pablen und Kugeln erledigt worden ist, bleibt uns nur noch übrig, 
alle Flächen zu betrachten, für welche die Determinanten 
der Matrix (M) nicht sämtlich verschwinden. 

Eine derartige Fläche zusammen mit allen mit ihr kongruenten 


Flächen wird durch ein invariantes System von Differentialgleichungen 
bestimmt, das auf eine solche Form: 


J„=-0,,=0,...,J, — () 


m 
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gebracht werden kann, daß alle Größen: J,, Js, .. ., J,, Differentialin- 
varianten der Bewegungsgruppe darstellen. Hier müssen nun wiederum 
mehrere Möglichkeiten berücksichtigt werden. 

Befindet sich unter den Gleichungen des unbeschränkt integrablen 
invarianten Systems keine, deren Ordnung kleiner als drei ist, so muß 
es, weil die Zahl der Integralflächen nicht größer als 00° sein darf, vier 
Gleichungen dritter Ordnung enthalten. Unsere Gruppe hat zwei Diffe- 
rentialinvarianten zweiter Ordnung R,, R, und vier von dritter Ord- 
nung, die &,, &,, &, und &, heißen mögen. Das betreffende unbe- 
schränkt integrable System besteht aus vier Gleichungen von der Form: 


2, = 9, (R; 3) (k=1,..,9). 


Zwei hierher gehörige Flächen sind dann und nur dann kongruent, 
wenn die beiden Flächen dieselben Gleichungen: &,—= g,(R,, R,) er- 
füllen. 

Unter den hier gemachten Voraussetzungen gestatten die betreffen- 
den Flächen keine infinitesimale Bewegung, denn sonst wären die Krüm- 
' mungsradien durch eine Relation gebunden; unter den Kongruenzkri- 
terien befände sich somit mindestens eine Differentialgleichung zweiter 


Ordnung. 


13. Setzen wir jetzt voraus, daß das betreffende unbeschränkt inte- 
grable System, das uns die Kongruenzkriterien liefert, eine und nur 
eine Gleichung zweiter Ordnung enthält, die somit die Form: 


ZUR, R,) =( 


besitzt. Hat nun dieses Gleichungssystem 00° verschiedene Inte- [476 
gralflächen, anders ausgedrückt, gestattet nicht jede Integralfläche eine 
infinitesimale Bewegung, so befinden sich unter den Gleichungen des 
Systems drei Gleichungen dritter Ordnung. In diesem Falle bestehen 
" daher die Kongruenzkriterien wiederum aus vier Gleichungen zwischen 
‘ [den] sechs Differentialinvarianten: R,, R,, &,, &,, &, und 3,. Diese 
" vier Gleichungen lassen sich aber jetzt nicht nach den vier & auflösen, 
- weil R, und R, durch eine Relation gebunden sind. 

Hat das unbeschränkt integrable Gleichungssystem, das die Kon- 
gruenzkriterien liefert, nicht 00°, sondern nur 00° verschiedene Integral- 
flächen. und gestatten dementsprechend die beiden vorgelegten Flächen 
eine und nur eine infinitesimale Bewegung, so besteht das Gleichungs- 
; system aus fünf Gleichungen, die R, und die vier &, durch R, aus- 
' drücken. 

Weitere Möglichkeiten treten hier nicht auf, weil ein unbeschränkt 
_ integrables System, das keine Gleichung erster Ordnung und nur eine 
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Gleichung zweiter Ordnung enthält, mindestens o0° verschiedene Inte- 
gralflächen umfaßt. 

14. Jetzt kommen wir zu dem letzten Falle, der. sich dadurch 
charakterisieren läßt, daß die Kongruenzkriterien zwei und nur zwei 
Gleichungen zweiter Ordnung enthalten, die dann sicher die Form: 


R, =4u, R, —b (a = Const., 5b= Const.) 


haben. Das betreffende unbeschränkt integrable System hat mindestens 
00% und selbstverständlich höchstens 00° Integralflächen. 

Ist die Zahl der Integralflächen gleich ot, so besteht das be- 
treffende Gleichungssystem aus sechs Gleichungen zwischen den Größen 
R und &, die somit sämtlich ganz bestimmte Zahlenwerte haben. In 
diesem Falle kann die Gleichung der betreffenden Flächen, wie meine 
Bestimmung aller zweigliedrigen Bewegungsgruppen zeigt, eine unter 
den Formen: 


?+yP—k, (a+iy®—he, 2=klog(a + iy) 


erhalten, und jedesmal entscheidet die Konstante k die F rage der Äqui- 
valenz. 

Ist die Zahl der Integralflächen gleich 0° oder 0°, so kann durch 
jeden Punkt einer solchen Fläche nur eine Krümmungslinie gehen; 
denn sonst wäre sie eine Dupinsche Zyklide, ja ein Rotationszylinder 
mit zwei infinitesimalen Bewegungen in sich, was ausgeschlossen [477 
ist. Unsere Flächen sind also jedesmal Umhüllungsflächen von oo! 
gleichgroßen Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer Minimalkurve liegen. 
Für diesen Fall gaben wir schon auf Seite 474 (hier 8. 646) die Kon- 
gruenzkriterien. 

Zu beachten bleibt immerhin, daß die Beweise meiner Sätze nur 
innerhalb passend gewählter Bereiche gelten, und daß dementsprechend 
in dieser Note Symmetrie als Kongruenz aufgefaßt wird. 


XXVL. 


Die Theorie der Integralinvarianten ist ein Korollar [s:2 
der Theorie der Differentialinvarianten. 


Leipz. Ber. 1897, Heft III, abgeliefert 14. 7. 1897, S. 342—357. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 3. 5. 1897. 


1. In dieser Note zeige ich zunächst, daß meine allgemeine Theorie 
der Differentialinvarianten ohne weiteres die vollständige Theorie 
der Integralinvarianten liefert. Sodann gestatte ich mir, das Ab- 
hängigkeitsverhältnis klarzustellen, in dem nicht allein die betreffenden 
Untersuchungen der Herren Zorawsky, Cartan und Hurwitz!), son- 
dern auch Arbeiten des Herrn Poincar6 und ganz besonders eine Note 
von Königs zu meinen älteren Arbeiten stehen. 

Soweit ich es übersehe, ist Herr Cartan der einzige, der die Sach- 
lage ganz korrekt aufgefaßt hat; gleichzeitig spreche ich aber den 
Herren Zorawsky und Hurwitz meinen Dank dafür aus, daß sie 
jedenfalls auf die Beziehungen ihrer Untersuchungen zu den meinigen 
hingewiesen haben. Was die Arbeit des Herrn Königs betrifft, so 
muß ich annehmen, daß meine aus dem Anfang des Jahres 1877 her- 
rührende Arbeit im norwegischen Archiv, Bd. II: Die Störungs- 
theorie und die Berührungstransformationen [d. Ausg. Bd. IIl, 
| Abh. XX], seiner Aufmerksamkeit entgangen ist. 











I. 
Allgemeine Definition des Begriffs Integralinvariante. 


2. Liegt eine endliche oder unendliche kontinuierliche Trans- 
'formationsgruppe in den Veränderlichen: | 


r r 7 „ (9) (9 
A I RE N re [343 


/ ‚ Z Z „D „d 
Alyeen An? Ay Aurır* u 1 2 E And 





| 1) Zorawsky, Akademie zu Krakau, April 1895. — Königs, Comptes 
\rendus, Paris, 9. Dez. 1895. — Cartan, Bulletin de la Societ6 math., Paris 1896. — 
‚A. Hurwitz, Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen, März 1897. — Poincare, Acta 
"math., t. 13, 1890. — Sophus Lie, Norweg. Archiv, Bd. II, 1877 und Theorie der 
. Trfsgr., Leipzig 1888—1893, Bd. I und III; Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883 [d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XX und Abh. XLI]. 
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vor, so sagen wir, daß ein Integral: 


N SL. 
‚ ‚ OR Q) 62 0°2, 
fe (a Kun T,0) a BZ y) 1: A 7 0x” 2 ET ne do, 
} 1 
(4 ’ (9) 
(do da. di de) 


eine Integralinvariante der betreffenden Gruppe darstellt, wenn die 


ofec..) a2. ar, 

des Integrals: bei allen infinitesimalen Transformationen der Gruppe ver- 
schwindet, anders ausgesprochen, wenn die Form des Integrals bei allen 
endlichen Transformationen der Gruppe bewahrt wird. 

Es ist hierbei unsere Voraussetzung, daß jedes 2) als eine Funk- 
tion von: 2, x, a a, betrachtet wird, ferner daß 2 nicht allein 
die x und z, sondern zugleich Ableitungen beliebig hoher Ordnung der 
z nach den x enthält, daß endlich die Größen 2%, z® unter sich trans- 
formiert werden. 

Daß die beiden hier formulierten Definitionen des Begriffes In- 
tegralinvariante äquivalent sind, ist ein spezieller Fall meines allge- 
meinen Satzes, daß jede endliche Transformation einer beliebigen, end- 
liehen oder unendlichen, kontinuierlichen Transformationsgruppe durch 
die Aufeinanderfolge von unendlich vielen infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe ersetzt werden kann. 

3. Ich werde nun zeigen, daß meine allgemeine Theorie der 
Differentialinvarianten in jedem einzelnen Falle unmittelbar 
die Bestimmung aller vorhandenen Integralinvarianten leistet, 
indem sie dieses Problem auf die Integration eines vollstän- 
digen Systems zurückführt. 

Um dem Leser die Richtigkeit dieses beachtenswerten und allge- 
meinen Satzes klar zu machen, finde ich es zweckmäßig, zuerst ein 
Beispiel zu betrachten, das ich schon längst ausführlich behandelt habe. 
Ich werde nämlich zunächst daran erinnern, wie ich seinerzeit die Frage 
erledigt habe, ob eine vorgelegte Gruppe von Punkttransformationen [s44 
des Raumes z,,..., x, einen Differentialausdruck: 


Es a, onen) 
invariant läßt, der in den Differentialen: dx,,..., de, homogen von 


erster Ordnung ist und somit ein Bogenelement in Riemanns 
Sinne des Wortes darstellt. Ist irgend ein derartiger Ausdruck H vor- 


gelegt, so ist: | 
| dx, dx 
fa, ... Ln, 1: da, De 48) ) de, 


Variation: 


selbstverständlich eine Integralinvariante der betreffenden Gruppe. 
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IE 
Transformationsgruppen, die ein Bogenelement invariant lassen. 


4. Schon im Jahre 1886) beschäftigte ich mich eingehend mit 
allen Transformationsgruppen: 


A CR EDER (k=1,...,n), 


bei denen eine in den Differentialen: dx,,..., dx, homogene Funktion 


erster Ordnung: 
Pin, :2,0,02, de) 


invariant bleibt. Eine möglichst elementare Darstellung dieser spezi- 
ellen Theorie, die implizite als ganz einfacher Fall in meiner allgemeinen 
Theorie der Differentialinvarıanten enthalten ist, gab ich dann im Kap. 25 
des ersten und Kap. 22, 23 des dritten Bandes meiner Theorie der 
 Transformationsgruppen (1888 und 1893). Ich werde mir erlauben, 
zunächst diejenigen Entwickelungen zu resumieren, die ich an der letzt- 
genannten Stelle gegeben habe. | 


De. Sind X... 84, wor 
DATA I) jun 


ist, r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen 
Gruppe, und sind: 


‚ of 0: 0720 
Klar + ta ern fül 


2 0.) 





die infinitesimalen Transformationen der einmal erweiterten Gruppe, so 
' erzeugen die r+ 1 infinitesimalen Transformationen: X/f,..., X_f und: 


ln Su 





auch ihrerseits eine Gruppe, da die r Ausdrücke: 
X Xr-X Xf 


sämtlich identisch verschwinden. 

Hier können aber zwei Fälle eintreten. 

Es ist zunächst denkbar, daß X,f sich als Summe der X/f mul- 
tipliziert mit passenden Größen: 


(1) De le 





1) Vgl. Leipziger Berichte 1886, S. 341, 342; 1890, 8. 292, 293. Grundlagen 
der Geometrie [d. Ausg. Bd. II, Abh. V, am Schluß; Abh. VI, $ 2]. 
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darstellen läßt. In diesem Falle sind alle bei der r-gliedrigen Gruppe 
X,f,-. -, X,f invarlanten Differentialausdrücke: 


Basen dx,) 


von nullter Ordnung in den Differentialen: df,,..., d&, Dann ex- 
stiert also kein invarianter Differentialausdruck [von] erster Ordnung in 
den dx,, also auch kein invariantes Bogenelement. Die Kurven des 
Raumes &,,..., &, haben dann keine bei der Gruppe invariante Bogen- 
länge. 

Besteht dagegen keine Relation von der Form (1), so erzeugen 
die Transformationen: Xif,..., X,f und X,f eine (r + 1)-gliedrige 
Gruppe in den Veränderlichen: m ed und es cl ılwor- 
dies möglich, Lösungen der Gleichungen: 


| x 0. 23. 
2 x ‚ 
DM |0=-Xr+p; ur a Fr 
zu finden; denn offenbar erzeugen dann X/f,..., X,f und Yf eine 
(r+1)- a Gmppein: u,..,%, 80, 25,2, und.o. 
Bl, 220,005 a eine Ba Lösung des voll- 


ständigen Sn ), nd ergibt die Gleichung: 
Ei 


durch Auflösung: [346 
N ses Pk, er) Km I) 2 %,) 

so ist @ eine Differentialinvariante der Gruppe: X,f,..., X,f, die in 

den &/ homogen von erster Ordnung ist. Dann ist ferner 


ds = pliy,. Up d,..., dx) 


ein bei der Gruppe: X,f,..., X,f invariantes Bogenelement. 
Dann ist also: 


„ da 
Joa... En Kay En) 2; 
1 


eine Integralinvariante unserer Gruppe. Offenbar sind hiermit alle In- 
tegralinvarianten erster Ordnung unserer Gruppe gefunden, die sich 
auf eine Kurve des Raumes %,,...,x, beziehen. 

An der zitierten Stelle im dritten Bande meiner Theorie der Trans- 
formationsgruppen hielt ich die Betrachtungen wesentlich allgemeiner. 
Einerseits gab ich die Theorie in so allgemeiner Form, daß auch die 
unendlichen Gruppen erledigt wurden, andererseits wurde angedeutet, 
daß ich die Bestimmung aller Integralinvarianten durchgeführt hatte. 
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| IIl. | 
Ein allgemeiner Satz über Integralinvarianten. 


6. Wir wollen wiederum, wie in $ I, annehmen, daß eine endliche 
oder unendliche kontinuierliche Transformationsgruppe in den Veränder-. 


lichen: () o 0 0) 


I, | Lo yren Zn) (,j=1,525,..:,9) 


vorliegt, und daß wir alle zugehörigen Integralinvarianten: 


7-/e (2, ee Ze, BE \ ER Eu 
suchen; dabei ist es unsere Annahme, daß 2 nicht allein die unab- 
hängigen Veränderlichen © und ihre Funktionen 2, sondern zugleich 
die zugehörigen Ableitungen erster, zweiter, bis etwa v-ter Ordnung 
enthält. 

Setzen wir nun der Kürze wegen: 


ur r 2 2 
d2, da .r. B8, 2. 400, 


und dementsprechend: [347 


I=/Rdo, 


so muß für alle infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe die 
Variation: 


| Ado - [(62.do + 2.ddo) 


verschwinden. Hierzu ist nach den Regeln der Br ER not- 


' wendig und hinreichend, daß die Gleichung: 


I(RAdo)=IR.do+2.ddo=(, 
oder aber die äquivalente: 
X(2do)= X2.do +2.X(do) = 0 
immer besteht, welche infinitesimale Transformation Xf der Gruppe 


wir auch als Operator der Variation wählen. 
Ist nun: 


X- Zw) + za, 


das allgemeine Symbol einer infinitesimalen Transformation unserer 





Gruppe, so ist nach einem bekannten Satze der Hydrodynamik, den 
wir übrigens später gruppentheoretisch ableiten werden: 


X(do) = do. I(};), 


wobei bei der Berechnung jeder Ableitung (#8: 0x) zu beachten ist, 
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daß die z und ihre Ableitungen nach den x als Funktionen der x zu 
betrachten sind. 
Sind nun: 


/® do und: /% do 


“zwei solche Integralinvarianten, und bestehen dementsprechend für jede 
infinitesimale Transformation X/f der betreffenden Gruppe die beiden 
Relationen: 


(X +2,3(5))do=0, (+9, I())do-0, 
oder aber die äquivalenten: 


X +9, I()=0, x9, +2, I(2) = 6, [348 


dann ist: 





Das heißt, das Verhältnis der beiden Größen 2, und 2, ist eine Diffe- 
rentialinvariante der Gruppe, die hinsichtlich ihrer Form 

gar keiner anderen Beschränkung unterworfen ist, als daß 
sie nur von den z, den z und den Ableitungen der z nach den 
x abhängen soll. 


‘. Es gilt also der folgende Satz: 


Theorem. Liegt eine endliche oder unendliche kontinuierliche Gruppe 
in den Veränderlichen: 


@) () 


0) os 
u 


J * * 
. nr 2, ER 2,0) 6,5 =1,2,...,9) 
vor, und ist: 


[2. ax; de 


n(9) 


eine bekannte Integralinvariante, während : 


U(z; 2’ OR oo o°2, 
ee a (D, a) re 
N n 1 mM) 0.8 ’ , 0 


irgend eine Differentialinvariante der betreffenden Gruppe bezeichnet, die 
nur von den x, den z und den Ableitungen der z nach den x abhängt, 
so liefert die allgemeine Formel: 


SV.82.ax}... d2® 


nd 
alle zugehörigen Integralinvarianten der Gruppe. 
8. Zu jeder kontinuierlichen Gruppe gehören mehrere Reihen von 
Integralinvarianten, deren jede unbegrenzt viele Individuen umfaßt. 


Ist: 2 .dR ... da® 


nd 
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eine Integralinvariante, so ist & selbst im allgemeinen keine Differential- 
invariante; denn der Ausdruck X2 hat nach den obenstehenden Ent- 


wickelungen den Wert: 28 
-2.2(): [349 


und daher stellt & nur, wenn alle Ausdrücke: 


identisch verschwinden, eine Differentialinvariante unserer Gruppe dar. 
Dagegen ist der Ausdruck: 


da, a2... da, 200 


wiederum eıne Differentialinvariante der Gruppe; diese Differentialinva- 
riante ist dadurch partikularisiert, daß sie die Größe do als Faktor 


enthält. 
Wir werden später für diese Sachlage einen noch prägiseren Aus- 


druck finden. 
IV. 


Jede kontinuierliche Gruppe hat unendlich viele 
Integralinvarianten. 


9. Indem wir nun weiter gehen, setzen wir: 
n + nN +:..4+ n®=n, m’ tm’ +-:« + m® = m 
und bezeichnen dementsprechend die unabhängigen Veränderlichen x“ 
mit: 
E: 


n) 
und andererseits die Funktionen 20 mit: 
215 29, . . ee. An . 


Die zugehörigen Ableitungen erster Ordnung bezeichnen wir mit p,, 
Pag, -, die Ableitungen zweiter Ordnung mit r,, r,,..., und so weiter. 
Ist nun: 


Dr 2a 0, 2. . + 26, . 
das allgemeine Symbol der infinitesimalen Transformationen einer kon- 


 tinuierlichen ‚ endlichen oder unendlichen Gruppe, und bezeichnet an- 
‚ dererseits: 


1 Sa -- DE De da, = [2do 
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irgend eine zugehörige Integralinvariante, so bestehen, wie wir [350 
sahen, die Gleichungen: 

6 

) 0 

x 


)+RD3( 





und umgekehrt gibt jede Lösung 2 dieser Gleichungen eine Integral- 
invarlante. 

Hierbei ist zu beachten, daß 2 sich zunächst als Funktion der x, 
der z, der Ableitungen erster Ordnung p, der Ableitungen zweiter Ord- 
nung r, und so weiter darbietet; für unsere Auffassung sind aber die 
z Funktionen der x, und daher fassen wir auch 2 als Funktion der x 
auf. Wollen wir daher den Ausdruck U(%) berechnen, so müssen wir 
zunächst die v-mal erweiterte infinitesimale Transformation: 


a 


u 2 +2 en 5 +29 +: 


aufstellen, und sodann: 


VA)-U”R 


setzen. Wir müssen andererseits unter: (2) die Größe verstehen, die 


wir präziser durch: j 
y(05 SC „0 
bezeichnen. 

Die gesuchte Funktion 2 der x, 2, p, r,... Ist somit, wenn Uf 
das allgemeine Symbol einer infinitesimalen Transformation unserer 
Gruppe darstellt, dadurch definiert, daß sie jede Gleichung von der Form: 

_ Tr) 08; 08; p® 
u, HAI + 
erfüllen soll. Wir haben zu untersuchen, ob diese Gleichungen eine ge- 
meinsame Lösung besitzen. 


Das ist die Frage, die beantwortet werden soll. 


10. Diese Frage deckt sich nach längst bekannten Prinzipien mıt 
der Frage, ob die linearen partiellen und homogenen Differential- 
gleichungen: 

Da 23| (5& + p® KAEREE 
02, Jon 
gemeinsame Lösungen besitzen, und diese letztere Frage wird von 
meinen Theorien in allgemeiner Weise erledigt. 
Da nämlich Uf das allgemeine Symbol der infinitesimalen [351 


Transformationen einer Gruppe liefert, und U”f die zugehörige v-mal 
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erweiterte Transformation darstellt, so erzeugen auch die infinitesimalen 
Transformationen: 


vNr_aD (5 Di pe} x 


eine unendliche Gruppe!) in den Veränderlichen: 
ED tn 


Man hat also nur nach meinen gewöhnlichen Regeln zu entscheiden, 
ob diese unendliche Gruppe Invarianten besitzt. Jede derartige In- 
variante, die 32 enthält, liefert eine Integralinvariante: 


[2az, DE 


und in dieser Weise findet man alle Integralinvarianten. 

Ist insbesondere die vorgelegte Gruppe endlich, so läßt sich nach- 
weisen, daß » so groß gewählt werden kann, daß Integralinvarianten 
v-ter Ordnung vorhanden sind. 


11. Ist dagegen die Gruppe Uf unendlich, so ist eine spezielle . 
Untersuchung erforderlich. Nehmen wir zum Beispiel die Gruppe aller 
- Punkttransformationen: | 


Ö of 
‘und wenden wir diese Transformationen auf das Kurvenpaar: 


= 9,(%), Y%—= 9,(45) 


‚an, so haben wir zu untersuchen, ob unsere Gruppe Integralinvarianten 
'von der Form: 











| fe, Lu, Yı, Yır Yır + > Yar Yar Yar- - -) And 
\ besitzt, 
Jetzt haben wir zu setzen: 


r of 
Uf=&(2,Yı) sn + (2, Yı) nn + 5(#3, + n(ts, Y:) dv 


Ist nun U”f die v-mal lee infinitesimale Transformation, so 
(erzeugen auch die infinitesimalen Transformationen: 


1,2 
(») (0, y) | 0a Yo) r\ of 
u”f—8 Se Sr dy, y.) 28 


‘eine unendliche kontinuierliche Gruppe, die allerdings nicht durch [352 





1) Vgl. Leipziger Berichte, 11. April 1895, S. 307—308 [hier Abh. XX, S. 579£.] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 42 
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Differentialgleichungen definiert werden kann. Will man entscheiden, 
ob diese Gruppe für bestimmtes » Invarianten besitzt, so hat man zu 
beachten, daß zwischen den verschiedenen Ableitungen erster, zweiter 
bis v-ter Ordnung von &(x,, y,) und den entsprechenden Ableitungen 
von &(2,, 9) kein Zusammenhang besteht. Die gesuchten Invarianten 
müßten also gleichzeitig Invarianten einer unendlichen Gruppe sein, die 
man findet, wenn man: 


vr=-5(0 Yu) + u + &, (ts, BFH + N2(a2, 2 öy, 


sodann zunächst die v-mal erweiterte Transformation 7” f und 
endlich die Gleichung: 


(8) vrr_.g Ss 1 la) „) 2 


Oy; 0 
bildet. 
Hier stellt die linke Seite die infinitesimale Transformation einer 
unendlichen Gruppe dar, die durch Differentialgleichungen definiert wird. 
Die Gleichung (3) zerfällt, da die Größen &,, 7}, &, 7, und die zuge- 
hörigen Ableitungen erster bis »-ter Ordnung durch keine (lineare) 
Relation gebunden sind, in: | 


4(1+2+3+-.--++1))=2+1)(w+2) 
verschiedene lineare partielle Differentialgleichungen. Die Zahl der un- 
abhängigen Veränderlichen: x,, %,, Y1,: --» 4, X, Yay- - -, y@) ist aber 


leich: 
5 2W +2), 


und da » größer als Null sein muß, so ist die Zahl der unabhängigen 
Veränderlichen für jedes v kleiner, als die Zahl der Gleichungen. Es 
läßt sich daher voraussehen, daß die Gruppe: | 





=() 





(v) of 
V f - DD(. . > 08 






keine Invarianten besitzt, und daß dementsprechend die unendliche 
Gruppe Uf keine Integralinvariante besitzt, die sich in der verlangten | 
Weise auf ein Kurvenpaar der x, y-Ebene bezieht. 


12. Um der Tatsache, daß die Theorie der Differentialinvarianten | 
die Theorie der en arine beherrscht, ja als speziellen Fall 
umfaßt, eine möglichst einfache Form zu geben, dürfte es besser [353 
sein, sich in der folgenden Weise auszudrücken: 

Soll, wenn wir die früheren Bezeichnungen behalten, das Integral: 


als RB em Our 
3 17 #9) ’ Re = A 42,0%, 00, 


en) 
02! 
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das durch Einführung der Parameter r,,...,r, auf die Form: 


02 ,,, 08m 
Fels ®. “r ee dr, dr, NE dr, 


gebracht werden kann, bei allen Transformationen einer gewissen end- 
lichen oder unendlichen, kontinuierlichen, diskontinuierlichen oder ge- 
mischten Gruppe in den x und z seine Form bewahren und also eine 
sogenannte Integralinvariante darstellen, so ist notwendig und hin- 


reichend, daB das Produkt 
02 0 Or 0%, 
(m, We ae ER = .) (3 en En a) 


irgend eine Differentialinvariante der betreffenden Gruppe darstellt. 
Für die praktische Berechnung dürfte allerdings die früher ge- 
wählte Form oft die zweckmäßigste sein. 


13. Wie man sieht, ist der Zusammenhang zwischen der Theorie 
der Integralinvarianten und der Theorie der Differentialinvarianten un- 
mittelbar evident für jeden Mathematiker, der sich die ersten Elemente 

meiner Theorie der Transformationsgruppen angeeignet hat. 

Daß ein so ausgezeichneter Mathematiker wie Herr Poincare 
diese Sachlage vom ersten Augenblick klar erkannt hat, daran habe 
ich keinen Augenblick gezweifelt. Wenn er es nicht notwendig gefunden 
hat, hierauf hinzuweisen, so liegt es wohl daran, daß er sich nur mit 
‚eingliedrigen Gruppen beschäftigte. So selbstverständlich aber auch 
meine Auffassung des Ausdrucks: 


DIA RZ 


6% 





‚als Symbols einer infinitesimalen Transformation und als der Erzeugen- 
‘den einer eingliedrigen Gruppe nachträglich erscheinen mag, so bleibt 
‘doch zu berücksichtigen, daß gerade diese meine Auffassung der Aus- 
! gangspunkt für Untersuchungen gewesen ist, die schon auf die Ent- 
"wickelung der reinen wie der angewandten Mathematik einen mächtigen 
‚Einfluß ausgeübt haben. | 

Was besonders die von Herrn Poincare behandelte Theorie [354 
‘der » Körper betrifft, so erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, daß meine 
‚alten Untersuchungen über Funktionengruppen in demselben Sinne 
‘diese Theorie gefördert haben, wie Lagranges Untersuchungen über 
‚algebraische Gleichungen dritten und vierten Grades die allgemeine 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 







42* 
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V 


Über kanonische Systeme 
und Differential- bez. Integralinvarianten. 


14. In meinen älteren Untersuchungen (vgl. z. B.: Die Störungs- 
theorie und die Berührungstransformationen, Norweg. Archiv 
Ba. II, Januar 1877 [d. Ausg. Bd. II, Abh. XX, 5. 309—313]) zeigte ich 


unter anderm, daß die Reduktion eines simultanen Systems: 
dx; 
Fri 21 C/UReer u (k=1,..,2n) 


auf die sogenannte kanonische Form dann und nur dann geleistet wer- 
den kann, wenn ein gewisser Pfaffscher Ausdruck: 


X, ()dx, ++ X,,d0,, = 2 Xdı 
vorliegt, der eine Gleichung von der Form: 
BE (EX,da,) = dla, .--, Xen) 
erfüllt, und überdies 2» Größen: 


Yı» er Yn; 9» ee) An 
gegeben sind, die eine Relation von der Form: 
Zqg,dy, +aV = 2ZX,dı, 


erfüllen. Insbesondere ergab sich, daß die charakteristische Funktion 
des betreffenden kanonischen Systems homogen von erster Ordnung 
in den q wird, wenn die beiden Differentiale dQ und dV gleich Null sind. 

In diesem letzten Falle ist es evident, daß das Integral: | 


fi&az, TE T X,,d2,,), 


erstreckt längs einer beliebigen Kurve des Raumes x, seinen Wert be- 
hält bei der infinitesimalen Transformation: | 


O7. 0.2,,.3.001 


und gleichzeitig bei allen endlichen Transformationen der zuge- [355 
hörigen eingliedrigen Gruppe. 

Diese letzte Bemerkung fand ich nicht notwendig, explizite zu! 
machen; meine Arbeiten, besonders meine älteren, sind nämlich nicht 
auf Leser berechnet, denen es nicht unmittelbar klar ist, daß jede 
Transformation, die ein Differential do invariant läßt, gleichzeitig das 
entsprechende Integral: (do reproduziert. 
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In der betreffenden Abhandlung gab ich unter anderm auch die 
allgemeine Bestimmung aller Transformationen in &,,. . ., 2,» Pıy : : Pan 
die ein vorgelegtes kanonisches System in ein kanonisches System 
überführen. Ich fand dabei Transformationen, die im allgemeinen keine 
Berührungstransformationen in den x, p darstellen. 

15. Neuerdings (Comptes Rendus, Paris, Dez. 1895) hat sich nun 
Herr Königs in der Note: »Applieation des invariants integraux ä la 
reduction au type canonique...« gerade mit einigen unter diesen von 
mir allgemein erledigten Problemen beschäftigt. Seine Note mag ihren 
formellen Wert haben. Was die Realität betrifft, hat er nach meiner 
Ansicht nichts zu meinen Enntwickelungen hinzugefügt. 

Nun weiß ich ja wohl, daß Herr Königs meine oben genannte 
Arbeit bei. der Redaktion seiner Note noch nicht kannte. Nach meiner 
Ansicht hätte er aber jedenfalls auf die Beziehungen hinweisen müssen, 
die zwischen seiner Note und noch älteren Arbeiten stattfinden, die 
ebenfalls von mir herrühren und ihm kaum ganz unbekannt sind. 

Um zu illustrieren, wie viel weiter als die Note von Herrn Königs 
meine damaligen Untersuchungen gingen, erlaube ich mir, den folgenden 
Schlußsatz meiner Arbeit zu reproduzieren [d. Ausg. Bd. III, Abh. XX, 

8.317, 2. 3—12]. 
»Sei umgekehrt ein vollständiges System: 
A,f=0d;,.., 4Af=0 
vorgelegt. Ich setze voraus, daß ich einen Ausdruck: 
X,da, +: + X ,0%, 
kenne, der q Relationen von der Form: 
A,(ZX,dz,) = d2, (oder = 0) 


‚erfüllt. Ich stelle die Aufgabe, diesen Umstand möglichst viel zu ver- 
‘werten. It g=1, m=2n, und enthält dabei die Normalform von 
.EXdx 2n unabhängige Funktionen, so verlangt die Integration von: 
A,f= nur die Operationen: 


an =2 0 1.042 


vi. [356 
Geschichtliche Bemerkungen. 





16. Implizite kommt der Begriff Integralinvariante schon bei den 
‚alten Mathematikern vor, die ja die Begriffe: Bogenlänge, Flächeninhalt, 
'Volum, und so weiter in ziemlich großer Allgemeinheit eingeführt und 
‘selbstverständlich deren Beziehung zu der Schar aller Bewegungen voll- 
‚ständig erkannt haben. 
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Nach und nach tritt der Begriff Integralinvariante in allgemeinerer 
Form auf, so zum Beispiel haben ja Lobatscheffsky, Bolyai, Gauß 
und Riemann die Begriffe: Bogenlänge, Flächeninhalt, und so weiter 
auch in die nichteuklidische Geometrie eingeführt. 

Eine Ausdehnung des Begriffes Integralinvariante auf beliebige 
Transformationsgruppen war nach der Natur der Sache erst möglich, 
nachdem ich den allgemeinen Begriff der kontinuierlichen Gruppe ein- 
geführt hatte. 

17. In allen meinen Untersuchungen über infinitesimale Berührungs 
transformationen und Pfaffsche Ausdrücke, die im Jahre 1871 an- 
fangen, und ganz besonders in der oben zitierten Note aus dem Jahre 
1877 habe ich mich eingehend mit linearen, homogenen Differential- 
ausdrücken erster Ordnung: 

ER, 


beschäftigt, die bei eingliedrigen Gruppen invariant bleiben. Ich habe 
insbesondere im Jahre 1877 Theorien entwickelt, die Königs neuer- 
dings reproduziert und zwar aus Poincares im Jahre 1590 veröffent- 
lichten, ganz speziellen Betrachtungen über Integralinvarianten ab- 
geleitet hat. 

18. Im Jahre 1886 habe ich ferner in diesen Berichten [d. Ausg. 
Bd. II; Abh. V] allgemeine Untersuchungen angedeutet, die sich 
auf Transformationsgruppen beziehen, bei denen Bogeninte- 
grale invariant bleiben. Eine ausführliche Darstellung dieser Unter- 
suchungen gab ich an verschiedenen Stellen und am ausführlichsten im 
dritten Bande meiner Theorie der Transformationsgruppen (vgl. ins- 
besondere S. 499 u. f.). 

Ich besprach eingehend den Zusammenhang zwischen dieser Theorie 
und meinen allgemeinen Untersuchungen über die Invarianten mehrerer 
endlich entfernter Punkte gegenüber allen Transformationen einer kon- 
tinuierlichen Gruppe. Ganz besonders richte ich die Aufmerksamkeit 
auf den folgenden Satz [Th. d. Tıfsgr. Bd. III, S. 506, Z. 17—23], [357 
der deutlich zeigt, daß ich damals im Besitze der allgemeinen Theorie 
der Integralinvarianten war: 


»Die vorstehenden Betrachtungen über die Beziehungen zwischen 
den Invarianten endlich von einander entfernter Punkte und denen un- 
endlich benachbarter Punkte lassen sich noch wesentlich vervollstän- 
digen; man kann sie auch verallgemeinern, indem man drei und mehr 
Punkte einführt, die Differentiale zweiter und höherer Ordnung der 
x, mitnimmt, und so weiter. Wir behalten uns vor, auf diese Fragen 
bei einer andern Gelegenheit ausführlich einzugehen.« 
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19. In meinen älteren Vorlesungen habe ich regelmäßig den Be- 
griff Integralinvariante gestreift, aber auch nur gestreift. 

Im Jahre 1895 (11. April) legte ich der hiesigen Gesellschaft eine 
Abhandlung vor (deren Inhalt ich übrigens der Gesellschaft schon im 
Jahre 1894 vorgetragen hatte), die auf S. 307—308 eine Formel auf- 
stellt, die für die wirkliche Berechnung der Integralinvarianten die 
Grundlage liefert [hier Abh. XX, 8. 579f.]. Genau. gleichzeitig (April 
1895) veröffentlichte Herr Zorawsky, der in den Jahren 1889 und 
1891 bei mir meine Theorien studierte, eine unzweifelhaft wertvolle 
Arbeit über Integralinvarianten. Leider habe ich nur die Formeln, 
nicht den Text seiner polnischen Arbeit lesen können. | 

Später hat Herr Cartan eine sehr interessante Arbeit über diese 
Theorie veröffentlicht. Herr Cartan, dessen ausgezeichnete Arbeiten 
über die Zusammensetzung der Gruppen eine besonders hervorragende 
Stellung unter [den] neueren gruppentheoretischen Untersuchungen ein- 
nehmen, sagt, und zwar nach meiner Ansicht mit vollem Rechte: 

»La question, ainsi posee se reduit a un pur probleme de caleul, 
gräce au theories de M. Lie qui permettent de former toutes ces 
quantites (Integralinvarianten).« 

Bei einer anderen Gelegenheit werde ich mir erlauben, zu zeigen, 
daß Herrn Öartans schöne Bemerkungen über die Optik des nicht- 


‚euklidischen Raumes mit meiner Auffassung der Huygensschen 
_Wellentheorie als eines Abschnitts aus der Theorie der Berührungs- 


transformationsgruppen, andererseits auch mit meinen Untersuchungen 
über Flächen, deren Haupttangentenkurven linearen Linienkomplexen 


‚angehören, in Zusammenhang gebracht werden können. 


In einer folgenden Note werde ich unter anderm die Existenzfrage 


‘der Integralinvarianten auch für unendliche kontinuierliche Gruppen 
' definitiv erledigen. 


XXVIl 


Über Integralinvarianten und ihre Verwertung [369 
für die Theorie der Differentialgleichungen. 


Leipz. Berichte 1897, Heft IV, abgeliefert 1. 12. 1897, S. 369— 410. Vorgelegt in 
der Sitzung vom 5. 7. 1597. 


1. In einer Abhandlung über Integralinvarianten und Differential- 
invarianten der kontinuierlichen Gruppen zeigte ich neuerdings (vgl. 


diese Berichte 1897, 8. 342 [hier Abh. XXVII, S. 649]), daß alle Inte- 


gralinvarianten: 
f pdo 


einer gegebenen kontinuierlichen Gruppe durch Integration eines voll- 
ständigen Systems gefunden werden können. 

Nun aber trat die gesuchte Größe @ selbst als unabhängige Ver- 
änderliche in ‚dem betreffenden vollständigen Systeme auf, und es ergab 
andererseits eine Lösung ® dieses vollständigen Systems nur dann eine 
Integralinvariante, wenn ® wirklich die Größe gp enthielt. Da ferner 
das betreffende vollständige System im allgemeinen Lösungen ® be- 
sitzt, die p nicht enthalten, und es sogar oft vorkommen kann, dab 
sämtliche Lösungen ® von p unabhängig sind, so war in jedem ein- 
zelnen Falle eine Diskussion der Matrix des betreffenden vollständigen 
Systems erforderlich, ehe eine definitive Antwort auf die gestellte Frage 
nach der Existenz von Integralinvarianten »n-ter Ordnung gegeben 
werden konnte. 

Nun ist es allerdings nach der Natur der Sache nicht möglich, [370 
einen allgemeinen Satz zu formulieren, der die Frage nach den In- 
tegralinvarianten einer beliebigen kontinuierlichen Gruppe definitiv 
und gleichzeitig in erschöpfender Weise erledigt; denn faktisch können 
mehrere wesentlich verschiedene Möglichkeiten eintreten. Immerhin 
ist man dazu im Stande, allgemeine Sätze über die Existenz der Inte- 
gralinvarianten aufzustellen. 

Solche Sätze beweisen wir im ersten Kapitel dieser Abhandlung, 
und gleichzeitig gehen wir auf den Zusammenhang zwischen den beiden 
Begriffen: Differential- und Integralinvariante genauer ein. 
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2. Im zweiten Kapitel denken wir uns, daß eine lineare partielle 
Due in drei eh Veränderlichen: 


and + kan =Xf 


zur Integration vorgelegt ist, und daß wir zufälligerweise von vorn- 
herein ein Flächenintegral erster Ordnung: 


ILIG y, 2,9, q)dwdy, 


oder ein Kurvenintegral erster Ordnung: 
a; ‚ d ’ dz 
Se@ u y,2)de (v = 2 -5,) 


kennen, das bei der [infinitesimalen] Transformation Xf invariant bleibt. 

Wir zeigen, daß sich aus dem Vorhandensein einer solchen Inte- 
gralinvariante immer Integrationsvereinfachungen der Gleichung: Xf = 0 
Sn Wir erkennen aber gleichzeitig, daß verschiedene Möglich- 
keiten denkbar sind. Während es unter gewissen Umständen gelingt, 
die Integration von: Xf= 0 auf ausführbare Operationen zurückzu- 


führen, kann man in anderen Fällen beweisen, daß sich aus dem Vor- 
 handensein einer gewissen Integralinvariante kein weiterer Vorteil als 
die Auffindung eines Jacobischen Multiplikatörs ziehen läßt. 


| 





F 


Die Sätze des zweiten Kapitels erledigen daher, so beachtenswert 
und elegant sie auch erscheinen mögen, nicht einmal vollständig die 
an sich so spezielle Frage nach den Teer einer 


Gleichung: or _ 


die sich aus dem Vorhandensein eines bekannten, invarıanten Flächen- 


oder Kurvenintegrals erster Ordnung ergeben. Man übersieht anderer- [371 
‚ seits keineswegs unmittelbar, ob sich die Theorien des zweiten Kapitels 


auf n-dimensionale Räume und auf Integralinvarianten zweiter und 


höherer Ordnung ausdehnen lassen. 


3. Daher schlagen wir im dritten Kapitel einen anderen Weg'ein, 
und zwar bringen wir die allgemeinen Methoden meiner Invari- 


‚antentheorie zur Anwendung. In dieser Weise gelingt es uns in 
jedem einzelnen Falle, das vorliegende Integrationsproblem auf 
‚ein wohlbegrenztes Problem zurückzuführen, das von meinen 
Theorien vollständig beherrscht wird, nämlich auf die Inte- 


gration der Definitionsgleichungen der endlichen Transfor- 
mationen einer kontinuierlichen Gruppe. 
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Endlich im vierten Kapitel dehnen wir den Begriff Integralinvariante 
auf Berührungstransformationsgruppen aus und finden dadurch Ge- 
legenheit zur Entwickelung einiger allgemeiner Theorien, die ein selb- 
ständiges Interesse darbieten. 

4. Schon in meiner vorigen Abhandlung sah ich: mich dazu ver- 
anlaßt, stark zu betonen, daß die Theorie der Integralinvarianten als 
ein Abschnitt meiner allgemeinen Theorie der Differentialinvarianten 
betrachtet werden muß. Jedes Kapitel dieser neuen Abhandlung be- 
stätigt die Richtigkeit dieser Auffassung. In der Tat sind die Theorien 
dieser Abhandlung im Grunde nur Ausflüsse meiner allgemeinen Trans- 
formationstheorie. ‘Wenn ich nichtsdestoweniger auf die Ergebnisse 
dieser Arbeit Gewicht lege, so rührt das in erster Linie davon her, 
daß meine jetzigen Entwickelungen lehrreiche Illustrationen meiner all- 
gemeinen Theorien liefern. | 

Ich behalte mir vor, bei einer späteren Gelegenheit verschiedene 
Probleme zu diskutieren, die durch die Entwickelungen dieser Abhand- 
lung, wenn auch implizite, gestellt werden. Gleichzeitig werde ich den 
allgemeinen Begriff Integralinvariante sogar nach mehreren Richtungen 
verallgemeinern. 


Kapitel 1. 
Allgemeine Sätze über die Existenz von Integralinvarianten. 


5. Liegt eine kontinuierliche Gruppe vor, so gehören zu dieser 
Gruppe immer mehrere Reihen von Differentialinvarianten, deren Form 
nicht allein von der Gruppe, sondern auch von den Gegenständen 
abhängt, auf welche die Transformationen der Gruppe ausgeführt [372 
werden. 

Besteht die betreffende Gruppe zum Beispiel aus Punkttransfor- 
mationen des Raumes x, y, 2, so können diese Transformationen auf 
Kurven, auf Flächen, auf Differentialgleichungen, auf Flächen- 
scharen, überhaupt auf viele verschiedene Gegenstände ausgeführt 
werden. Ist die vorliegende Gruppe insbesondere endlich und konti- 
nuierlich, so gibt es in allen Fällen, das heißt, gleichgültig, ob man 
Kurven, Flächen, Differentialgleichungen, und so weiter in Betracht 
zieht, immer eine unendliche Reihe zugehöriger Differentialinvarianten. 

Ganz anders, wenn die Gruppe unendlich ist. Da kann man 
nicht von vornherein behaupten, daß zu dieser Gruppe unendlich viele 
Differentialinvarianten gehören, die sich zum Beispiel auf Flächen (oder 
auf Kurven) beziehen, während man allerdings weiß, daß man immer 
die Transformationen der Gruppe auf Gegenstände anwenden kann, 
denen unendlich viele Differentialinvarianten entsprechen. 
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6. Betrachtet man zum Beispiel die Gruppe aller Punkttransfor- 
mationen: = X(2,9, 2), ı = Y, 2 =Z, bei denen alle Volumina 
ungeändert bleiben, das heißt, alle Transformationen, deren Funktional- 
determinante: 


dx, Oyı 82, _ 
+ 0x re 


ist, so erkennt man leicht, daß zu dieser Gruppe keine Differentialin- 
variante von Flächen: 


J2,Yy2,994,NnSb...), 
ja nicht einmal eine invariante partielle Differentialgleichung: 
a, %2,9 91,5 Lb,.- .) 0 


gehören kann, die z als Funktion von &, y bestimmt. 

Wäre nämlich: 2= y(x, y) eine Integralfläche einer solchen inva- 
rianten Differentialgleichung: & = 0, und: z— x(z, y) irgend eine Fläche, 
die: & = 0 nicht erfüllt, dann würde die Transformation: 


4, =L,Y =Y, 2 =2+ 1(2,Yy) — va, Yy), 


die offenbar der Gruppe angehört, die Integralfläche: z= v(x, y) der 

 invarianten Differentialgleichung: &=0 in eine Fläche: z2= y(z, y) 
überführen, die: & = 0 nicht befriedigt, und das steht mit der voraus- 

gesetzten Invarianz von: &— 0 im Widerspruche. Es gibt also keine 
invariante partielle Differentialgleichung: &(x, y, 2,9, 9,..-)=0. [373 
Bei der Gruppe aller Transformationen: =X,y,=JY, 

£, =Z, deren Funktionaldeterminante gleich 1 ist, haben da- 

her Flächen keine Differentialinvariante: J(2,9,3,9,4,r,5,...). 
' Ein ganz analoges Räsonnement zeigt, daß auch die Kurven des Raumes 
keine Eigenschaften haben, die bei den Transformationen dieser Gruppe 

invariant bleiben, daß also keine Differentialinvarianten von der Form: 


EI ER IISN TH ‚ dy 
59.8 Y,2,4 „? ) (v =) 


| . 
vorhanden sind. 





€. Betrachten wir andererseits die Gruppe: 
1 Gi a are ER 2 Se Z(& z, Y); 
deren infinitesimale Transformationen die allgemeine Form: 
of 
&®, Y, 2) 02 


besitzen. Sucht man jetzt alle zugehörigen Differentialinvarianten von 
‚F lächen, so erkennt man wiederum, indem man genau wie im vorigen 
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Falle räsonniert, daß Differentialinvarianten erster oder höherer Ordnung: 
J(x,y,2,9,9,r,...) nicht vorhanden sind. Dagegen sind x und Y, 
sowie jede Funktion von x und y Differentialinvarianten nullter Ord- 
nung unserer Gruppe. 

8. Es verdient, wohl beachtet zu werden, daß es wirklich un- 
endliche Gruppen in &,9,2 gibt, bei denen zwei und nur zwei 
Differentialinvarianten von Flächen vorhanden sind. Dies ist 
deswegen beachtenswert, weil, sobald drei unabhängige Differentral- 
invarianten u, v, ww von Flächen vorhanden sind, immer unendlich viele 
Differentialinvarianten: 

ow vw| |vu 
ou |zyl'|ay’ 


ow |uw|,juv| 


Ray tlayır 





konstruiert werden können. 
Denken wir uns andererseits die Transformationen der Gruppe: 


0 
&(z, Y, 2) . 


auf Kurven angewandt, so sind x und y wiederum Differential- |374 
invarianten von nullter Ordnung. Jetzt aber genügt das Vorhanden- 
sein dieser beiden Invarianten, um beliebig viele weitere Invarianten: 
y=- AL y,y,.- 

zu konstruieren. 

9. Liegt daher eine (unendliche) kontinuierliche Gruppe von Punkt- 
transformationen des haumes x, y, 2 vor, und werden ihre Transfor- 
matioren auf Flächen angewandt, so können die folgenden verschiedenen 
Fälle eintreten: | 

Es ist denkbar, daß gar keine Invariante von Flächen: J(x, y, 2, 
P,9,r,8,t,...) vorhanden ist; oder es gibt eine einzige derartige In- 
variante; oder es gibt zwei derartige Invarianten «,v und keine von 
u,v unabhängige Invariante; oder endlich, es gibt unendlich viele un- 
abhängige Flächeninvarianten, die dann immer aus einem vollen 


Systeme: 
ne De 


Mm 


durch Differentiation abgeleitet werden können. In diesem letzten 
Falle ist: 27 
AL, J;, JS; ee) Ja 31° 2% ) 
1 
die allgemeine Form der zugehörigen Flächeninvarianten. 
Dieses Beispiel genügt, um zu zeigen, daß bei der Aufsuchung 
aller Differentialinvarianten einer g-fachen Mannigfaltigkeit 


2 
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gegenüber Gruppen von Punkttransformationen einesn-fachen 
Raumes viele wesentlich verschiedene Fälle eintreten können. 


10. Unter diesen Umständen darf es nicht überraschen, daß sich 
auch für das Auftreten von Integralinvarianten bei (unendlichen) kon- 
tinuierlichen Gruppen kein einfaches und allgemeines Gesetz angeben 
läßt, das alle Möglichkeiten erschöpft. Wir werden aber eine Reihe 
von Sätzen aufstellen, die eine wirkliche Einsicht in die Sachlage ge- 
währen. 

Um die Sprache zu erleichtern, werden wir zunächst im dreifachen 
Raume x, y, 2 bleiben. 


Betrachten wir zuerst die Gruppe aller Translationen und denken 
wir uns, daß diese 'Transformationen auf Flächen angewandt werden, 
so erkennen wir unmittelbar, daß p,9,r,s,t und überhaupt alle [375 

 Differentialquotienten von z nach x und y invariant bleiben. Setzen wir: 


p=]1, gq=J,, r=J,, s=4J, = J;, 


| so können wir jede derartige Differentialinvariante einer Fläche auf 
_ die Form: 

2 0J. 

U(h, L; J,, J5, I, 31 a .) 

bringen. Liegt irgend eine nicht developpable Fläche vor, so können 
wir: )=p und: ,=q als Gaußische Koordinaten der Flächenpunkte 
wählen. Alsdann wird jede (geschlossene) Kurve dieser Fläche durch 
eine Relation zwischen I, und /, (das heißt, zwischen p und g) de- 
‘ finiert. Es kann daher jedes Flächenintegral, gleichgültig, ob es bei 
der Gruppe invariant bleibt oder nicht, auf die Form: 


fwanaı, 





gebracht werden, und dabei wird der zugehörige Integrationsbereich 

durch eine gewisse Gleichung zwischen I, und J, definiert. 

Es ist aber unmittelbar evident, daß ein Flächenintegral: (/Wädl1, dl, 
dann und nur dann bei allen Transformationen unserer Gruppe in- 
' variant bleibt, wenn W selbst eine Differentialinvariante der Gruppe 

ist, und es ist daher im vorliegenden Falle: 


DRAN 
STH EI A 5 7 )aldl, 
die allgemeine Form eines invarianten Flächenintegrals. 


11. Man übersieht ohne weiteres, daß sich diese Betrachtungen 
und Ergebnisse auf n-dimensionale Räume und g-dimensionale Mannig- 
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faltigkeiten ausdehnen. Wir können daher unmittelbar das folgende 
allgemeine Theorem aufstellen: 

Theorem I. Liegt eine (endliche oder) unendliche kontinuierliche 
Gruppe von Punkttransformationen des Raumes: &,,.+:, %yy Zur +, Im 
vor, die auf g-dimensionale Mannigfaltigkeiten: 


ag OALC2E u, 2.) 0, Am Pnlı 6 %,) 
dieses Raumes angewandt werden, so ist es in zwei Fällen immer mög- 
lich, die allgemeine Form aller zugehörigen Integralinvarianten an- |376 
zugeben. 
Besitzt die Gruppe mehr als q unabhängige Differentialinvarianten: 

02 | 

Ua... 0,00. Den 
. ( 19 ae vi? "mon? )» 
so können, wenn: 


nee 


passend gewählte Invarianten bezeichnen, alle weiteren Differentialinvari- 
anten auf die Form: | 


EL 
2(L, ....g In J, ee I, ol’ .. >) 
gebracht werden; dann ist: 
"Wit oJ, 
nee 2 an al 


die allgemeine Form der Integralinvarianten einer g- dimensionalen Mannig- 
faltigkeit. | 

besitzt andererseits die vorgelegte Gruppe qg und nur q von einander 
unabhängige Differentialinvarianten: 


Dar 220,002 
so 1st: 
az Lan ar 
die allgemeine Form einer Integralinvariante der g-fachen Mannigfaltig- 
keiten. | 


12. Wenden wir dieses allgemeine Theorem zum Beispiel auf die 
Gruppe: : 


ge, Y, 2) 2 


an, die keine anderen Flächeninvarianten: ®(z, y, 2,p, 9, also 
und y zuläßt, so dürfen wir schließen, daß die allgemeine Formel: 


| Sv, y)dzdy 


alle zugehörigen Integralinvarianten von Flächen liefert. 
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Betrachten wir dagegen die Gruppe aller Transformationen: 
(A) AR, = pm, 9, 2), Yı = vr, Y, 2) 


mit den infinitesimalen Transformationen: 
of of 
5 (X, Y, 2) °% Eu n(®, Y, 2) oy’ [377 


so finden wir keine andere Flächeninvariante: (x, y, 2,9,9,...) als z. 
Daher gibt das obenstehende Theorem keinen Aufschluß über die 
Existenz von invarianten Flächenintegralen. 

Eins können wir immerhin von vornherein sagen. Sind nämlich: 


f 9,(%, Y,2,P,9,.. Jdxdy 
und: 


Ir, Y 2,9, 9,...)dxdy 


zwei invariante Flächenintegrale, so ist p, :9, eine Differentialinvari- 
ante und somit eine Funktion von z: 


5 = W(). 


Jetzt können wir aber in der folgenden Weise die vorliegende 
Frage entscheiden. Ist: 


So, Yy,2,P, 9... Jdxdy 


ein invariantes Flächenintegral, so besteht, welche Funktionen von x, 
y,z auch & und n sein mögen (diese Berichte S. 347 [hier Abh. XXVII, 
S. 653f.]), immer die Relation: 


Xpo+(&,+n,+&p+n.Dd9=0, 


_ und es bleibt infolgedessen die Gleichung: = 0 invariant bei jeder 
| Transformation von der Form (A). Wäre nun p eine Funktion von 
 x,y,2 allein, so wäre: =( eine invariante Fläche und zwar eine 
' Ebene: z—= Const.; dann besäße aber unser Flächenintegral die Form: 


Sotddzay 


' und wäre dementsprechend keine Integralinvariante. Enthielte anderer- 
seits die Größe p wirkliche Differentialquotienten von z, dann wäre 
 9=0 eine invariante partielle Differentialgleichung; unsere Gruppe 


hat aber keine invarianten Differentialgleichungen. 
Bei der unendlichen Gruppe: 


0 0 
&(, Y, 2 Er n(z, Y, 2 
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existiert daher gar keine Integralinvariante von Flächen, und 
nur eine einzige Differentialinvariante von Flächen, näm- 
lich: 2. 


13. Schon früher betrachteten wir die Gruppe aller Punkt- [378 
transformationen des Raumes x, y, 2, deren Funktionaldeterminante 
gleich 1 ist. 

Wir sahen, daß weder Flächen noch Kurven Differentialinvarianten 
bei dieser Gruppe haben. Unsere damaligen Betrachtungen führen aber 
weiter. Existierte nämlich ein invariantes Flächenintegral: [pdxdy 
oder ein invariantes Kurvenintegral: fu dx, so wäre die Gleichung: =, 
beziehungsweise die Gleichung: d = 0 invariant bei den Transformationen 
unserer Gruppe. Aber solche invariante Gleichungen gibt es nicht. 


Also gilt der 


Satz 1. Bei der Gruppe aller Transformationen: = X, y,=|Y}) 
2, =Z, deren Funktionaldeterminante gleich 1 ist, haben Flächen und 
Kurven des Raumes weder Differential- noch Integralinvarianten, und 
das einzige invariante Raumintegral ist: [dxdydz. 


14. Es liegt nahe, sich das Problem zu stellen, in drei Veränder- 
lichen x, y,z alle Transformationsgruppen Xf zu finden, die entweder 
keine, oder eine einzige, oder nur zwei unabhängige Flächendiffe- 
rentialinvarianten: 


Ude.) 


besitzen, ferner alle Gruppen Xf, die entweder kein Flächenintegral: 


J Va, 4,nS%.- ‚)dxdy 


oder ein einziges derartiges Integral invariant lassen. Die hier formu- 
lierten Probleme bieten keine bedeutenden Schwierigkeiten, während 
die entsprechenden Probleme für » Dimensionen noch nicht von mir 
in Angriff genommen worden sind. 

Liefert die Formel: 


fw (u, v)wdazdy 


mit der willkürlichen Funktion % zweier Argumente «,v alle invarl- 
anten Flächenintegrale einer Gruppe des Raumes x, y,2, so können 
diese Integrale nach den früheren Entwickelungen die Form: / X (u, v) dudv 
erhalten, und es sind vu und v die einzigen Differentialinvarianten von 
Flächen der betreffenden Gruppe. 

15. In dieser Abhandlung beschränken wir uns auf die hier ge- 
gebenen Entwickelungen über die Existenz der Integralinvarianten. Wir 
halten es aber für zweckmäßig, die wichtigsten soeben vorgetragenen 
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Resultate durch neue Betrachtungen abzuleiten, die unter mehreren [379 
Gesichtspunkten Interesse darbieten. Um die Formelsprache zu ver- 
einfachen, beschränken wir uns auf Gruppen in ©,y,2. Es wird aber 
der Aufmerksamkeit eines intelligenten Lesers nicht entgehen, daß sich 
unsere Entwickelungen unmittelbar auf » Dimensionen ausdehnen. 


16. Wir denken uns die Koordinaten x, y, 2 der Punkte einer 
Fläche als Funktionen zweier Parameter u, v gegeben, die bei den Trans- 
formationen: 





2e.:; of of 
A + 5 
einer vorliegenden Gruppe invariant bleiben. Wir führen andererseits 
für die partiellen Ableitungen von z,y,z2 nach u und v die folgenden 
Bezeichnungen ein: 








ee A 
du 2 Eile RER Pirat, 
0% 0y 02 

dv L,, PR lt, EVTL, 
ie DE 7% 0°x BR, 

au? = ’ duov BE u 5, 


Dann läßt sich jede Funktion von 2, Y, 2,9, q,r,$S,t,... als Funk- 
tion der Größen: 
’ r „ 4 
U, YE, U, H, Yyr- 0, 0, Kyy Try 


ausdrücken, während das umgekehrte keineswegs immer der Fall ist. 
17. Wünscht man, daß die Größe: 


SEEN EN R 










“eine Funktion von z,9,2,9,q,... sein soll, daß also 2 von der zu- 
fälligen Wahl der Parameter «,v unabhängig sein soll, so hat man 
nur zu verlangen, daß 2 eine Differentialinväriante derjenigen unend- 


lichen Gruppe: | 
| u — U(u,v), ©, = Vlmv) 


‚sein soll, deren Transformationen in allgemeinster Weise den Übergang 
‘von einem Parametersystem u,v zu einem anderen Parametersystem 
|%,, d, definieren. Wir setzen daher: 


du=eolu,v)öt, dv= Plu,v)öt [380 





‚und verstehen unter « und 8 willkürliche Funktionen von «4, v; wir 
berechnen die entsprechenden Inkremente von x, %,,y',Y,..., indem 


\wir berücksichtigen, daß &,9,2 bei der Änderung der Parameter in- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 43 
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variant bleiben, und wir verlangen, daß der entsprechende Zuwachs 


von 2: 


O2 5. , 08% 02 5 
IN— 0% Lu EA FE +... 


gleich Null sein soll. 
Es ist: 
de — adu—a,dv=0, d(dx — du — a2,dv) = 0 
und: 
da:dt=- —- Einf, da: — aß, 
ferner: 
sy:d=—ya—yp, öy:di=-—ya—yß, 
dr:dt=—- zii, d:di=—d,— 2, ß, 


In entsprechender Weise berechnen wir die Inkremente: d«”, öz,, 
und so weiter. Es ist: 


d(da' — x’ du — X dv) = 


und: 
dö« —- ©’ dadt— KdBdt — da du—dIxrdv=(, 
ferner: 
d(— za’ — ,ß') — x’ (ad du + a,dv) — (Bau + P,dv) — 
— (d2" :öt)du — (d8/ :öHddv—=(0, : 
woraus: | 


da’ :dt= — 2a — 28) Ka” — n,ß, 
dx, :dt=— 7a, — x, (a un B,) = 2,B E05 20, — &,ß,; 
62,:dt= — 2x/e, — 22,ß, — X, — GB; 


und so weiter. 
Bezeichnen wir eine Summation über x,y,2 mit &, so erhalten 


wir für 6% den Ausdruck: 
082 ir 4 1 £ 082 1 
92:01 2, (wa +zP)+2,,@ + 2,ßB,) + [381 

08 u: 4 L£ [G 2 v [AG 

+ 2,2% © +22.Bß+X2a.+xß)+ 
8 BF [4 ‚ [ A ’ [4 

7 : + T, (@ + ß,) == %,ß > 6, ı x,ß,) I 
B2 2, r a 

+ 25,2% &, + 22,.B, + 9 &,, + us, + 

+e.., 


wobei wir nur die Inkremente der Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung explizite hingeschrieben haben. 
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18. Es soll nun 82 gleich Null sein, welche Werte auch «‘, «,, 
P,ß,, «@”,... haben mögen. Daher muß 2 (nach meiner allgemeinen 
Theorie der Differentialinvarianten) alle linearen partiellen Differential- 
gleichungen erfüllen, die wir erhalten, wenn wir der Reihe nach die 
Koeffizienten von «’, «,,ß,ß,,«”,... gleich Null setzen. Durch eine 
kleine Umformung gelingt es, diese Gleichungen auf die fulgende Form 


zu bringen: 





nn „0% 
Uf= 202 42a + 22u) 40, 
‚8 „28 
uf- en ER 25.) Yazje Ben 
082 . ‚ oR 
Uf= SR, ; ED E= 2. + oz + ee Mireren 0, 
‚082 „or ‚08 oNR 
uf: + 225) et tan) + 
+... — s 
‚08 ‚08 ‚08 ; 
082 08 08 
ut =, a Fe =(, ren a —=(, 


Wir heben ausdrücklich hervor, daß die drei Ausdrücke: U, f, U,f, 
U,f Relationen von der Form: 


(W,U)=-—-2Uf, (U, U,) = Bf, (U, 0,) = — 2U,f 


i erfüllen, und daß sie daher eine dreigliedrige Gruppe erzeugen, die mit 
der allgemeinen projektiven Gruppe einer einfachen Mannigfaltig- [382 
keit gleichzusammengesetzt ist. Wir bemerken ferner, daß: 


(UU)=(T,U)=(T,U,)-0 


i ist, und daß daher: U,f, U,f, U,f, U,f eine viergliedrige Gruppe er- 
‚zeugen, die mit der allgemeinen linearen homogenen Gruppe einer 
‚zweifachen Mannigfaltigkeit gleichzusammengesetzt ist. 


19. Wir wollen nun annehmen, daß unsere Gruppe Xf Differen- 


‚tialinvarianten besitzt, die nur von: &, Y,2,P,q, r, s, t abhängen, und daß 
'® und % zwei derartige Invarianten sind, die als Funktionen von: 
1%, y,2,%0,%,,...,%,... gegeben sind. Es sind dann ® und # Lösungen 


‚der obenstehenden linearen partiellen Differentialgleichungen. Wir 


können auch sagen, daß ® und % Differentialinvarianten derjenigen 
43° 
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unendlichen Gruppe sind, die sowohl alle X/ der ursprünglich ge- 
gebenen Gruppe, wie alle möglichen Parametertransformationen: 


> 
alu 0) ET + Bu, 0) 


umfaßt. Jedenfalls ist klar, daß bei jeder infinitesimalen Transformation 
von der Form: 


du = alu,v)öt, dv=PBluv)öt, da=0, Öy (0, dg=0 
sowohl ® wie % invariant bleiben, und daß daher: | 


50-0, $F=0 


ist. Setzen wir nun: 
d®—- PD du- ddv=0, dP — Vdau— Pdv-0, 


so erkennen wir durch Rechnungen, die mit den auf $. 380 (hier 
S. 674) angestellten identisch sind, daß die Ableitungen ®/, ®,, #, P, 
die Inkremente: 

00 =-—- (du +BP)dt, 98, —- — (Da, + 8,ß,) dt, 

IV -—_ (War WwB)öt, HB — (Wa, + W,B)öt 


erhalten; hieraus ergibt sich, wenn wir für die Funktionaldeter- 
minante von ® und % die Bezeichnung: 


or 


0,“ 


einführen und sodann das Inkrement 64 von 4 berechnen, daß [383 
ö4 den Wert: 


0o4=— (we + B)A6t 
besitzt. 


Wir behaupten und werden beweisen, daß hieraus hervorgeht, daß 
das Integral: 


Ssaudv 


bei allen Transformationen Xf der ursprünglichen Gruppe invariant 
bleibt und somit eine Integralinvariante dieser Gruppe darstellt. 


20. Zum Beweise wollen wir die analytischen Kriterien suchen, 
die eine Funktion: | 


A 


erfüllen muß, wenn das Integral: 


G (Ai 
Sp@,...,&,%,...,® „...)dude 
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alle Transformationen Xf der ursprünglich vorgelegten Gruppe ge- 
statten soll. 

Nach unseren früheren Entwickelungen ist zunächst erforderlich, 
daß 9 eine Differentialinvariante dieser Gruppe darstellt. Hierzu 
kommen aber noch weitere Bedingungen, die das Verhalten der Größe 
p bei Änderung der Parameter u,» charakterisieren. 

Es besteht, wie wir wissen (diese Berichte S. 353 [hier Abh. XXVII, 
S. 658£f,, Nr. 12]), eine Gleichung von der Form: 

“V|I=F.D, 

2%, 

und wir kennen das Verhalten der beiden Größen F und D bei dem 
Übergang von den Parametern u,v zu den neuen Parametern: 


u eg U(u, v), y- Vu, v). 


Bei einer solchen Änderung der Parameter behält ja F' seine Form, 
während: 


= Fa,y2,9,nS%.. I 





0% oy 0% ey ou, oo, 
du, 9u, ou ou | du ou | 
d® day | |d@ 0y | du, du, 
dv, dv, 0v dv | | du dv 











ist. Bei der infinitesimalen Transformation: 
du=aluv)dti, dv=Plu,v)öt, da=ödy=dz-=0 [384 
erhält dementsprechend die Funktionaldeterminante: 


yı 
| 
x, Y, | 


6D=— (a + ß,)Döt, 
also erhält die Größe = F'.D das Inkrement: 
öp=dF.D+-F.ödD=-—(“+PB)F.D.öt, 
' oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
69=—(e+Pß).p.Öt. 
In dieser Weise erhalten wir zunächst den 
Satz 2. Die Forderung, daß die Größe: 


De 





das Inkrement: 


ILIG VB ads audo 


| eine Integralinvariante einer kontinwierlichen Gruppe sein soll, deren in- 
‘ finitesimale Transformationen durch das allgemeine en 


OR EICHE TORTE ICH 
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dargestellt werden, wird analytisch formuliert, wenn wir verlangen einer- 
seits, daß p eine Differentialinvariante der Gruppe Xf sein soll, und 
andererseits, daß p bei jeder infinitesimalen Änderung der Parameter: 


du = alu,v)öt, dv = Blu, v)öt 


erhalten soll. dp = — pla’ + PB,)dt 
21. Es ist nun leicht, zu sehen, daß die früher aufgestellte Funk- 


das Inkrement: 


tionaldeterminante: ow 


wirklich alle Forderungen erfüllt, die an die Größe @ zu stellen sind, 
dabei selbstverständlich vorausgesetzt, dad ® und %# Differentialin- 
varianten der Gruppe Xf darstellen, die bei Änderung der Parameter 


u,v invariant bleiben. 
Denn einerseits haben wir ja schon gesehen, daß 1 bei der in- 


finitesimalen Transformation: 
du = alu,v)öt, dv—=Plu,v)öt, da=öy=dz=0 [385 


das Inkrement: 841 = — (a +P,)4.6t 


erhält. Andererseits aber können wir, da ® und %, wie u und v, bei 
den infinitesimalen Transformationen der vorgelegten Gruppe Xf: 


Ssu=0, dv=0, Ör=äöt, öy—-nöt, dz= lt 
invariant bleiben, ohne weiteres, eventuell durch Ausführung der Glei- 
chungen: 

d(d® — Ddu— Bdv)=0, I(dP — Vau— Pdv)=0, 
schließen, daß auch die Ableitungen von ® und P nach u und v 
Differentialinvarianten unserer Gruppe X darstellen, und hieraus folgt 
unmittelbar, daß auch 7 eine Differentialinvariante der Gruppe Xf 


darstellt. 
22, Die Funktionaldeterminante 7 erfüllt daher wirklich alle 


Forderungen, die an die gesuchte Größe p gestellt werden müssen, und 
wir können daher das folgende beachtenswerte Theorem aufstellen: 
Theorem II. Sind ® und P Differentialinvarianten einer Fläche: 
2 = f(x, y) gegenüber einer gewissen kontinuierlichen Gruppe von Punkt- 
transformationen des Raumes x, y, 2, so liefert die Formel: 


du du 
0 DW dudv 
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immer eine Integralinvariante der Gruppe. Es ist dabei unsere Voraus- 
setzung, daß uw und v Parameter bezeichnen, die bei den Transformationen 
der betreffenden Gruppe invariant bleiben. | 

Ist ferner: W (x, y,2,P,9, r, 5, t, ...) irgend eine Differentialinvariunte 


der Gruppe, so ist: 
w ou ou ae 
A 
® ® ® | 


immer eine Integralinvariante, und in dieser Weise werden alle Inte- [386 
gralinvarianten der betreffenden Gruppe gefunden, die sich auf Flächen 
beziehen. 





Die hier aufgestellte Integralinvariante einer Fläche: 


LEER 

ou ou 
[rise dudv 
® \öv dv 


kann offenbar auf die Form: 


[waovaw 





_ gebracht werden, und es deckt sich daher das eben aufgestellte Theorem, 
das sich ohne weiteres auf n Dimensionen ausdehnt, mit dem auf 8. 375 
[bier 8. 670] formulierten allgemeinen Theorem I. 


Kapitel II. 
Verwertung invarianter Flächenintegrale erster Ordnung. 


23. Wir wollen annehmen, daß eine lineare partielle Differential- 
‚gleichung in z, y, 2: 


6 7 0 
rende 


zur Integration vorliegt, und daß wir zufälligerweise eine zugehörige 
 Integralinvariante erster Ordnung: 
Aa 
a ou Ov | 
(1) Iv@, Y, 2,9, 9): eyoy dudv 
| ou 00 





| kennen, die sich auf eine allgemeine Fläche: 2—= Z(«x, y) bezieht. Wir 
wollen zeigen, daß sich aus diesem Umstande immer wesentliche Ver- 
einfachungen in der Integration der Gleichung: Xf= 0 ergeben. 
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Wir bemerken aber ausdrücklich, daß die Entwickelungen dieses 
Kapitels, so interessant sie auch einem F unktionentheoretiker erscheinen 
mögen, vom gruppentheoretischen Gesichtspunkte keineswegs als de- 
finitiv zu betrachten sind. Denn die allgemeine Invariantentheorie, 
die ich schon seit etwa zwanzig Jahren auf meine Theorie der kon- 
tinuierlichen Gruppen gegründet habe, gestattet, wie wir im nächsten 
Kapitel zeigen werden, nicht allein zu beweisen, daß man das [387 
Vorhandensein einer Integralinvariante zur Vereinfachung der Inte- 
grationsschwierigkeiten verwerten kann: sie entscheidet überdies 
genau, welche Vereinfachungen in jedem einzelnen Falle er- 
reicht werden können. 

Gerade in dem letzten Umstande liegt für den wesentlichsten Teil 
die hervorragende Bedeutung meiner allgemeinen Invarianten- 
theorie, deren Wesen, ja Existenz, den Mathematikern fortwährend 
unbekannt zu sein scheint. 


24. Unsere Voraussetzung, daß die infinitesimale Transformation 
Xf das Flächenintegral: [pdxdy invariant läßt, findet, wie wir wissen, 
ihren analytischen Ausdruck in dem Bestehen der Gleichung: 


(2) Xo+(&,+n,+5sp+ndP=9, 


wobei X’f durch einmalige Erweiterung aus .Xf entstanden ist und 
die Form: 


ren ee 


(2) | +lEtDE— DE tDE) al ton) + 





0 
it, ee 7 
besitzt. 


Die fundamentale Gleichung (2) sagt zunächst aus, daß die par- 
tielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


p(K, Y,2,P, q) — 0 


die infinitesimale Transformation Xf gestattet, und hieraus folgt nach 
meinen allgemeinen Theorien, daß die beiden partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung: 


2%,4,3,9,qQ)=I, Ep+tng-t=0 


(wenn sie sich nicht zufälligerweise auf eine Gleichung reduzieren) 
00! gemeinsame Integralflächen: 


u(z, y, 2) = Const. 
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besitzen, die jedenfalls durch Integration einer totalen Differential- 
leichung: 
a de — Pix, y, 2)dx — (a, y, z)dy = 0 
also durch die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung gefunden werden können. Dabei ist u(x, y,z) eo ipso 
eine Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung: Xf = 0, [388 
und wir können daher die fehlende Lösung v jedenfalls durch Inte- 
gration einer neuen Differentialgleichung erster Ordnung finden. 

Es ist überdies immer möglich, diese letzte Integration zu er- 
sparen, sodaß die der ao 


0er, 
sobald eine Integralinvariante: 


So, Y,2,P, y)dxdy 


von Xf vorliegt, und p nicht gleichzeitig mit: 89 +ng— & verschwindet, 
jedenfalls auf die Erledigung einer einzigen gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung reduziert werden kann. 

Wir wollen die Richtigkeit dieser Behauptung nachweisen. 

Zu diesem Zwecke müssen wir allerdings recht weit ausholen, und 
zwar werden wir einerseits meine Theorie der infinitesimalen Berührungs- 
transformationen, andererseits den von mir aufgedeckten Zusammen- 
hang zwischen der Jacobischen Multiplikatortheorie und meiner all- 
gemeinen Transformationstheorie zu Hilfe nehmen. 


25. In meiner Theorie der Berührungstransformationen habe ich 
gezeigt, daß jede infinitesimale Berührungstransformation des Raumes 
x,y,2 durch eine einzige Funktion W von z2,9,2,P,q — meine so- 
genannte charakteristische Funktion — vollständig bestimmt ist, 
daß ferner das Symbol Bf der betreffenden infinitesimalen Transfor- 
mation die Form [besitzt]: 


owor  oWwör aW of 
Di = arte Eu en ne 
oW oW' . oW of 
7 De 2 RE En = 5) dq’ 


oder, mit Benutzung des Poissonschen Klammersymbols [ ], die Form: 


Bf= [WII W3L 


Ich zeigte ferner, daß sich aus zwei infinitesimalen Berührungs- 
transformationen: 


Bf=[WN-W, Bfr=- [Wr wol [550 
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immer eine ganz bestimmte dritte Berührungstransformation: 
Bf = [Wr] 85, 
ableiten läßt, deren charakteristische Funktion W die Form besitzt: 
B - [WWW We, 


und zwar wurde der Zusammenhang zwischen D,65 DB. Ind bf durch 
die Formel: 


Bf= B,(B,(f)) zu B,(B,f)) 
gegeben. 
Setzen wir insbesondere: 


W=9, W=-:p+nm-8, 


so wird: 
- (pp tm -)-Pir+ng4-8)+9CEp+nd—2). 
Nun aber besteht nach unsrer Voraussetzung die Gleichung (2): 
59, +79, +89, +1. +&P Pl + &P) 9m. + P))9, 
iu BE da ra 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung: 
vs [PP +tna- 8-9) + 
+@.+P&,+n,+4n)9, 


und also erhält der obenstehende Ausdruck für W die beachtenswerte 
Form: 


(4) B=o(,+n,+ 8). 


Wir notieren das erhaltene Resultat als Satz: 


(8) 


Satz 3. Gestattet das Flächenintegral erster Ordnung: 


Sv& Yy,2,p, g)dady 


die infinitesimale Punkttransformation: 
Nero 
A Zr G May BE Er 
so erfüllen die beiden infinitesimalen Berührungstransformationen: 
on 2, [390 
° u 
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die Relation: 
(5) ABO) — BANN) - WE ++), - Et + 
sowie die damit äqwivalente: 


5) ABN)- BAN=-&,+n,+W)Af+plk,+n,+5&ofl 


26. Um aus der hiermit gefundenen wichtigen Formel einefürunsnoch 
wichtigere, wenn auch speziellere, Formel ableiten zu können, wollen 
wir zunächst nachweisen, daß das Gleichungssystem: 

(6) 9% %5,mg)=0, Eptng—d=0 


sowohl die infinitesimale Transformation Af wie die Transformation 


bf gestattet. 
Daß unser Gleichungssystem (6) die infinitesimale Berührungs- 


_ transformation: 
Bf=[Ep+nga— fl - (ep +ng— 3H 


gestattet, beruht darauf, daß diese Transformation geradezu die Er- 
weiterung der infinitesimalen Punkttransformation: 


0 0 [% 
xf=87 40.465 
darstellt. Es ist: 
Bip+ng-9)=[ir+na bir +na-8- 
— (ip + ng ger tneZD 
ger tng= sr 








ee 


und: 


0 
B(p) = [Ep +19 — 5 9] — (ip + na - 957 
oder, mit Berücksichtigung der Gleichung (3): 
B)=-(&,+95,+9,+4m)P 


und, wie oben: 


Bip +7 -9- FM tn. 





Die beiden letzten Gleichungen zeigen,.daß die Ausdrücke: B(p) [391 
und: B(&£p + nq — &) vermöge des Gleichungssystems: = 0, &p+nq 
— £= (0 verschwinden, und daß daher dieses Gleichungssystem wirklich 
die infinitesimale Berührungstransformation .Df gestattet. 


Ferner ist: 


Ar do) Baormeep Ep +naTd 
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oder, nach Berücksichtigung der Formel (3): 
Adp+na-9=--.PE+mn-rYy&tmt in 


und andererseits: dp 
A(y)=[yyl— 95, 


Also verschwinden auch die Ausdrücke: A(&p + ng — 8) und: A(Y) 
vermöge des Gleichungssystems: = 0, & pP +ng—&=0, das somit 
auch die infinitesimale Berührungstransformation Af gestattet. Es be- 
steht daher der 


Satz 4. Gestattet das Flächenintegral erster Ordnung: 


Joa; y, 2, p, q)dady 


die infinitesimale me 
xXf-62 =: +9 N. m au, 


so gestattet das System der beiden partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung: g=0, Ep +ng—E=0 eine jede unter den beiden infini- 
tesimalen Do 


= [pf]— pP und: Bf= [ep + na - 1] ep + na - 95 


Die Differentialgleichungen erster Ordnung: g=0 und: Ep +nq —-8=0 
bilden überdies, wenn sie nicht zufälligerweise identisch sind, ein Invo- 
lutionssystem, da die linke Seite der früher gefundenen Gleichung: 


8 BE tn -I)=--Piortng -+&,+rpd,+n,+4n)P 


vermöge: = 0, 8p +ng — &E= 0 verschwindet. Dieses Involutionssystem 
hat eo ipso oo! Integralflächen: u(x, y, 2) = c. 


27. Im fünfdimensionalen Raume: x, y,2,p, q liegt also eine [392 
dreidimensionale Mannigfaltigkeit vor, deren Gleichungen: 


94399) =0, Eptng—i=0 
wir nach p und g auflösen: 
N Men Peg, Y, a), er I“, Y, 2). 


Wir können dabei die Größen x, y, 2 als Koordinaten jeder einzelnen 
Stelle in dieser dreidimensionalen Mannigfaltigkeit betrachten. 
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Diese Mannigfaltigkeit gestattet, wie wir wissen, die beiden infini- 
tesimalen Transformationen: 


of 
Af= Pt ae +09, +99, 9) 


0 0 
— (P, ur ar zu Ar 19.5, 
und: 
Be=Eg tn ++ 
+1, tP, —2l&, + P6)+ a; +9); £ 


a a a ee 1 + qn,))2 3 
die, wie wir sahen, in der Beziehung: 


5) ABN-BAN-(&,+n,+5)Af+ „li ut 
stehen. 

Betrachten wir nun x,y,2 als Koordinaten der ecinkir Stellen 
unserer dreidimensionalen Mannighilltigkeit so zeigen, können wir sagen, 
die verkürzten infinitesimalen Transformationen: 

Af— (aan + Oobennmagn + 


öf 
Tr (pp, E 49, u Paare 0r, 


und: 


Bf= Eau o)0l + nl, Y, 2 +2, 


wie diese dreidimensionale Mannigfaltigkeit transformiert wird. 
Wir wollen zeigen, daß Af und Bf die Relation: [393 
ABNM)-BAN=-&+m,+5&)Af 
erfüllen. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung nachzuweisen, bemerken 
wir, daß in der identischen Gleichung (5) die Koeffizienten von öf:öx, 
beziehungsweise öf:öy und öf:dz links und rechts übereinstimmen 
_ müssen, und daß daher die drei Relationen: 


Ad) —-B(y)=&.+n,+ 5) 
Am)-BQ)=-&.+,+5)9 
Ad) — Bipy, +9, -)=-&,+m+ 5) (PP, +49, — 9) 


bestehen. In diesen drei Relationen machen wir links und rechts die 
Substitution: p = P(x,y,2), q= Q(, y, 2) und erhalten hierdurch (vgl. 
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meine Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I, S. 110, Formel (3)) 
die Gleichungen: 

A& zu B((p),- P,g= 0) = (2 7 N, a5 £.) R Be Q 

An a B((9,),- FR), en (& a2 Ny 25 6) : (Be Q’ 

A& re B((»p er 949, P)p=P,g=0) ze 

u r Ny a 5) i (PP, un I he RE Q 

die uns zeigen, daß die angekündigte Relation: 
(7) ABN)-BÄN- Et, tWAÄN 
wirklich identisch besteht. 

Hiermit haben wir den 

Satz 5. Gestattet das Flächenintegral erster Ordnung: 


[ou 2, pP, Ddxdy 


die infinitesimale Punkttransformation: 
6 0 0 
Xf= &(®, Y, at Tr N 7 get 


des Raumes x,y,2, und ergeben dabei die beiden Gleichungen: p =, 
Ep +ng — &= 0 durch Auflösung für p und q die Werte: p= P(a, y, 2), 
gq= Q(x,y,2), so besteht zwischen Xf und der infinitesimalen Punkt- 
transformation: 

of 


ri 0 
Äf= (Oebanımaga + Posananany + [304 
0 
Tr (P9, re IF, Pone=ane 
die Relation: > 
(7) AKM)-XAN=- &+m,t+&)Af. 


28. Ehe wir nun weiter gehen, wollen wir, um die Formeln zu 
vereinfachen, die Inkremente der Größen x, y, 2 bei der Transformation 
Af mit «, ß, y bezeichnen und dementsprechend: 


= 0 of a 
Af= u(«, y, 2) 2 + P(®, Y, 2) 5 + 7% 9 2) 2: 
setzen. 


Die Formel (7) zeigt zunächst, daß die beiden linearen partiellen 
Differentialgleichungen: 3 
Xf=0, Af=0 


immer eine und im allgemeinen auch nur eine gemeinsame Lösung 
u(z,y,2) besitzen, wobei unmittelbar klar ist, daß die Gleichung: 


% = einer willkürlichen Konstanten 
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die früher besprochenen Integralflächen des Involutionssystems: 
p(z, Y, 2,P, q) =(, Ep+tng-E=0 


liefert. Aus der Formel (7) können wir aber noch mehr schließen, 
nämlich, daß, wenn v(x, y, z) irgend eine Lösung von: Xf = O bezeichnet, 
die nicht gleichzeitig: Af=0 erfüllt, daß dann die Größe: Av= 8, 
die offenbar die Relation: | 


X8+(&,+n,+)P=0 


erfüllt, einen Multiplikator der linearen partiellen Differentialgleichung: 
Xf=0 darstellt. 

Das hiermit erhaltene Resultat, das ein Interesse darbietet, wenn 
es gleich im folgenden keine Rolle spielt, formulieren wir folgender- 
maßen: 


Satz 6. Ist: 
Se» (2, Y, 2, p, q) dx dy 
eine Integralinvariante der infinitesimalen Transformation: 
de [395 
ber era 


und ergeben die beiden Gleichungen: g=0, &Ep+nq —&=0 durch Auf- 
lösung: p=P (x, y, 2), q= (x, y, 2), so ist, wenn v(x,y, 2) eine Lösung 
der linearen partiellen Differentialgleichung: Xf= 0 darstellt, die nicht 
gleichzeitig die Gleichung: 


of of 
= (Pea=2,920 35 r (Pop=P=0 0Y T 
of 


SE (29, er IP, SH P)a=P,g=0 55 = Af 


erfüllt, die Größe Av immer ein Jacobischer Multiplikator der Glei- 
chung: Xf=(. 


Der eben aufgestellte Satz wird hinfällig, wenn eine Relation von 
der Form: 


Af=o.Xf 
besteht. Dann hat aber die Relation (7) die Gestalt: 
— Xo.X/-(&,+n,+5)e-Xh 
und dementsprechend besteht die Gleichung: 
CE ck I 


_ die direkt aussagt, daß o einen Multiplikator von: Xf=0 darstellt. 
Es gilt daher, wenn wir die Bezeichnungen des Satzes 6 behalten, der 
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Satz 7. Sind die Ausdrücke Af und Xf des Satzes 6 durch die 

Relation: 5 
zu 
gebunden, so ist o ein Multiplikator von: Xf =. 

29. Wir werden jetzt zeigen, daß es immer möglich ist, einen 
Multiplikator unserer Gleichung: Xf= 0 anzugeben. Zu diesem Zwecke 
wollen wir den folgenden Satz verwerten, den wir längst aufgestellt 
haben (vgl. zum Beispiel Math. Ann. Bd. XI, [S. 508, d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 10, Nr. 23]): 


Satz 8. Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung: 
of of oO 
ol hen Uf 


die infinitesimale Transformation: 





und besteht infolgedessen die Relation: [396 
XUf—- UXf=1.Uf;: 
ist ferner M ein Multiplikator der Gleichung: Uf=0, so ist die Größe: 


0 7 
Ka 
eine Lösung der Gleichung: Uf=0. 


Diesen Satz wenden wir auf die früher betrachtete Gleichung: 
Af=0 an und setzen dabei der Kürze wegen: 


Jetzt besteht die Gleichung: 
(7) XKAN)-ARN--(&,+n,+8)-Af, 
und es ist daber in unserem Falle: 

tn, + +4r=0, 


was wieder heißt, daß die Größe: X (log M) eine Lösung von: Af=0 
darstellt, sobald M einen Multiplikator von: AÄf= 0 bezeichnet: 


A(XlogM)=0. 


Indem wir dieses Resultat mit früheren Ergebnissen (vgl. Satz 6) 
zusammenfassen, können wir sagen: 


Kap. I; Nr. 28—30. Verwert. e bek. inv. Flächenintegr. 689 
Satz 9. Wenn die Ausdrücke: 


7? 7 0 
Af=az a Eee Enz 





(wie in den vorhergehenden Eintwickelungen) in der Beziehung: 


AN -ZAN- &,.+n,+r5)-Af 
stehen, so liefert jede Lösung v von: Xf=0 den Multiplikator: Av von 
Xf=0; und jeder Multiplikator M von: Af=0 ergibt eine Lösung, näm- 
lich: X (log M), vn: Af=0. 
Setzen wir in der Identität (7): 
ARZNM-XAN=- &+m,r+r5)-Af 
f gleich log M und bemerken dabei, daß A (X (log M )) verschwindet, [397 
so erhalten wir die Gleichung: 
X(Adog M) + &, +7, +8). AlogM) = 0, 
die aussagt, daß A(log M) einen Multiplikator von: Xf= 0 darstellt, 
wenn M einen Multiplikator von: Af= 0 bezeichnet. Unter dieser 
Voraussetzung besteht aber die Gleichung: 
AlogM)+,+ß,+7,=%, 
und also ist die Größe: @«, + P,-+ 7,, die wir immer aufstellen können, 
‚ein Multiplikator von: Xf=(0. 
30. Um die Wichtigkeit des hiermit gefundenen Resultates her- 


vorzuheben, formulieren wir es als Theorem. 


Theorem III. Bleibt das Flächenintegral: 














Sy (a, 9 2, p, Q) dx dy 
‚invariant bei der infinitesimalen T , 5 
ir 
X f= 5 er Br + aus 02’ 


‚so ist es möglich, einen a a Gleichung: Xf=0 zu finden. 
‚Ergeben nämlich die Gleichungen: 


pt, Y,?,P; )=0, Ep+tng—-$=0 
durch Auflösung: p= P(x, y, 2), q= Q(x, y, 2), und setzen wir: 


)_. ge a(, 9, 2), (2) _, rg B(z, 3, 2), 
Bee 


Dso ist die Größe: @,+ ß,+ Y, ein Multiplikator von: Xf=V. 


 Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen Bd. VI 44 





2%€ y(®, Y 2), 
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Ist die Gleichung: p = 0 linear in p und q: 


g=4Ap+Bqa-6, 
und die Determinante: 
AB, 
sn 
so werden unsere Betrachtungen hinfällig. Ist dagegen p linear in p 
und q, die obenstehende Determinante aber nicht gleich Null, so erhalten 
wir einen wirklichen Multiplikator von: Xf =. 

Ist die Größe g nicht linear in p und q, so sind die durch Auf- [398 
lösung der Gleichungen: = 0, &p +nq — &= 0 hervorgehenden Werte: 
p= P(a,y,2), q= (a, y, 2) im allgemeinen mehrdeutige Funktionen 
von x, y,2; alsdann wird auch der Multiplikator: @,+ P,+y, im all- 
gemeinen eine mehrdeutige Funktion von x, y, 2 innerhalb eines Bereiches 
darstellen, in dem sich &, n, &, ... regulär und eindeutig verhalten. Im all- 
gemeinen finden wir daher mehrere Multiplikatoren von: Xf = 0 und dem- 
entsprechend durch Division zweier Multiplikatoren eine Lösung von: 
Xf=0, deren Integration im ungünstigsten Falle eine Quadratur ver- 
langen wird. 

31. Das eben aufgestellte Theorem wird, wie wir ardräckic 
bemerkten, hinfällig, wenn g linear in » und q ist und überdies die 
spezielle Form: 
y=olip+tng)+te 
besitzt. Stellen wir uns daher direkt die Frage, welchen Vorteil wir 
in diesem speziellen Falle aus der bekannten Integralinvariante ziehen 
können. | 

Daß dieser Fall wirklich eintreten kann, erkennen wir leicht. Sind 
nämlich: u(z, y, z) und v(x, y, 2) zwei Belebige Lösungen von: Xf=(, 
so ist, wie wir früher sahen, das Integral: 


| 


Iu,+pu, v,+pv, 
| » ap 











oder, ausführlicher geschrieben, das Integral: 


Iu,v,| ‚u, v = 
I. Bas oı, 
u, ® 


4%, vd 


UV, 





| da.ay 











eine Invariante gegenüber X, und hier besteht wirklich eine Relation 
von der Form: 
op +nd— 9). 


Es verdient daher wohl der besprochene Ausnahmefall eine be-f 
sondere Diskussion. ij 
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Ist: 
JAp + Bq— O)dxdy 
eine Integralinvariante der Transformation Xf, und verschwinden dabei 
nicht alle zweireihigen Determinanten der Matrix: 


ABC 399 
(M) | 











‘so können wir durch eine passende Vertauschung der Koordinaten 
x, y, 2 immer erreichen, daß: 


AB 
57 
ist. Wir brauchen uns daher nur mit der Annahme zu beschäftigen, 


daß alle zweireihigen Determinanten der Matrix (M) verschwinden, 
und daß dementsprechend: 


gp=4Ap+Bqa-C=olp+ng-$) 


Er 









r Tragen wir diesen Wert von g in die fundamentale Gleichung: 
X p+(&,+P&,+n,+an)9 0 
‘ein, so erhalten wir die Relation: 
| Xo.(&p+tng— HD) +o(pX&+gXn— Xd)+ 
+os(&,+P&—- Pt P&) am tm) + 


+ onl&,+0&—pl&,+ 48) — am. + an)} + 
+(&,+p&,+n,+anJ)e@p+tng—H)-0 


und schließlich die Gleichung: 
Erd NIX) + & +n,+3)e}=0, 


‚die aussagt, daB © einen Multiplikator von: Xf= 0 darstellt. 

Es ist uns also gelungen, die früheren. Ergebnisse zu vervoll- 
ständigen, und wir können dementsprechend das folgende 'Theorem 
aufstellen: 


Theorem IV. Kennen wir ein Flächenintegral erster Ordnung: 
[v(% 9 p, Ndxdy, 

das bei der [infinitesimalen] ui : 

xf=82 Ep +9 nt r EN nel 


nvariant bleibt, so ist es immer möglich, einen Multiplikator der Glei- 
44* 
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chung: Xf=0 zu finden. Geben die Regeln des Theorems III, auch 
nach Vertauschung der Buchstaben x, y, 2, keinen Multiplikator von: 
Xf=0, so ist p linear in p und q und besitzt überdies die Form: 


g=o(pr-+tnd—d), [400 


und dann stellt o selbst einen Multiplikator von: Xf=U dar 
Ist andererseits M ein beliebiger Multiplikator von: Xf=0, so ist: 


f Mer + na — Hdxay 


immer eine Integralinvariante von: Xf. 


Die Jacobische Multiplikatortheorie einer Gleichung: 
ir Tas I Ö 


ordnet sich somit in gewissem Sinne als ganz speziell unter die Theorie 
der invarianten Flächenintegrale. 

32. Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse von den Untersuchungen | 
dieses Kapitels zum folgenden Theoreme zusammen: 


Theorem V. Kennt man ein Flächenintegral: 
[»(&, 9 »», dxay, 


das bei der infinitesimalen Transformation Xf invariant bleibt, so läßt. 
sich dieser Umstand immer für die Integration der Gleichung: Xf=0 
ver werten. | 

Der ungünstigste Fall ist der, daß p die Form: 


g=o(p+ng— 


besitzt; alsdann ist o ein Jacobischer Multiplikator von: Xf=0, und, 
da andererseits das Integral: | 


[Mer + ng — Hdxdy 


immer invariant bleibt, wenn M einen Multiplikator von: Xf=0 be- 
zeichnet, so leistet das bekannte Flächenintegral im vorliegenden Falle nur 
die Destimmung der letzten Lösung durch Quadratur. N 
Besitzt p nicht die Form: o(&p +nq — 8), so können die Glei- 
chungen: 
9% y2D9)-0, Eprng—g=0 


jedenfalls nach einer passenden Vertauschung der Größen 2, y, & nach 
p und q aufgelöst werden: f 


27 Pie, Y, 2), ae o(«, Y, 2). 
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Setzt man dann: 
(P,)r=Bra=a=&, (Po=rg2a=ß, eP+ßQ=y7, [401 


so ist die Größe: «,+ Be y. immer ein Jacobischer Multiplikator der 
Gleichung: Xf=0. Alsdann ist ferner die totale Differentialgleichung : 


de — Pa, Y, 2)da ws: az, Y; 2)dy 0 


integrabel, und ihr Integral u(x, y, 2) ist immer eine Lösung von: Xf= 0, 
deren fehlende Lösung sodann durch Quadratur gefunden wird. 

Ist p nicht linear ın p und q, so sind P und Q sowie «, ß, y im 
allgemeinen mehrdeutige Funktionen von x, y, 2, und dann gibt die Formel: 
@„+ ß,+ y, mehrere Multiplikatoren von: Xf = 0, deren Integration in 
diesem Falle nur ausführbare Operationen verlangt. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall, wenn eine Relation von 

‚der Form: 
ep+ßga—y= sp -+nga—d) 


‚besteht; alsdann ist nämlich 6 ein pur und &,-+ ß,+ y,: 6 eine 
Lösung von: Xf =. 


In ganz analoger Weise ließe sich nun die Frage behandeln, wie 
‚sich die Integration einer Gleichung: Xf= 0 TerDUEche wenn man 
‘von vornherein ein Kurvenintegral: Sue, y, 2,y z’)dx kennt, das 
Xf gestattet. 


Kapitel II. 


Die größtmögliche Verwertung bekannter Integralinvarianten. 





33. Im vorigen Kapitel behandelten wir die Frage, wie sich die 
Integration der linearen partiellen Differentialgleichung: 


| 0 d 
0 = &(z, y, 2) 7 + 9% Dr + &(@, 9, 2)7- = =Xf 


‚vereinfacht, wenn eine Integralinvariante erster Ordnung der infini- 
tesimalen Transformation Xf: 


ie) Sp (& 9 2 p)de dy 


zufälligerweise von vornherein bekannt ist. Es gelang uns, mehrere 
"schöne Resultate abzuleiten, aus denen hervorging, daß man das Vor- 
'handensein einer solchen Invariante immer für die Integration der 
Gleichung: Xf= 0 verwerten kann. In gewissen speziellen Fällen [402 
"war es überdies möglich, zu beweisen, daß unsere Sätze den größtmög- 
lichen Vorteil aus dem betreffenden Umstande zu ziehen gestatteten. 
Aber in voller Allgemeinheit haben wir noch nicht genau festgestellt, 
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welche Vereinfachungen sich aus dem Vorhandensein einer bekannten 
Integralinvariante (1) erster Ordnung ergeben. 

Meine allgemeine Invariantentheorie gestattet nun, nicht allein das 
soeben bezeichnete Problem, sondern überhaupt jedes derartige Problem 
definitiv zu erledigen. 

34. Um die Sprache zu erleichtern, beschränken wir uns vorläufig 
auf das folgende Problem, das schon einen sehr allgemeinen Charakter 
besitzt: 

Wie vereinfacht sich die Integration der linearen un Diffe- 
rentialgleichung: 


0=5,(%5---; In, Ay a + Bi 2) 
+94 EN = Xxf, 


m 


wenn eine Integralinvariante: 


02, 0°2, ) 
2 ee ha ey a da, das:..dı, 
Ist REEL EEE mot" ı 8%: 
der infinitesimalen Transformation Xf von vornherein bekannt ist? 


Denken wir uns für einen Augenblick, daß wir die endlichen 


Gleichungen: ‚ | 
1, = ul, Ins Air m c) Rh. 
’ 
° 


9 VE, Km A1r 9 im c) Ge } 


der eingliedrigen Gruppe X/ schon kennen, so wissen wir, wie sich | 
und X/f bei Einführung der neuen Veränderlichen x’, 2’ verhalten. Es 
bleibt ja X/ invariant, während @ mit einem Faktor reproduziert wird, 
und es besteht dementsprechend die Gleichung: | 


KAG ep oe rl u: 


(2) wi 
| 2260). 


0x, 
wo: 
di) _ du, Som 0m 
Ei. Prerr 
ferner: [403 


2 Sul) + en) Dun DE + 
J J i i j j 


Wir werden zeigen, daß alles darauf beruht, ob die Transfor- 
mationen der eingliedrigen Gruppe Xf die einzigen sind, die unsere 
Gleichungen (2) und (3) erfüllen, oder nicht. Im ersten Falle können 
wir zeigen, daß die Integration der Gleichung: Xf= 0 nicht einmal 
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Quadraturen verlangt, sondern durch ausführbare Operationen ge- 
leistet werden kann. 


35. Gibt es noch weitere Transformationen: 
2, = 402), = V,(m 2), 


die unsere beiden eh (2) und (3) erfüllen, so zeigt 

die Form dieser Bedingungsgleichungen, daß alle diese Transfor- 

mationen eine Gruppe bilden, die unter Umständen gemischt sein 

kann, dann aber eine invariante kontinuierliche Untergruppe @ enthält. 
Rechnerisch gestaltet sich alles in der folgenden Weise. 
Betrachtet man in den beiden Gleichungen: 


02, 


(2) e(a,, es . ae ze) s 
2) IE) + Del, 2) ED + DI 2 


die Größen x; und z; als unbekannte Funktionen der x und 2, und 
erteilt man in der letzten Gleichung der Größe f nach und nach die 
Werte: a1, ..., &, £» ---» 2m, so erhält man eine Reihe partieller 
Differentialgleichungen, die alle &’ und 2’ als Funktionen der 
x und 2 bestimmen. Diese Differentialgleichungen liefern 
geradezu, was ich die Definitionsgleichungen der endlichen 
 Transformationen der gesuchten Gruppe @ zu nennen pflege. 

Hier geht nun das allgemeinste Lösungssystem: X,» -, In» u> ==> Im 
aus einem speziellen Lösungssystem: &,...,2,, 21, ..-,2„ durch Glei- 
chungen hervor: 


f [4 ’ 14 14 [4 (4 4 "6 
Ed DIE JPRREPE ARE SURERe 2); d, = D,(t, RE PEST EEE, 2m); 


die eine Gruppe, und zwar die Gruppe @ bilden. 
Daher lassen sich unsere Differentialgleichungen auf die Form: [404 
7 (4 [4 " 0x 02] 
eB [&; EZ, PER er da en) =. B (9,2) 
bringen, wo die L, Differentialinvarianten der Gruppe @ be- 


zeichnen und überdies ein volles System von Differential- 
invarianten bilden. 


36. Die Integration der Gleichungen: L,= B, wird aber in be- 
kannter Weise von der Gruppe @ beherrscht. 

Sind die endlichen Transformationen der Gruppe Xf die einzigen 
Transformationen, die unsere Forderungen erfüllen, anders ausgesprochen: 
umfaßt die Gruppe @ keine anderen Transformationen als die endlichen 
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Transformationen der eingliedrigen Gruppe X, so befinden sich unter den 
Differentialinvarianten L, insbesondere m +n— 1 von nullter Ordnung: 


(£ [£ (& 7 Se 
N BE (@=1,...,m+n-1), 
nämlich die Lösungen der Gleichung: 


4 ä : £ of VE, of 
VE TH C HERerE ME HERR 0) PACHT DE ah) 


Aus den Gleichungen: Z,— B, leitet man daher (durch Elimination 

aller Ableitungen der x’ und z’ nach den x und 2) m+n—1 Glei- 
. 74 G [7 G 

chungen zwischen! 2, ,...,2%.,4,-.:.50, und @,,..,02.2..,2 er 


m 
2,(8,2,207,2)=0. 


Diese Gleichungen bestimmen direkt alle Bahnkurven der 
infinitesimalen Transformation Xf, weil sie alle oo! Lagen «’, z’ 
liefern, die zu einer beliebigen Anfangslage x, z gehören. 


37. Setzen wir sodann voraus, daß die Gruppe @ nur zwei in- 
finitesimale Transfurmationen enthält, nämlich Xfund Yf. Dann bilden 
die Gleichungen: 

XIV 
ein vollständiges System mit m + n — 2 oder gar m+n—1 Lösungen: 


L,(@, 2), 


die als Differentialinvarianten nullter Ordnung der Gruppe @ zu be- 
trachten sind. Unter den Gleichungen: Z,= B, befinden sich daher 
sicher alle von der Form: [405 


L,@,2)=La2. 
Diese Gleichungen, oder ein damit äquivalentes Gleichungssystem: 
We, 8,%, 2) — 0 


finden wir, indem wir aus den Gleichungen: Z,= B, alle Ableitungen 
der x und z’ nach den x und z durch Elimination wegschaffen. Er- 
teilt man in dem hiermit gefundenen Gleichungssystem: W,—= 0 den 
x und 2 feste Werte, so erhalten wir im Raume «/, 2’ im allgemeinen 
ein zweidimensionales Gebiet, das oo! Bahnkurven von Xf enthält. 
Diese Bahnkurven findet man sodann durch Quadratur. 


38. Unter allen Umständen findet man die endlichen Gleichungen 
der Gruppe @ durch Integration von Hilfsgleichungen, deren Anzahl 
und Beschaffenheit in der von mir längst angegebenen Weise durch 
die Gruppe @ bestimmt ist. Nachdem hiermit die endlichen Glei- 
chungen der Gruppe @ gefunden sind, bestimmt man insbesondere die 
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endlichen Gleichungen der Untergruppe Xf, gleichzeitig also die Bahn- 
kurven von Xf. Hierzu ist es, wenn die Gruppe nur eine be- 
grenzte Anzahl Parameter enthält, nur notwendig, gewisse 
Quadraturen auszuführen. Dies folgt unmittelbar aus meinem all- 
gemeinen Satze, daß man, sobald die endlichen Gleichungen irgend 
einer kontinuierlichen endlichen Gruppe gefunden sind, immer die end- . 
lichen Gleichungen jeder Untergruppe, insbesondere auch die Bahn- 
kurven jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe, durch Aus- 
führung gewisser Quadraturen finden kann. 


39. Setzen wir jetzt voraus, daß die Gruppe @ unendlich ist, und 
daß wir schon ihre endlichen Gleichungen durch Integration der er- 
forderlichen Hilfsgleichungen gefunden haben. Wir werden zeigen, daß 
dann die Bestimmung der Bahnkurven von Xf nur gewisse Quadra- 
turen verlangt. 


Ist die Gruppe @ intransitiv, so findet man die Invarianten nullter 
Ordnung dieser Gruppe durch Elimination. 


Wir können ferner ohne Integration alle endlichen Transfor- 
mationen des Raumes z, 2 finden, die mit allen Transformationen der 
Gruppe @ vertauschbar sind. Diese neuen Transformationen bilden 
ihrerseits eine Gruppe I, die X/ umfaßt. Wenn die Gruppe @ un- 
_ endlich und transitiv ist, muß die Gruppe I’ intransitiv sein. Ihre [406 
Invarianten nullter Ordnung, die eo ipso Lösungen von: 
 Xf=0 darstellen, werden ohne Integration gefunden. 


Wir kennen nun alle Invarianten nullter Ordnung der Gruppe @ 
und ebenfalls alle Invarianten nullter Ordnung der Gruppe I. Daher 
findet man ohne Integration alle Invarianten derjenigen 
Gruppe 9, die aus den gemeinsamen Transformationen der 
Gruppen G@ und I’ besteht. Gleichzeitig findet man die endlichen 
Gleichungen der Gruppe g, deren Transformationen paarweise mit 
einander, also auch mit Xf vertauschbar sind. Sodann findet man 
die noch fehlenden Lösungen der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung: Xf=0 durch gewisse Quadraturen, die von 
einander unabhängig sind. 

Alles beruht somit auf der Bestimmung der endlichen Gleichungen 
der Gruppe @. Sind die Transformationen dieser Gruppe gefunden, so 
verlangt die Integration von: Xf=0 jedenfalls nur .gewisse Quadra- 
turen. 

Wir behalten uns vor, die hier in knapper Form skizzierte Er- 
ledigung des gestellten Problems gelegentlich ausführlicher darzustellen 
und gleichzeitig durch Beispiele zu illustrieren. 
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40. Es ist leicht, zu sehen, daß die hier entwickelten allgemeinen 
Theorien sich ohne weiteres nach mehreren Richtungen verallgemeinern 
lassen. 

Man kann zum Beispiel annehmen, daß gewisse infinitesimale 
Transfurmationen: X,f, Xsf,. - -, X,f vorliegen, die ein vollständiges 


System: 
X.f-0 XI 0,5270 


bestimmen, und daß man gewisse gemeinsame Integralinvarianten: 


Soda, [pdo,, a [p,do, 


aller Xf von vornherein kennt. Man kann fragen, welche Verein- 
fachungen in der Integration des vollständigen Systems sich aus diesem 
Umstande ergeben. 

Oder man kann annehmen, daß ein vollständiges System: X, f=(0),..., 
X,f= 0 zur Integration vorliegt, und daß gewisse gemeinsame Integral- 
invarianten und zugleich gewisse gemeinsame Differentialinvarianten 
aller X,/ von vornherein bekannt sind. In jedem einzelnen Falle ge- 
stattet meine allgemeine Invariantentheorie, genau zu entscheiden, [4:7 
wie sich die vorliegenden Umstände für dıe Integration des vollständigen 
Systems verwerten lassen. 

Man kann endlich annehmen, daß es sich darum handelt, ein ge- 
wisses vollständiges System: X,f =(,..., X,f=0 mit gewissen be- 
kannten infinitesimalen Transformationen: Y,f, Yaf, -.. und gewissen 
bekannten Integral- und Differentialinvarıanten, sowie gewissen inva- 
rianten Systemen von Differentialgleichungen zu integrieren. Meine 
Invariantentheorie erledigt jedes derartige Problem in definitiver Weise. 

Mit verschiedenen speziellen Problemen von dieser Beschaffenheit 
habe ich mich schon längst eingehend beschäftigt. Hierher gehört 
zum Beispiel meine Integrationstheorie einer Gleichung: Af= U mit 
einem bekannten Multiplikator und bekannten infinitesimalen (oder 
endlichen) Transformationen. 


41. Wir unterlassen nicht, ausdrücklich darauf hinzuweisen, daß 
die vorangehenden Entwickelungen implizite ein interessantes Problem 
erledigen, nämlich die Bestimmung aller Transformationen, bei denen 
ein vorgelegtes Integral, oder mehrere derartige Integrale, beziehungs- 
weise Differentialausdrücke oder Gleichungen invariant bleiben. 

Wünscht man zum Beispiel alle Transformationen des Raumes 
x,y,z2 zu finden, bei denen ein Flächenintegral erster Ordnung: 


Ip, Yy,2,Pp, q)dady 
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invariant bleibt, so bildet man die Gleichung: 





(7,9%, 2,2, 
p(t, y, 3 p, g) I a Er ; 


SE) 


Ersetzt man hier die Größen p und q durch ihre Werte als Funk- 


tıonen von: are 23 


P, 9; dx’ oy’ a RN 
so erhält man die Definitionsgleichungen der allgemeinsten Gruppe @, 
deren Transformationen das vorgelegte Integral invariant lassen. 
42. Im allgemeinen ist es vorteilhaft, zunächst die infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe G zu suchen. Zu diesem Zwecke 
bildet man die Gleichung: [408 


Xy+&,+m,+tp,+m)9a-0 
und verlangt, daß sie in » und g identisch bestehen soll). 


Kapitel IV. 
Integralinvarianten der Berührungstransformationsgruppen. 


43. In diesem Kapitel dehnen wir den Begriff Integralinvariante 
auf Berührungstransformationsgruppen aus. Um die Sprache und die 
Formeln zu vereinfachen, beschränken wir uns auf Transformationen 
in 2,%,2,2,9. Die Ausdehnung auf n Dimensionen, wie die Be- 
schränkung auf verkürzte Berührungstransformationen (das heißt, auf 
Transformationen in: &,,...,2,5P1 ---,2„) bieten keine Schwierigkeiten. 

Wir bezeichnen die infinitesimalen Transformationen einer vor- 
gelegten Berührungstransformationsgruppe des Raumes x, y, z mit dem 


Symbol: ’ 


[wi wWi=&f 


und ein invariantes Flächenintegral zweiter Ordnung dieser Gruppe sei: 


EL 
| x 


—— | 
EIE Y,2,P, 4,7, 5, {) . Be | dudv, 


Y 


wo die Parameter «, v nicht transformiert werden, während «', x,, y', Y, 





1) Herr Carda, der meine Theorien bei mir in Leipzig studiert hat, be- 
stimmte neuerdings alle Punkttransformationen des Raumes x, y, 2, bei denen 
das Integral: 





SVERR Fein 


der Flächenräume invariant bleibt. Die obenstehende Theorie gibt eine einfachere 
Erledigung dieses Problems. 
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wie früher die partiellen Ableitungen von x und y nach u und v be- 
zeichnen. 
Setzen wir nun: 


ey er: 
x, Yy,| 
so kommt: 
_ IWW a 
a una, 
und bei Benutzung der Symbole: | [409 


8,+9,pr+P®,r+Pd,s= AB, 


®,+®,r+9®,s+ Dt = B® 
ergibt sich: 
X(A)= {A(W,) + B(W)}S; 


und dementsprechend wird & durch die Gleichungen bestimmt: 
X(2)+(AW,+BW)2=0. 
Bei unserer infinitesimalen Transformation Xf erhalten r, s, t In- 


kremente: öor= 060, ds=0odon, dt=rdw, 


die in bekannter Weise gefunden werden. 


44. Wir bilden die infinitesimale Transformation: 

[WFI— Wi. + of, + 0f,+ fı— (AW, + BW) RL = Uf 
und bemerken, daß diese Transformation in den Veränderlichen: x, y, 2, 
?,9,r,8,t und 2 nicht allein die beiden Gleichungssysteme: 


de — pdx — gqdy=0 
und: 


dz— pdz — qdy=O,dp—rde— sdy=0, dg— sde —tdy=0, 
sondern zugleich die Gleichung: 
2 — R%2,y,294,r,s,0d=0 
invariant läßt. Men) 


Sind daher U,f und U,f zwei derartige Transformationen mit den 
charakteristischen Funktionen W, und W,, so läßt auch die Trans- 


formation: ud, N) - TUN) 
jedes einzelne unter den drei obenstehenden Gleichungssystemen in- 


varlant, und es besitzt daher diese Transformation: U(d,f) - TU, f)) 


eine ganz ähnliche Form wie U,f und T,f; ihre charakteristische 
Funktion ist nach meinen Regeln die Größe: 


[mw] - wer we. 


1 0 


{ 
4 
| 
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45. In dieser Weise erkennen wir, daß alle Uf, die zu der vor- 
gelegten Berührungstransformationsgruppe gehören, eine erweiterte 
Gruppe in den Veränderlichen x, y, 2, ?, ..., & bilden. [410 

Hat diese erweiterte Gruppe Invarianten ®, die nicht sämtlich 
von 32 frei sind, und findet man durch Auflösung einer Gleichung: 

D(a,...,2)= a = Const. 
für & den Wert: 
2= 2a, y,2,9, 9,7, 8, t), 


SRdray 


ein invarlantes Flächenintegral zweiter Ordnung unserer Berührungs- 
transformationsgruppe. | | 

In ganz analoger Weise bestimmt man alle invarianten Flächen- 
integrale von dritter und höherer Ordnung. Man übersieht ohne 
weiteres, wie sich die in den früheren Kapiteln I und III aufgestellten 
allgemeinen Theoreme auf Berührungstransformationsgruppen ausdehnen. 

Ein besonderes Interesse bietet die Anwendung dieser Theorien 
auf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, auf kanonische 
Systeme, und so weiter. 


so Ist: 


XXIX. 


Über Integralinvarianten und Differentialgleichungen‘). [ı 


Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse. 1902. No. 1. 608. gr. 8°. 
Aus dem Nachlaß herausgeg. von Alf Guldberg und Carl Störmer. 


1. In zwei Abhandlungen, die in den Leipziger Berichten?) er- 
schienen sind, habe ich wichtige Beiträge zu der schon früher von mir 
gestreiften, allgemeinen Theorie der Integralinvarianten geliefert. In der 
ersten Arbeit, die zunächst dem allgemeinen Begriffe der Integral- 
invarianten und dem Zusammenhang dieses Begriffes mit meiner 
Theorie der kontinuierlichen Gruppen und der Differentialinvarianten 
gewidmet war, sah ich mich dazu veranlaßt, das Abhängigkeitsverhält- 
nis zu betonen, in dem die Arbeiten anderer Mathematiker über diesen 
Gegenstand zu meinen älteren Arbeiten stehen. In der zweiten Ab- 
handlung beschäftigte ich mich mit der Verwertung bekannter In- 
tegralinvarianten für die Integration vorgelegter Differen- 
tialgleichungen und insbesondere für die Reduktion einer gegebenen 
kontinuierlichen Gruppe auf ihre Normalform. 

In dieser dritten Abhandlung beschäftige ich mich wiederum mit 
der Bedeutung der Integralinvarianten für die allgemeine Theorie der 
Differentialgleichungen, und zwar zerfällt diese Arbeit in mehrere Ab- 
schnitte, in denen ein lehrreiches Beispiel von sehr allgemeinem 
Charakter im einzelnen durchgeführt wird. Gelegentlich gebe ich auch 
theoretische Entwickelungen, welche die allgemeine Theorie der In- 
tegralinvarianten fördern sollen. 


2. Der Zweck dieser Untersuchungen ist eigentlich ein doppel- [2 
ter. Einerseits bietet die Theorie der Integralinvarianten an sich ein 
so großes Interesse, daß eine ausführliche Darstellung dieser Lehre als 
zweckmäßig, ja notwendig betrachtet werden muß. Andererseits ist wohl 
zu beachten, daß die Theorie der Integralinvarianten im höchsten Maße 
dazu geeignet ist, besonders lehrreiche Illustrationen zu meinen allge- 
meinen Integrationstheorien zu liefern. 


1) Die Theorien dieser Abhandlung entwickelte ich im Sommersemester 1897 
in meinen Seminarvorlesungen an der Universität Leipzig. S. Lie. 
2) Leipziger Berichte Mai und Juli 1897 [hier Abh. XXVII und XXVIII]. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 
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Seit dem Anfange der siebziger Jahre habe ich eine Reihe funda- 
mentaler Integrationstheorien entwickelt, in denen ausgedehnte Katego- 
rien von Differentialgleichungen durch rationelle gruppentheoretische Me- 
thoden erledigt werden, die mit Lagranges, Abels und Galois Be- 
handlung der algebraischen Gleichungen durchgreifende Analogien dar- 
bieten. Diese meine allgemeinen Untersuchungen, in denen 
viele spezielle Resultate meiner Nachfolger antizipiert wor- 
den sind, haben noch nicht die allgemeine Beachtung gefun- 
den, die sie entschieden verdienen. Es beruht dies wahrscheinlich 
in erster Linie darauf, daß meine Theorien fast immer in abstrakter 
Form entwickelt worden sind!). Darum versuche ich jetzt, wie auch in 
früheren Publikationen, lehrreiche und interessante Beispiele zu 
meinen allgemeinen Theorien im einzelnen durchzuführen. Schließlich 
wird es mir wohl einmal gelingen, der mathematischen Welt klar 
zu machen, daß gerade die Differentialgleichungen dasjenige 
Gebiet liefern, innerhalb dessen die kapitale Bedeutung 
meiner Gruppentheorie sich am stärksten geltend macht. Es 
ist eben ein charakteristisches Merkmal der Gruppentheorie, daß sie 
einerseits schwierige Probleme erledigt, und daß sie andererseits genau 
feststellt, was unter gegebenen Voraussetzungen geleistet 
werden kann. 

Vielleicht kann es nützlich sein, ehe ich den speziellen Gegen- 
stand dieser Abhandlung in Angriff nehme, auf einige unter meinen 
allgemeinen Integrationstheorien hinzuweisen. 


3. Die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung (n—g)-ter 
Ordnung in den Veränderlichen x und y kann bekanntlich immer auf 
die Erledigung eines g-gliedrigen vollständigen Systems: 


(1) Xf=d, %f=0,..., X,f=-V 


in n unabhängigen Veränderlichen: x,, %, . . ., %, zurückgeführt werden, 
und dabei läßt sich immer erreichen, daß die Klammerausdrücke: [3 
X,X,f— X,X,f sämtlich identisch verschwinden. 

Man weiß andererseits, daß die Integration eines g-gliedrigen voll- 
ständigen Systems (1) mit n unabhängigen Veränderlichen: &,,..., =, 
sich auf die Erledigung einer gewöhnlichen Differentialgleichung (n—g)-ter 
Ordnung zurückführen läßt; und dabei liegt es in der Natur der Sache, 





1) Einige unter meinen Schülern finden es zweckmäßig, diejenigen unter 
meinen Integrationstheorien, die aus den Jahren 1870—1882 herrühren, einfach zu 
ignorieren. Es ist aber und bleibt ein geschichtliches Faktum, daß nicht allein 
die Begründung der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, sondern auch die all- 
gemeine Verwertung dieser Theorie für Differentialgleichungen von mir herrührt. 
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daß diese Hilfsgleichung (» — g)-ter Ordnung im allgemeinen keine 
speziellen Eigenschaften besitzt, aus denen sich eine Vereinfachung ihrer 
Integration herleiten ließe. 

Ganz anders kann die Sache stehen, wenn ein vollständiges System: 


Xf=0, Kf=0, Xf=V0 (2; U, %,) 


zur Integration vorgelegt ist, und man von vornherein gewisse 
spezielle Eigenschaften dieses vollständigen Systems schon 
kennt. 

Ganz besonders eingehend habe ich mich!) in den Jahren 1872 
und 1874 mit der Annahme beschäftigt, daß gewisse infinitesimale 
Transformationen: Yıf, Y5f, -.., Y,f, die das vollständige System 
invariant lassen, und andererseits gewisse Lösungen des vollständi- 
gen Systems von vornherein bekannt sind. In den eben zitierten Ar- 
beiten aus den Jahren 1874 und 1832 gab ich die definitive Erledigung 
des eben formulierten Problems, und zu dieser weittragenden 
Theorie konnten spätere Arbeiten anderer Mathematiker 
nach der Natur der Sache keine neuen und wesentlichen Bei- 
träge hinzufügen?). 

4. Wir können ferner annehmen, daß r unabhängige infinitesimale 
Transformationen: X,f, Xaf, ..., X,f vorgelegt sind, die Relationen 
von der Form: 


RX XXI Doxf (ins = Const,) 


erfüllen, und daß man alle Lösungen des Gleichungssystems: 
(2) Xf= 0, X,f= 0, 


anders ausgesprochen, alle Invarianten: U(z,, %,..., x,) der r-gliedri- 
gen Gruppe: X,f, .-., X,f bestimmen will. 

Befinden sich unter den Gleichungen (2) etwa q unabhängige, so 
bilden diese g Gleichungen: | 


Sr=0,..,X%f-0 a 


ein vollständiges System, dessen n — q Lösungen gerade die gesuchten 


1) Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872 und 1874. Math. Ann. Bd. XI. 
Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1882. [D. Ausg. Bd. III, Abh. V, XII, XIV; 
Bd. IV, Abh. III; Bd. III, Abh. XXXVII-XL; Bd. V, Abh, VIII] Ein Resume dieser 
Theorien findet sich in Math. Ann. Bd. XXV [hier Abh. Ill]. 

2) Meine Nachfolger und Schüler haben einige neue Anwendungen meiner 
Integrationstheorien geliefert. Es scheint aber ihrer Aufmerksamkeit entgangen zu 
sein, wie minimal die verbindende Brücke ist. 


le ee a ne ni ul a u nd 
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Invarianten liefern. Will man nun die Integration dieses vollständigen 
Systems in rationeller, das heißt, in einfachst möglicher Weise durch- 
führen, so muß man in erster Linie untersuchen, ob infinitesimale 
Transformationen Yf vorhanden sind, die mit allen r Transformationen: 
X,f, ---, X,f vertauschbar sind. Gibt es keine derartigen Trans- 
formationen Yf, so kann die Integration des vollständigen Systems: 
Xf=0,..., X,f=0 durch ausführbare Operationen geleistet werden. 
Sind dagegen infinitesimale Transformationen Yf vorhanden, die mit 
allen X,f vertauschbar sind, so bilden alle Yf ihrerseits eine kon- 
tinuierliche, endliche oder unendliche Gruppe, und es ist die Zusam- 
mensetzung dieser Gruppe Yf, die das vorliegende Integra- 
tionsproblem. beherrscht. 


5. Es kann vielleicht nützlich sein, daß wir in aller Kürze daran 
erinnern, wie wir dieses Problem auf das zuerst besprochene Problem 
zurückgeführt haben. 

Sind: X,f, -.., X,f r unabhängige infinitesimale Transformationen 
der vorgelegten Gruppe, so können wir immer annehmen, daß wir eine 
kanonische Form dieser Gruppe: 





[4 [4 [4 & ) 
Xr=- SE, RACE, %,) ern 


und gleichzeitig die reziproke Gruppe: 
’ "if [4 4 1%) 
Yf-Zm@ .%,) 


der letzten Gruppe kennen. 
| Unser Problem deckt sich sodann mit der Reduktion der vorge- 
legten Gruppe: X,f, ..., X,f auf ihre kanonische Form und findet da- 
her seinen analytischen Ausdruck in den r Gleichungen: 


Xf=Xf, 





oder eigentlich in den r.n Gleichungen, die hervorgehen, wenn für f 
nach und nach: x), %,, ..., &, gesetzt wird. Hiermit erhalten wir ein 
System partieller Differentialgleichungen: 


‚ r 2 
ACH LE RE A 7 


n) 0x,’ .. ) u 0) (k=1,2,3,...), 


dessen allgemeinste Lösungen: Yy,, Y5, -. -, Y, aus einem speziellen [5 
Lösungssystem: z/,...., &, durch bekannte Gleichungen: 


Y; a 9,(%, ... De; b,, rg .) 


hervorgehen, die eine Gruppe, und zwar gerade die kanonische reziproke 


Gruppe bilden. Nachdem wir aber unser Problem auf diese Gestalt 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 45 
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gebracht haben, können wir es in bekannter Weise auf die Form einer 
linearen partiellen Differentialgleichung: Af= 0 bringen, deren Charak- 
teristiken von einer einfach transitiven Gruppe transformiert werden, 
die mit der Gruppe Y,f gleichzusammengesetzt ist. 

Bestehen Gleichungen von der Form: 


ul Dar rer PX,f W+h=gtl,..n), 
sowie die analogen Gleichungen: 


BR EL CP: En 7 
so kann man: 


Pri(R) = Pr:l®) 


setzen und findet hiermit unter allen Umständen ohne Integration ge- 
wisse endliche Relationen zwischen den x und «.. 

Reduziert sich insbesondere die reziproke Gruppe Y,f auf die iden- 
tische Transformation, so leistet das Gleichungssystem: ,,(#) = 9,,(#') 
unmittelbar die Überführung der Gruppe: X,f, ..., X,f auf ihre kano- 
nische Form, gleichzeitig also die Erledigung des vorliegenden Problems. 


6. Wir denken uns wiederum, daß ein vollständiges System: 
Xf=0,..,Xf=0 


zur Integration vorgelegt ist, und wollen dabei annehmen, daß alle 
Klammerausdrücke: X,;,X,f— X,X;f identisch gleich Null sind. Wir 
setzen überdies voraus, daß ein System oder mehrere Systeme partieller 
Differentialgleichungen, in den x vorgelegt sind, unter denen jedes ein- 
zelne System bei allen X,f invariant bleibt. 

Man kann sich dann die Frage vorlegen, welcher Vorteil aus die- 
sem Umstande für die Integration des vollständigen Systems: 


Xf=0,..,Xf=0 


gezogen werden kann. In unseren älteren Arbeiten ist dieses Problem 
jedenfalls implizite erledigt worden; bei dieser Gelegenheit werden wir 
uns darauf beschränken, einige allgemeine Bemerkungen über diese 
Fragestellung zu machen. 

Es ist unter allen Umständen möglich, zu entscheiden, ob die [6 


vorgelegten X,f die einzigen infinitesimalen Transformationen sind, 
welche sämtliche bekannte Systeme von Differentialgleichungen invariant 


lassen, oder nicht. 


Gibt es keine weiteren infinitesimalen Transformationen, die un- 


sere Forderungen erfüllen, so findet man alle Lösungen des voll- 
ständigen Systems: X,f=0,..., X, f=0 ohne Integration. Gibt es 


t 
. 
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dagegen noch weitere infinitesimale Transformationen Yf, die alle vor- 

gelegten Systeme partieller Differentialgleichungen invariant lassen, so 

kann man, selbst wenn die Yf unbekannt sind, alle gemeinsamen 

Lösungen der Gleichungen: 

X,f=0, Yf=-0 

ohne Integration finden. 
Wir behalten uns vor, gelegentlich eine vollständige Erledigung 

des hier gestreiften Problems zu liefern.. 


%. In dieser Abhandlung denken wir uns, daß man die Invarian- 
ten: u(&,, - . ., &,) einer vorgelegten r gliedrigen Gruppe: X,f, ..., X,f 
finden will, und daß man zufälligerweise eine oder mehrere Integral- 
invarianten dieser r gliedrigen Gruppe von vornherein kennt. Wir fra- 
gen, welchen Vorteil man aus diesem Umstande für die Integration 
des Gleichungssystems: 

X,f=9;::,, X, fm0 


ziehen kann. Im ersten Abschnitte dieser Arbeit geben wir die detail- 
lierte Behandlung eines allerdings speziellen, immerhin aber recht um- 
fangreichen und jedenfalls sehr instruktiven speziellen Falles des soeben 
formulierten Problems, dessen allgemeine Erledigung im zweiten Ab- 
schnitte geliefert wird. 
Offenbar wäre es möglich, noch viel allgemeinere Probleme zu 
stellen, die in ganz ähnlicher Weise von meinen allgemeinen Prinzipien 
' beherrscht werden. Sucht man zum Beispiel die Invarianten: u(&,, ..., %,) 
einer vorgelegten endlichen kontinuierlichen Gruppe, so kann man an- 
nehmen, daß gewisse derartige Invarianten schon vorliegen, daß an- 
dererseits gewisse infinitesimale Transformationen Yf bekannt sind, die 
unsere Gruppe in sich transformieren, und daß endlich gewisse Systeme 
von Differentialgleichungen und gewisse Integrale vorliegen, die bei der 
Gruppe: X,f, ..., X,f invariant sind. Meine allgemeinen Theorien ge- 
statten in jedem einzelnen Falle, genau festzustellen, welchen Vorteil 
man aus den vorliegenden Umständen für die Bestimmung aller In- 
varianten: u(&,, ..., &,) der vorgelegten Gruppe ziehen kann. 

8. In vielen früheren Abhandlungen beschäftigten wir uns mit [7 
dem folgenden Probleme: 

Eine kontinuierliche Gruppe liegt vor; man wil die Bahnkurven 
einer infinitesimalen Transformation dieser Gruppe (oder überhaupt die 
| Invarianten einer Untergruppe) bestimmen. 
| Wir haben eine allgemeine Erledigung dieses Problems geliefert. 
" Es ist leicht, den Zusammenhang der oben besprochenen allgemeinen 
" Fragestellungen mit diesem Problem zu erkennen. 









45* 
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Sucht man nämlich zum Beispiel die Bahnkurven einer Trans- 
formation Xf und kennt man eine zugehörige Integralinvariante, so 
weiß man, daß alle Transformationen Yf, die dieses Integral invariant 
lassen und mit Xf vertauschbar sind, eine Gruppe erzeugen, und in die- 
ser, allerdings unbekannten Gruppe ist Xf jedenfalls enthalten. 


Kapitel 1. [8 
Vertausehbare infinitesimale Transformationen mit einer 
zweidimensionalen Integralinvariante. 


9. In diesem Kapitel stellen wir ein allgemeines Integrations- 
problem, bei dessen Behandlung eine Reihe wesentlich verschiedener 
Fälle eintreten kann. Das betreffende Problem bezieht sich auf ein 


Integral: 
7: vadx, dx, 


das über eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit erstreckt wird 
und daher von uns kurzweg als ein zweidimensionales Integral 
bezeichnet wird. 


Problem: Im vierfachen Raume: &,, %,, %, %, liegen zwei vertausch- 
bare infinitesimale eo 


Xf= nr + + ee. + eo. (k=1,2) 


mit verschiedenen Bahnkurven vor. Man kennt von vornherein eine zwei- 
dimensionale Integralinvariante erster Ordnung der beiden Transforma- 
tionen: X,f und X,f, nämlich das Integral: 


O8 0m; 0%, © 
Sv (2; Tg, Da, — St 5) dz, da, , 


U 02.’ 02,’ 0m’ da, 
dessen Argument y in den fünf Größen: 


0 0 0; 00 090% 0,08% || 


a Du dm on ee a 


linear ist. Es soll das Vorhandensein dieser Integralinvariante bei der 
Integration des vollständigen Systems: 


Xf=9, X%f=0 19 | 
so viel wie möglich verwertet werden. 
10. Da die Größe: 


x % | 
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sechs Koeffizienten: A, B,...., F' enthält, die ganz beliebige Funktionen 
VOR 2,, &, &, %, sem h so umfaßt die gestellte Aufgabe eine 
ausgedehnte Kategorie von Problemen. Wir behaupten und werden zu- 
nächst beweisen, daß alle diese Probleme in dem Sinne eine natürliche 
Familie bilden, daß der Inbegriff dieser Probleme bei jeder Koordi- 
natentransformation des Raumes: x,,..., x, invariant bleibt. 


Führen wir in das Integral: (dx, dx, neue Veränderliche: BL 
vermöge der Substitution: 


[4 
= Fa, „009 x) (k=1,...,%) 
ein, so wird die Beziehung zwischen dem transformierten Integral: 
{4 [4 4 
1 v da, da, 


und dem ursprünglichen Integral durch die Gleichung: 


(1) v’-v:3+(, ) (5) = y:d 


OX, 





festgestellt, und dabei ist: 








(5) = OF, ® OF, 0% oF, 0a, 
0%, 0%, 00... 02, 


=1,2) 





OF, OF, , OF 00:07, 00° 
DEE 


Fr 0x O8, 
Es bestehen die Gleichungen: 


de! ee da; + ndıy, da, = Be da; + 40: de, 


sowie die äquivalenten: 
dF,— - ar + Ge dr, dF,- 2 ar, + 2% -dF,, 


und aus ihnen erhalten wir in bekannter Weise die Relationen: 














(a) = a (au) + 9) » 
en) = ae (ae) + au (ae) 
(ar) = 20 (m) + an (0m) 
en) = ae (am) + ar lo) 
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und durch Auflösung die bekannten Formeln: 








a 
te 
a 
tee 


Hierzu fügen wir die Formel: 
0% 0% 0%, 0%\  /0H\/(cH OF\(OERN\ 
ae PL (ee) - lern 
die aus dem Multiplikationssatze der Determinanten hervorgeht. 


In diesen fünf Formeln haben die rechten Seiten, sowie 4 die ge- 
meinsame Form: 





uyl Ur 00 „jun 


























SU\ (oV SUN LaV\ 
Er (22,) = (en ) a) lu | Io, |, an EIER | 0x, Au 
Öx U Re UV ||, 
nn DR 08 % 2% | 0%, + la | Lg 
Es ergibt sich also, daß zwischen den fünf Größen: 
0 05 0 0 | 
Su eat a Ei 





und den fünf transformierten Größen: 





(3) On 05 0, 09% 5% 
0 da ou 





eine projektive Beziehung besteht, so zwar, daß jede einzelne unter den 
fünf Größen (3), Pa mit /, sich linear durch die fünf Größen 
(2), multipliziert mit Funktionen der x, ausdrückt. 

Wir sahen aber schon, daß: 


=uUb:4 
ist, und also können wir schließen, daß, wenn 4 die Form: 
vo Age + BZ + ze +Dgu + ElRn|+F 


besitzt, dann %’ die ähnliche Form: 


A 0x3 
0x1 


je ’ 2 


v’ = 7 BD 2 + DIE+ ER HF 


x: Typ 


annehmen muß. 








Kap I; Nr. 10, 11. Eine natürl. Familie von Integrpr. Tri 


Es gilt also der 

Satz 1: Liegt in den Veränderlichen: &,, ..., x, ein Integral vor, das 
über eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit: 2,— L(x,, 25), 2, = M(z,, x,) 
erstreckt ist und die Form: 








I Bzu + 052 +D7 a +E SO + Fldnda, 


besitzt, so erhält dieses Integral durch hi neuer Veränderlicher : 
2, = F(a1, %, %, %) (k=1,2,3,4) 


immer die analoge Form: 





N De ee RAR al za|+F}az dx, - 


0% 0x, 0% Ex x 


Die Koeffizienten: A’, B’, ..., F’ sind Funktionen der x’, deren 
Form einerseits von der Form der Funktionen: A(&,,..., 24), B,..., F, 
andererseits von der Transformation: ©, = F,(&,..., 2,) abhängt. 

11. Wir halten es für richtig, auf den begrifflichen Inhalt des [12 
eben aufgestellten Satzes näher einzugehen. 

Im vierfachen Raume: x,, ..., 2, gibt es 00° Linienelemente: 


%ı 5 Ey, 4; 2. Ale: Ale: A: AD, 
"ferner 00° Elemente: 


0% 0%, 0% 
0 ’0,’ I 








X, Ig, Tg, X, 


_ dreidimensionaler Manmnigfaltigkeiten: x, —= @(%,, %,, 2,), und endlich 


008 Elemente: 
00 0% 0% 03, 


Tr War Ya U Zn? dm? Or,’ dm, 





zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten: ©,— M(x,, &,), x, = N (a, %,). 
Betrachten wir nun alle Elemente eindimensionaler, zweidimensio- 
naler und dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten, die durch einen be- 
stimmten Punkt: x,, %,, %3, 2, hindurchgehen, so müssen wir sagen: 
daß durch einen Punkt: &,,..., &, des vierfachen Raumes 0° Linien- 
elemente: dx, : dx,: dx, : dx, gehen, die ihrerseits eine dreidimensio- 
nale ebene Mannigfaltigkeit M, bilden, 
daß die ©©* durch den gewählten Punkt gehenden Elemente: 
DL eu ce 
0,’ 0,’ 0’ Om 
 zweidimensionaler Manmnigfaltigkeiten: 2,= M(x,, 2,), ,=N(&,, %,) im 
| _dreidimensionalen ebenen Raume M, die Rolle der Geraden spielen, 
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daß endlich die © durch den gewählten Punkt x, gehenden 


Elemente: | 02...02,.2 09, 





02’ 0,’ 0% 
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten: &,— P(&, 2, 2) =0 im drei- 
fachen Raume M, die Rolle der Ebenen spielen. 

Im dreifachen Raume M, müssen wir daher die Größen: dx,, dx,, 
dx,, de, als homogene Punktkoordinaten, ihre Verhältnisse dem- 
entsprechend als absolute Punktkoordinaten auffassen. Wir müssen 
ferner die drei Ableitungen: 

on, 0 0m 
0% 02,70% 
als Ebenenkoordinaten, und endlich die vier Ableitungen: 
Orr 0a, 0, a 
da,’ dm,’ om’ 0m, 
als Linienkoordinaten des dreifachen Raumes M, betrachten. Dabei 
können wir nach dem Vorgange von Plücker die Determinante: 





O8 0% 0% 0%, a Le 
Or, 00 0, 00 um | 
als fünfte Linienkoordinate des Raumes M, einführen. 
Bei dieser Auffassung sagt unser Satz 1 aus, daß die fünf [13 
Linienkoordinaten des Raumes M;: 


0% 02% 00, 0% 
Da dut 00 00: 








bei jeder Punkttransformation des vierfachen Raumes: &,,..., 2, pro- 
jektiv transformiert werden. Und das ließe sich a priori, ohne Rech- 
nung, aus der bekannten Tatsache herleiten, daß jede Punkttransforma- 
tion des n-fachen Raumes im Infinitesimalen projektiv ist. 

Wenn wir auch befürchten müssen, daß die eben vorgetragenen 
Betrachtungen nur für Geometer, die mit den Elementen der Plücker- 
schen Liniengeometrie vertraut sind, leicht verständlich sind, so haben 
wir sie doch nicht zurückhalten wollen. Es ist eben unsere Über- 
zeugung, daß es richtig ist, die prinzipiellen Fortschritte der Geometrie 
für die Analysis zu verwerten. In der Tat gewinnt die ganze Theorie, 
die wir in dieser Abhandlung darstellen, an Durchsichtigkeit und Ein- 
fachkeit, wenn wir die Grundlagen der Plückerschen Liniengeometrie 
als bekannt voraussetzen. 


12. Indem wir nun das oben gestellte Problem in Angriff nehmen, 
finden wir es zweckmäßig, zunächst die allgemeinste Trans- 


formation: 
a ER (k=1,...,4) 





| 
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zu suchen, die sowohl die Form der beiden infinitesimalen 
Transformationen: X,f und X,f, wie die Form der bekannten 
Integralinvariante: (ydx, dx, bewahrt. 

Die endlichen Transformationen der zweigliedrigen Gruppe: X, f,Xyf 
besitzen offenbar diese Eigenschaft; unter Umständen gibt es aber noch 
weitere Transformationen, die unsere Forderungen erfüllen. Es liegt 
in der Natur der Sache, daß der Inbegriff aller Transformationen: 
%, = F,(&,..., 2), bei denen die Form von: X,f, X,f und /yda,da, 
bewahrt wird, eine Gruppe @ bildet. Wir werden sehen, daß diese 
Gruppe @ das ursprünglich gestellte Problem beherrscht, und 
daB zum Beispiel die Integration des vollständigen Systems: X,f= 0, 
X,f = 0 nur Differentiationsprozesse verlangt, wenn die Gruppe @ keine 
anderen infinitesimalen Transformationen als X,f und X,f enthält. 

Es wird sich zeigen, daß die Gruppe @ viele wesentlich verschie- 
dene Formen haben kann. Während sie unter Umständen, ja im all- 
gemeinen, nur die beiden infinitesimalen Transformationen: X,f und X,f 
umfaßt, kann sie in speziellen Fällen sogar eine unendliche Gruppe 
darstellen. Die Gruppe @ vertauscht eo ipso die 00? charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten: v= a, v—=b des vollständigen Systems: X,f= (0, 
X,f = 0 unter einander. Dabei ist es, werden wir sehen, denkbar, [14 


daß G@ das zweidimensionale Gebiet vu, v in allgemeinster Weise 


transformiert, und daß diese Gruppe dementsprechend mit der Gruppe 
aller Punkttransformationen einer Ebene gleichzusammengesetzt 


ist. In diesem speziellen Falle, der als ein Ausnahmefall aufgefaßt 


werden muß, läßt sich aus dem Vorhandensein der bekannten Integral- 
invariante: /Yydx, dx, gar kein Vorteil für die Integration des voll- 
ständigen Systems: X,f=0, X,f=0 ziehen. 

13. Um in einfacher Weise die kanonischen Formen zu finden, 
auf welche @ in den verschiedenen Fällen gebracht werden kann, 


denken wir uns zunächst statt z,, ..., 2, solche neue unabhängige 


Veränderliche: 
%, Y, 2, 5 


eingeführt, daß X,f und X,f die kanonischen Formen: 


ö of 
Zf=s,,, f=3z, 
annehmen. Ist dann: 
Jvdxdy 


die entsprechende Form der bekannten Integralinvariante, so können 


wir setzen! 


Y=ap+ßa+yp +dga+telpg—Ppq)+Pp, 
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dabei vorausgesetzt, daß wir die abgekürzten Bezeichnungen: 


02 Be ne 
ad Ar en 0y q 


einführen. Und da X,f und X,f bei einmaliger Erweiterung die Ge- 
stalten: 
terra, ut 
erhalten, so zerlegen sich die Bedingungsgleichungen für die Invarianz 
unseres Integrals: | 
0=(a,5+0)p+(B,e+B)g ty. +20,0+ (2, + (Papa) +29, =Xi%, 
0-j0,p+3B,a +7, + Ip +9, +N)a+GE,t+E)(PI PD) +3P, = X,% 
in die zwölf Relationen: [15 
O=2zu,+ta=2zß,+ß=2y,=20,=2:,+E=29,, 
De Fk le 


die uns zeigen, daß die Koeffizienten «, ß,..., @ die Form: 


A(z, B(x, Az, y) B(x, y) 
ze = N = = N en oo 
Oz, 
eh, p=D(z, y) 


besitzen. Das vorliegende Integral erhält daher in den kanonischen 
Veränderlichen: x, y, 2, 3 die Form: 


A B wen 
9 fiertmey tntse | mean, pjazay 


und es sind die Koeffizienten: A, B, X, B, C und D Funktionen, und 
zwar willkürliche Funktionen von & und y. 





14. Wir suchen jetzt die Gruppe G@, deren Transformationen die 
Form der beiden infinitesimalen Transformationen: X,f, X,f, sowie die 
Form des vorliegenden Integrals (4) bewahren, und zwar werden wir 
zunächst alle infinitesimalen Transformationen: 

7 0 0 nn 
Ueber ti ta! 
bestimmen, die unsere Forderungen erfüllen. 

Das Verlangen, daß X,f und X,f bei der Transformation Uf ihre 
Form bewahren sollen, findet nach meinen allgemeinen Theorien seinen 
analytischen Ausdruck darin, daß Uf sowohl mit X,f wie mit X,f 
vertauschbar sein soll, was wieder heißt, daß die Relationen: 


AUF ORIG NU UN 


Kap. I; Nr. 13, 14. Die Defingl. der Gr. @ | 715 


bestehen, und daß Uf dementsprechend die Form: 


j ö 2 0 
Uf= &%, Dr + nz, Dr +2: (8, Wort 5- Be, DE 


besitzt, wobei &,»,« und 8 Funktionen von x,y bezeichnen, die [16 
durch die Bedingungsgleichung: 

(6) Uv+@+n)v-0 

"näher bestimmt werden. | | 

Durch einmalige ne von ÜUf erhalten wir die Formel: 





Uf= tm sat + aß 
+(p« +3e,—pE, - mit Huch, 28, — an). + 


‚Die Bedingungsgleichung (5) erhält daher, wenn wir zur Abkürzung 
‚Setzen: ar ar 
tan, =u, 
(die Gestalt: 





ge — «Alp +[U(B)— aB]q MN [UA) — BU +TUW— PB]g e 




















2 5 
„KO-eerAleemed, UD+ 
a ı,ıL u PTR) 1 
+ BEE AP —pEe Tan Pu Fa The — ann) . 
a Cl(pa — pn er BI en) + Bahn ge dee]. 
23 

Ap-+B Ap-+B c 

+ + re Fa ı D]=0 


und zerlegt sich daher in die sechs Gleichungen: 
BE (-08,=- An, BE, +EA, +24, 17 
OB,—=— An, + BE, +&B,+nB, | 
(6) EB DB A FEN aN, 
E | -0.= 8,-4,+58+7%, 
0=-80,+n0, 
| 0=-D&,+n)+5D,+nD,+4o,+Be, +4, + 88, 
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die in jedem einzelnen Falle die gesuchten infinitesimalen Transfor- 
mationen Uf vollständig bestimmen. 

Die Form dieser sechs Gleichungen zeigt, daß es einen wesent- 
lichen Unterschied macht, ob C eine Konstante ist, oder nicht. Die 
fünfte Gleichung: | 
(7) N 


besagt, daß © unter allen Umständen bei den infinitesimalen Transfor- 
mationen Uf invariant bleibt. Ist daher CO keine absolute Konstante, 
sondern eine wirkliche Funktion von x und y, so ist C eine Invari- 
ante nullter Ordnung gegenüber allen Uf, die somit in diesem Falle 
sicher eine intransitire Gruppe erzeugen. Ist Ü dagegen eine ab- 
solute Konstante, so ist die Bedingung (7) identisch erfüllt, und dann 
kann die Gruppe, wie wir später sehen werden, unter Umständen tran- 
sitiv sein. 

15. Ehe wir zur Diskussion aller möglichen Fälle übergehen, 
untersuchen wir das Verhalten unseres Integrals bei Ausführung von 
Transformationen, welche die kanonische Form der beiden infinitesi- 
malen Transformationen bewahren. 

Wenn wir in die beiden infinitesimalen Transformationen: 


6 0 
Kf-all, Kf-3, 


und die zugehörige Integralinvariante: 
Ap+Baqa , U Cipa — 
NK p+Ba |, Ap+%a | Olpa— ra +D) de 


die neuen Veränderlichen: [18 


(8) 4, = X(z, Y), Yy Y(z, Y); a Be 22 (, Y), 1) Blaagı 3V(z, Y) 


einführen, so ist es unmittelbar klar, daß die beiden infinitesimalen Trans- 
formationen ihre Form bewahren. Hieraus läßt sich ohne Rechnung 
der Schluß ziehen, daß auch das obenstehende Integral seine allgemeine 
Form bewahrt, wenn auch seine Koeffizienten A, B, (,A,®, D eine 
neue Gestalt erhalten. 

Schon früher (8. 11 [hier 8. 710f.]) haben wir ja gesehen, daß 
jedes über die Mannigfaltigkeit: 2= Z(z, y), 3—= d(z,y) erstreckte 
Integral: fydzdy, dessen Argument vu in den Größen p, 49,4 (rg — pol 
linear ist, bei jeder Punkttransformation: 


x, = L(a, y, 2, 3), y=MH«...), 4=N(...), = P...) 


des vierfachen Raumes: x, y, z,3 seine allgemeine Form bewahrt. Dies‘ 





| 





Kap. 1; Nr. 14—16. Verhalten des Int. bei gewissen Trff. ir? 


bleibt eo ipso insbesondere auch dann wahr, wenn die Koeffizienten: 


A,B,U,B,C,D der Größe: 


Ap-+B = 
be > am md ın 





nur von & und y abhängen, und andererseits die Variabelnänderung die 
spezielle Form (8) besitzt. In diesem besonderen Falle läßt sich über- 
dies mit Leichtigkeit erkennen, daß auch in dem transformierten Inte- 


gral: (da, dy, die Koeffizienten: A,, B,, 4, ®,, C, und D, der Größe: 
4 4, B, 1 A, 1 B, 1 C, 1 Ze 4 
_ 4+ a: y + Bere (2, 9ı M)LD, 


2 d1 2131 


( 








nur von x, und y, abhängen. Dies folgt unmittelbar daraus, daß die 
Transformation: 


= Kay), u-lY@y), A=2- 2m N) 4-3: y) 
eben, weil sie sowohl: 


Xf-el, wie: Sf; 


D2’ air 65; 

invariant läßt, auch jedes bei X,f und X,f invariante Integral in [19 
ein Integral überführen muß, das ebenfalls bei diesen beiden Transfor- 
mationen invariant bleibt. Das transformierte Integral: S[y’dx, dy,, 
dessen Argument %’ jedenfalls in p,, 9, P,, q, und 9,9, — P,q, linear 
ist, bleibt aber nur dann bei: 


0 
2, FrR und: dı ENGE 


invariant, wenn die transformierten Koeffizienten: A,, B,, U, ®, und 
C,, D, nur von x, und y, abhängen. 

Indem wir diese Tatsache analytisch bestätigen, werden wir mehrere 
weitergehende Resultate erhalten, die sich übrigens ebenfalls ohne Rech- 
nung durch synthetische Betrachtungen herleiten ließen. 

16. Wir tragen die Werte: &, = X (2,9), ..,„=3-/(@&,y) in 
die Gleichung: 

dz, — pda, — qdy, = 0 


ein und erhalten hierdurch eine in den Differentialen dx, dy lineare 
Relation: 
Alpdz + gdy) + 2(R2,dr + 2y,dy) = 


= p,(X,dz + X,dy)+ q,(Y2dx + 7,49), 
die sich in die beiden Gleichungen: 


‘ıp Sr AD au 7.0 RN 28, s2q ee X,P, 7 Y,qı er 28, 
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zerlegt. Dividieren wir sodann links und rechts mit der Größe: 
2, =28, 


so erhalten wir zunächst die Formeln: 


er. 0 9 _ Re ı_xP Ih __% 
rer 2? eo. a 22 
sodann in entsprechender Weise die analogen Formeln: [20 





Pu, yıo.. BER. EI 
3 47 23, E 5 ut ya 16% 


und endlich die Gleichung: 
PATPI PH —IhN, m 0,8 








23 2 dı 
na ss = a We 2 
2, (X r X, v 2, Y, v Y, v al, 
pı ( 2, 7) gı ( 2, =) 2Vy— 2yVe 
Ay a I vr _ ya), ar Ve. 
i 3 X, 0) >.* K0) 7 ee 22 Q Y, QO u ory 


Diese Werte tragen wir in den Ausdruck: 


za, ne, , 


r .d ö 25 


ein und erinnern uns dabei, daß: 
v-hb.4 


ist, wenn wir die Funktionaldeterminante von X und Y nach x und Y 
mit 7 bezeichnen. Alsdann erhalten wir die Formeln: 





Beet, 
4.4, = AX, + BX,— (X? — X, 2), 
4.B=AY, + BY, C(r. }-,®), 

(9) 4.U-UX,+BX, + 0X, X,®), 
I B-ALAHBY, +0 —r,®), es 
ADC A, Buy 


17. In diesen Untersuchungen spielt die Größe: 
o=U0D+UB-—- AB 


eine hervortretende Rolle. Es läßt sich von vornherein erkennen, daß 
diese Größe bei jeder Punkttransformation des Raumes: x, y, z, 3 in 
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dem Sinne als Invariante auftritt, daß das Verschwinden oder Nicht- 
verschwinden dieser Größe von Variabelnänderungen unberührt bleibt. 
Um dies in einfacher Weise einzusehen, deuten wir wie früher die 
Größen: 
Be 94,94 pa—pq 


als Linienkoordinaten des dreifachen ebenen Raumes M,, der von allen 
Linienelementen: dx: dy:dz:d3 durch einen bestimmten Punkt ge- 
bildet wird. Die Gleichung: 


un AB Be, Ap-HBu' Ola +0 
Vet aneu 00h 





definiert bei dieser Auffassung einen linearen Linienkomplex des 
Raumes M,, dessen Koordinaten: dx: dy:dz:dz bei der Punkttrans- 
formation: 2, = X (2, Y), :--, 1 =3V(&,y) linear und homogen, näm- 
lich durch die Gleichungen: 
da, = X,dz + X,dy, dy, = Y,da + Y,dy, 
d2, = Rdz + 2(2,dx + 2,dy), da = Vdz +3(V,da + V,dy) 


transformiert werden. Aus der Liniengeometrie ist aber bekannt, daß 
bei dieser Transformation die Größe: 


CD+AB-A4BdB=o 


im Sinne der projektiven Geometrie oder, sagen wir lieber, im Sinne [22 
- der Cayleyschen Invariantentheorie sich als Invariante verhält. 

Analytisch ergibt sich das hiermit gefundene Resultat unmittelbar, 
wenn wir die obenstehenden Wert® der Größen: A,, B,, U, B,, ©, 
und D, in den Ausdruck: 


CD +WUB— AB 
| einführen. Hierbei erhalten wir nämlich die Formel: 
AGD, +UB-AB)=-CD+AB— AB. 


18. Jetzt können wir noch weitere Schlüsse ziehen, die sich auf 
den speziellen Fall: 

C=0 
beziehen. In diesem Falle erhalten die obenstehenden Ausdrücke der 
Größen: A,, B,, U, ®:, D, die einfache Form: 


4.4=AX,+BX, 4A.B=AY,+BY, 


(9 I. UXR, BR, 4.8, =-AL, +DB7, 


2, Q Vz V, 
4.D)=-—- AE—- BE -U2—-82+D. 
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Die letzte Formel zeigt, daß es, sobald A, B, Y und 3 nicht 
sämtlich gleich Null sind, immer möglich ist, die Größen 2 und V 
derart zu wählen, daß D, verschwindet. 

Ist überdies: 


AB—-AB-+O, 
so können X und Y so gewählt werden, daß A, und ®, gleich Null 
werden. 


19. Wir wollen jetzt annehmen, daß der Koeffizient Ü konstant 
ist. Multiplizieren wir die auf Seite 17 [hier 5. 715] gefundene Formel: 


O0=D(&,+n,)+D5+D,n+4Ae,+Bo,+Up, + BB, 


mit C und tragen sodann in ihr die auf derselben Seite gegebenen [23 
Werte der Größen: C«,, C«,, Cß,, CP, ein, so erhalten wir, indem wir 
zur Abkürzung: 


CD+AB-48=o 


setzen, die Gleichung: 
o($, ” N) + 0,5 E 9,0 0, 
die uns zeigt, daB © einen gemeinsamen Multiplikator aller Uf 
darstellt. 
Differentiieren wir andererseits die erste Gleichung (6) nach & und 


die zweite nach y und addieren die Resultate, so erhalten wir die In- 
tegrabilitätsbedingung: 


= etA,, EZ DB.) u n(A,, = 5) = (&. En n,)(A, a B,), 
® 


A,+D,=o 


oder, wenn wir: 

setzen, die Gleichung: 
Et) +rE+n—0, 

die uns zeigt, daß auch die Größe: o=4A,+DB, einen gemein-# 


samen Multiplikator aller Uf liefert. 


Durch ganz analoge Behandlung der dritten und vierten Glei- 
chung (6) erkennen wir, daß die Größe: 


oe 1... 
die Gleichung: 
o(E, Hin N,) Te 0,8 T 0, =() 


erfüllt und also wiederum einen gemeinsamen Multiplikator 


aller Uf darstellt. 


20. Wir fassen die bisherigen Resultate in der folgenden Weise 
zusammen: 
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Satz 2. Ist die Größe C eine Konstante, so stellt eine jede unter 
den drei Größen: 


o=-CD+4B—- AB, o=A,+B, s=U,+B, 
einen gemeinsamen Multiplikator aller Uf dar. 


Indem wir jetzt weiter gehen, wollen wir zuerst ausdrücklich [24 
voraussetzen, daß die Konstante Ü von Null verschieden ist; sodann 
erledigen wir den Fall: O=0, und schließlich machen wir die An- 
nahme, daß Ü keine Konstante, sondern eine wirkliche Funktion von 
x und y darstellt. 


C= Const. +0. 


21. Ist © konstant und von Null verschieden, so sind die Größen & 
und n bestimmt durch die drei Gleichungen: 


o($, un N,) u @,5 n 9,7 = 0, 
(10) e&,+n)+0,5+0,n=0, 
\o&,+n)+08+0n=0, 

die in den Größen: 


6: 1 Nyr &, N 


linear und homogen sind. Ist daher die Determinante: 


0 % ,|=® 
ae 


nicht identisch Null, so sind & und 7 alle beide gleich Null, und dann 
zeigen die vier ersten Gleichungen (6), die jetzt die Form: 


ß,=, ß,= 9, e,=(, e,=0 # 
annehmen, daß « und ß Konstanten sind, und daß Uf daher die Form: 
of öf 
Const. 27, = Const. 37, 


£ 


besitzt. In diesem Falle enthält die gesuchte Gruppe @ keine anderen 
' unabhängigen infinitesimalen Transformationen als: 


2 er 
Kell, Nr; [25 


22. Verschwindet dagegen die Determinante ® identisch, während 


ihre zweireihigen Unterdeterminanten nicht sämtlich gleich Null sind, 
| Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 46 
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so reduzieren sich die drei Gleichungen (10) auf zwei unabhängige, 


die alle beide die Form: 
M&,+n)+ M5+ Mn, 
NE, +n)+ NEt Na=V 
besitzen. Dann haben alle infinitesimalen Transformationen: 


ef 


Ir 0 
Uf=b5c+n,, 


zwei gemeinsame Multiplikatoren M und N. Dementsprechend ist das 
Verhältnis M: N eine gemeinsame Lösung aller Gleichungen: 


0-1 „=D. 


Es ist nun immer möglich, statt x und y zwei solche neue Ver- 
änderliche: 


einzuführen, daß: 


M=-ı N=1 
wird. Die Symbole der infinitesimalen Transformationen: 
a a 
erhalten hierbei die Form: 
Fr 0 
Uf-u@), 
und die Transformation: 
i of of ö Mi 
UEITOR ETLICHE Ha a 0 
wird bestimmt durch die Gleichungen: 
-0B,=u@)4,  0B,=— Au’(e) + u(a)B, 
Co,—uta)l, —-0u,=— Ua) + ur) d,. 
Die zugehörigen Integrabilitätsbedingungen : 
A,y um Di, = 0, Y.; ar 2 =0 
werden in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir: 


A,+B,= X (a), 4,48, — X (e) 


und: 





A=-X(@)+RQ, B=—-89, A=-X()+V, B=-7, 





a ae : a a n 
EN SERT EHE DRUNEREN R STONES 
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setzen. Die entsprechenden Werte der Größen & und ß sind daher: 


5 1 
- 7 Kan, p-— Da, 3 [Zap 


Führen wir hier neue Veränderliche ein, nämlich: 
= ne 

zer, my mAm2e°, „=ze° 

1 ’ 1 ? 1 ’ 1 ? 


so sehen wir, daß wir in den früheren Formeln ohne Beschränkung: 
v=0, 2=0 
setzen können. 
Hierbei erhält unsere Integralinvariante die Form: 








(1) ne „u | CI -P9 ) D)anay 

während: fer 
’ Bi Dt af Mer. of 

(12) Urn), to Kıdn)ad, a (/ X du) az, 


wird. Setzen wir: u—= 1, so erkennen wir noch, daß D eine Funktion 
von % allein sein muß. Sind andererseits im Integrale (11) die Größen 
X, X, und D beliebige Funktionen von x, die jedenfalls nicht mehr 
als eine homogene lineare Gleichung: 


kX’+kX, +k,D=0 
mit konstanten Koeffizienten erfüllen, so besitzt die Gruppe des Inte- 
grals (11) die Form (12). 


23. Jetzt nehmen wir an, daß nicht allein die Determinante: 


bie o, en 
09% 9% 
ou 


der Größen: 
| o=0D+AB-—-AB o=4A,+B, s=-U,+B, 


sondern auch alle ihre zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden, 
während die drei Größen ®, oe und 6 nicht sämtlich gleich Null sind. 
In diesem Falle reduzieren sich die drei Gleichungen: 


| o(&,+n)+@5+0,n=0, 
(10) - | o(&,+n)+ + 07-0, 
o&,+rn)t+t gran 0 


auf eine einzige Gleichung: 


N&,+n)+N5+Nn=0, 
46* 
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und dabei können wir ohne Beschränkung annehmen (das heißt, wir 
können durch eine passende Variabelnänderung erreichen), daB N gleich 


1 wird. 
Die Definitionsgleichung: 


&.+n,=0 
& Ir W,, Kl a ag 1 
setzen können, und daß die Funktion W(x,y) ganz beliebig gewählt 


werden kann. 
Die Gleichungen (10) erhalten jetzt die Form: 


WW, —- 0, W, =), WW, ML eN 0,W,=V 


zeigt, daß wir: [28 


und sie müssen bestehen, welche Funktion von a, y die Größe W 
sein möge. Also sind ®, oe und o drei Konstanten, die aber nicht 
sämtlich gleich Null sein können. 


Es ist also: 
0 = ki; 0 ka; 6= ky (k; = Const.), 
oder: 
CD+UB—-AB=k, A+B- I, U+B,=h, 
woraus: 


A=hzs+Q2, B=—- 2. Amhet+V, B=--7, 


und es ergibt sich genau wie im vorigen Falle, daß wir ohne Be- 
schränkung: 2=V=0( setzen können, so daß unser Integral die Form: 


k k 5 
(13) er 9 +) ray 


annimmt, wobei k, eine Konstante bezeichnet. 

Ist andererseits Ü von Null verschieden, und sind die drei Kon- 
stanten Ä,, k,, k, nicht sämtlich gleich Null, so entspricht das oben- 
stehende Integral immer den hier gemachten Voraussetzungen. 

Die zugehörigen: infinitesimalen Transformationen Uf sind bestimmt 
durch die Gleichungen (6), die durch Substitution der Werte: 


A=kr, B=0, YU=ks, B=0, = W,.::n=—W, 
die Form: | | 
- 08, - kW, +kW,  O,=krW,. [29 
Ca,=—kzW,,+ Ks ws Co Lo 
annehmen. Es ist daher: 
CB=kW,— k,W + Const. 
— la = kW, — k,W + Const. 
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und: 


— (a W,— kW + Const) sL + 


vox z0y 


y 
(14) “ ie 
+ (kW, — k,W + Const.) ern 


24. Es bleibt noch der Fall: 
o=(, e=A,+B,=0, o=U,+B,—- 0 
zu erledigen. In diesem Falle ist: $ 
A=2, B=—8, U=V, DV; 


und wir erkennen wie früher, daß wir & und V ohne Beschränkung 
gleich Null und dementsprechend: 


A=0, B=0, A=-0, B-=-0 
setzen können, und da © = 0 ist, so folgt, daß auch: 


D=0 


sein muß. Die kanonische Form unserer Integralinvariante wird also 
im vorliegenden Falle: | 
Be=Dg gg 
23 y. 


25. [Wenn wir alle diese Resultate zusammenfassen, können wir 
folglich das Theorem aussprechen:] 


 Theorem: Bleibt das üler eine zweidimensionale Mannig- [30 
faltigkeit: z= Z(&,y), 3= 3(@,y) erstreckte Integral: 


Sep +Ba+rp +dq4+s(pa— ng) + y)dady 
mnvartiant bei den beiden infinitesimalen Transformationen: 


1% 0 
fon, Kf-an, 


02’ 
und haben die Koeffizienten: «, ß, ..., p infolgedessen die Form: 


en gun) „Ian. NR 


2 ’ zZ ’ 3 , 3 ? 
C&, 
en en, Ang Die, Y); 
ist ferner: Ä 
6 0 of 0 
Ufo re 


die allgemeinste infinitesimale Transformation, die X,f, X,f und das 
obenstehende Integral invariant läßt, und ist endlich die Größe C eine 
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von Null verschiedene Konstante, so sind &(x, y) und n(x,y) Funktionen 
von x und y, die durch die Gleichungen: 


(CD+AB— AB)(&,+n)+(OD+AB— AB), .E+ 
(ep aB 8, 0 

(A. +B)&,+n)+ 4A +B)..5+ A + By. nd, 

A+B)E+tn)+U+B. Er MU +B),.n=0 


bestimmt werden. Die Inkremente & und 9 besitzen die Form: 


$=2.0(%,Y), 9=3.Pß(a,Y), 


und dabei werden a und ß durch Quadratur der immer integrablen 
Gleichungen: | 
— OB, = Ay DA 
Co, =— BE, +Un,+EU, + mn, 

- (= BE,— Un, +EB,+nd, 
gefunden. [31 

Hier können vier wesentlich verschiedene Fälle eintreten. 

Ist die Delerminante: 


@ oO, oO, 
wo, 
Karen 


von Null verschieden, so ist: E=n= (0, « = Const., ß = Const.: 
m of 
Uf = Const. 2, + Const. reg 
Durch eine passende Variabelnänderung kann man immer erreichen, daß: 
D=-A=B=0 wird. | 
Verschwindet die dreireihige Determinante ©, während ihre zwei- 


reihigen Unterdeterminanten nicht sämtlich gleich Null sind, so kann 
die Integralinvariante auf die kanonische Form: 


- (2) p ı (x) p pgı—pgq 
IE PL a + Fa - D (2) dxdy 
gebracht werden, während: 


Uf=u(e) = + (IX du)25E — Xan)ay 
ist. 


Verschwinden auch die zweireihigen Unterdeterminanten ,‚ während 


Kap. I; Nr. 25, 26. Der Fall: C= Const. & 0 21 


o, o und 6 nicht sämtlich gleich Null sind, [so kann die Integral- 
invariante auf die kamonische Form: 


k,ap Kap , pa—pgq 
N re + h)daay 


gebracht werden, wo k,, k, und k, Konstanten bezeichnen, die nicht sämt- 
lich gleich Null sind, und die zugehörige aeg: Transformation 
Uf ist: 


Bm wo - kl W,— Weit + Omi 


yvox 








+k(2W,„-W) x. + Const. Fr 


Wenn endlich alle drei Größen: &, o und 6 gleich Null sind, so [32 
kann die Integralinvariante auf die kanonische Form: 


"pa—ypq 


gebracht werden, und die zugehörige infinitesimale Transformation hat 
die Form: 


uf-8tna +zul + 3B0, 


wo &, n, « und ß ganz beliebige Funktionen von x und y sind.] 


=0. 


26. Hiermit kennen wir alle Fälle, die eintreten können, wenn Ü 
eine von Null verschiedene Konstante darstellt. Jetzt setzen wir vor- 
aus, daß: Ü=0 ist und finden [es] dabei zweckmäßig, zwischen zwei 
Unterfällen zu unterscheiden, je nachdem die Größe: 


o= AB—- UB 


von Null verschieden oder gleich Null ist. 
Sei zunächst: 


C=0, AB—-WB-+O. 
Da ©=0, so erhalten die Gleichungen (6) die einfache Form: 
An. Do kA TA, 
Ge An, EBDe,5eB, BD, 
(15) 10=-—- 85, + u en 
= De un... nd,; 
\0=D(6& + N) +&8D + nD,+ Ar tLDaH AUp,+ BB, 


Da wir nun überdies angenommen haben, daß die Größe: AB —- AB 
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von Null verschieden ist, so können wir die erste und dritte Gleichung 
nach &, und n, auflösen, und ebenso aus der zweiten und vierten [33 
Gleichung die Größen n, und &, bestimmen. Die Form dieser Auf- 


lösungen: 
0=(AB— AB)n,+ (®BA,— BU,)E + (BA, — PU,)n, 
0=(AB— UB)E, + (UA, — AU,)E+ (UA, — AY,)n, 
0= (AB — UB)n,+ (BB,— BB,)5 + (BB, — BB,)n, 
= (AB—AB)E, + (AB, UB)E + (AB, — AB) 
zeigt, daß die durch Integration dieser Gleichungen hervorgehenden 


Ausdrücke für & und n höchstens zwei willkürliche Konstanten enthalten. 
Die verkürzten infinitesimalen Transformationen: 


bilden daher immer eine endliche Gruppe, die höchstens zwei Para- 
meter enthält. 

Indem wir genau wie im vorigen Falle verfahren, erhalten wir die 
drei Gleichungen: 


o(&,+2,)+0,5+0,n=0 
(16) e(&,+n)+ 0,5+0,n=0 
o($, an N,) + 6,5 ag 6, Eu 0, 


in denen ®, o und o die Werte: 
o—=AB—AB, o=4A,+B,, o=U,+2, 


haben. Dabei erinnern wir uns, daß wir ausdrücklich vorausgesetzt 
haben, daß die Größe »& von Null verschieden ist. 
Es ist immer möglich (rgL:5.27 [hierS 128,422 vu DAR 3]), 


statt x und y solche Größen: 
eG Az, y), Ar, Ya, Y) 


als unabhängige a einzuführen, daß die erste Gleichung (16) 
die Form: 


&.+n,= 0 
annimmt, und daß ® den Wert: [34 
o=AB—-WAB=1 


erhält. Alsdann haben alle verkürzten infinitesimalen Transformationen: 
gr ar 2 N 
= + nz, die Form: 


Kap. I; Nr. 26,27. Der Fall: O=0, AB—-AB+0 129 


2%. Wir wollen zunächst annehmen, daß die Gruppe dieser ver- 
kürzten infinitesimalen Transformationen zwei Parameter enthält. Als- 
dann können wir immer die beiden betreffenden infinitesimalen Trans- 
formationen auf die Form: | 

of of of 

er Ar 
bringen. Dabei können, wie wir wissen, zwei wesentlich verschiedene 
Fälle eintreten. Ist: 


(52 wat v5 


öy’ a2. w0y 
oder: 
v 4 war .er 
vox zy0y 0y 
und: 
‚=, Ir.=-1 
so kommt: 2 e 
Var, V=-ay+X,(e), 
oder: 
of of of AL 
Van Vapy >, hl 1 dy 


Wir können überdies ohne Beschränkung: X) = 0 setzen, so daß 
unsere beiden verkürzten infinitesimalen Transformationen die Form: 
of 7 0 

annehmen. 

Um nun die Form der Koeffizienten: A, B, W, B zu finden, setzen 
wir in den Gleichungen (15) zunächst: &=0, n = 1 und erkennen so, 
daß jene vier Koeffizienten sämtlich von %y frei sind. Sodann erteilen 
wir in den Gleichungen (15) den Größen & und n die Werte: 


5 a in ee | [35 
und erhalten so die Differentialgleichungen: 


oA 


0x 


| 04 
0- _-4A+%,, 0=—-A+x 
oB 08 
die uns zeigen, daß unsere Koeffizienten die Form: 
A= ma, A= ur, B=-—, B-— 
besitzen. Und dabei ist die Konstante: 
AB—-ABzmv—un=|1. 


730 XXIX. Integralinv. u. Diffgl. Christ. Skrifter. 1902 


Unsere Integralinvariante hat bei dieser Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen die Form: 


wo wir (vgl. S. 22 [hier S. 720)): 


mv—un=1 und D=0 
setzen können. 
Die zugehörigen infinitesimalen Transformationen Uf haben die 
Form: 


(17) Uf = Const. (25: a v2.) + Const. tus; 52 en Bar 


z 


wo « und ß durch die a. 


&6D,+nD,+ mxe, En h it urß. tz — ß,= 0 


gebunden sind. 
Hiermit ist die Annahme, daß die beiden verkürzten infinitesimalen 
Transformationen: 


A und: ER N [36 


nicht vertauschbar sind, erledigt. 


28. Wir wollen daher jetzt voraussetzen, daß die beiden Trans- 
formationen vertauschbar sind, und daß dementsprechend: 


of of 
Vorde = re 0y =ı 
oder: 
v,= D. V,‚= 0) 
und: 
V=ky+X,(«) 


ist. Alsdann wird: 
v ER vd öf vor x of 


vox 20y "0x 


Hier können wiederum zwei wesentlich verschiedene Unterfälle 
eintreten, je nachdem % gleich Null, oder von Null verschieden ist. 
Ist die Konstante k von Null verschieden, so können wir: 


k=-1, X=0 


setzen, so daß unsere verkürzten infinitesimalen Transformationen die 
Form: i 
Of. 0r 


oy’ 0x 
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erhalten. Um jetzt die entsprechende Form der Integralinvariante zu 
finden, benutzen wir wiederum die Gleichungen (15), in denen wir 
zunächst: . 

eg Ö, 7-1, 
und sodann: 


g=1, n=0 


setzen können. Dabei ergibt N daß die vier Koeffizienten: A, B, 
A, sämtlich von x und y frei sind. 
Unsere Integralinvariante erhält somit die Form: 


DR On eat +D)dxay, 


2 


und dabei sind m, n, u und v Konstanten, während D eine Funktion [37 
‚ von x und y darstellt, die gleich Null gesetzt werden kann, weil die 
Konstanten: m, n, u, v, die ja die Bedingung: 


mv—un=1 
erfüllen, nicht sämtlich verschwinden dürfen. 


29. Ist die früher besprochene Konstante % gleich Null, so können 
die beiden verkürzten infinitesimalen Transformationen die Form: 


af ..0r 
öy’ "Dy 


erhalten. In den Gleichungen (15) müssen wir also zuerst: 


= Ö, I; 
und sodann: 

5 Fr 0, 1708 
setzen. Dabei ergibt sich, daß: 

A=I0I, U=0 


sind. Da wir aber ausdrücklich vorausgesetzt haben, daß die Größe 
AB— AB von Null verschieden sein soll, so sehen wir, daß unsere 
. letzte Hypothese auf Widerspruch führt. 


30. Nachdem hiermit alle Fälle erledigt sind, bei denen die infini- 
tesimalen Transformationen: 


Uf- got tt na , 

eine zweigliedrige Gruppe erzeugen, wollen wir annehmen, daß nur 
eine Uf vorhanden ist, die dann ohne Beschränkung auf die Form: 
of 


Br dY 


132 XXIX. Integralinv. u. Diffgl. Christ. Skrifter. 1902 


gebracht werden kann. Setzen wir aber in den Gleichungen (15): [38 
= 0, N _ 14 ® 


so erkennen wir, daß die vier Koeffizienten: A, B, A, ® von y frei sind. 
Die zugehörige Integralinvariante hat somit die Form: 


je (©) q ze Up + da ae D) dx dy 
C z 5 


und dabei können wir durch Einführung zweckmäßiger neuer Ver- 
änderlicher: 
5 | 
u =plR), = p(a) 7 +ve) | 
erreichen, daß B und X gleich Null werden; wir können überdies auch: 
. D=0 setzen. Unser Integral erhält also die einfache Form: 


f e _ ar en dx dy. 


30a. [Endlich kann der Fall eintreten, daß es] gar keine infinitesi- 
malen Transformationen [U f gibt, daß also]: &=0, n =. 

31. Hiermit ist unsere Diskussion der Hypothese: O=0, AB—UB-+O 
zum Abschluß gebracht. Wir können daher jetzt die nächste Hypothese: 


C=0, AB—-WAB=0 
in Angriff nehmen. 

Bei passender Wahl der unabhängigen Veränderlichen können wir 
erreichen, daß A=0 wird, und daß infolgedessen auch AB verschwindet. 
Es ist daher auch die eine unter den beiden Größen X und B gleich 
Null. Setzen wir zunächst: 


C=0, A=0, 4-0, 


so wird: 
BiE,=0, B5,=0, 
B&,+&B,+nB,—=0, B8,+88B,+n8,—-0, 
D(&,+n,)+8D,+nD,+ Ba,+ BB, 0. 
32. Hier ist es nun zunächst denkbar, daß: 9 


B=0, 8-0 


sind. In diesem Falle sind & n und D nur durch eine einzige Be- 
dingungsgleichung, nämlich: 


Die, + N) 7 ED,+ nD, = 0) 


gebunden. Dabei können wir durch passende Wahl der Veränderlichen 
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erreichen, daß D=1 wird. Hierbei erhält unsere Integralinvariante 
die kanonische Form: 
iR dx dy, 


während die Gruppe Uf die bekannte Form: 
Vin, y) of 02V, w of 


oy 0x 02 0y 





annimmt. Die Größen « und ß sind dabei ganz beliebige Funktionen 
von x und y%. 


33. Es ist ferner denkbar, daß die beiden Größen B und ® sich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, daß also: 


B-kB, B+0. 


Alsdann erfüllen & und n zwei und nur zwei Bedingungsgleichungen, 
nämlich: 


£,—0, B&,+ BS+ Bn=0. 


Ist dabei B, verschieden von Null, so sehen wir, daß & eine willkürliche 
Funktion von x sein kann, und daß n vollständig bestimmt ist, wenn 
für & eine bestimmte Funktion von x genommen wird. 


33a. Ist andererseits: D, — 0, so wird: 
&,=0, BE,+BE=0, 


DEF FTEIH nD,+ Be, + kBPß,= 0 
und: [40 
m 
BE) en um 


In diesem Falle ist also die Form des Inkrementes & vollständig 
bestimmt. Es ist ferner möglich, solche neue Veränderliche: 


? 2, =y(R), Y„=Y%lo,Y), 2 =28(%,Y), 3, =3 (8, y) 


einzuführen, daß: 


B@)—1, D(a,9) 0 


wird. Unsere Integralinvariante erhält hierbei die Form: 


Star )azas 


und die zugehörigen infinitesimalen Transformationen Uf sind bestimmt 
durch die Gleichungen: 


‚%, &=0, 0,+hß,=0, 


die uns zeigen, daß & gleich 1 gesetzt werden kann, während 7 eine 
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willkürliche Funktion von x und y darstellt, und die Inkremente «, ß 


durch die Gleichung; 
«+ kB+ Ye) = 0 


mit der willkürliehen Funktion y(x) gebunden sind. 


34. Es ist endlich denkbar, daß sowohl B wie ® von Null ver- 
schieden sind, und daß dabei ihr Verhältnis eine Funktion von x, y 
darstellt. Alsdann erfüllen die Inkremente der gesuchten infinitesimalen 
Transformationen Uf vier Bedingungsgleichungen: 


5-0, DIE. + kn nD,+ Bo, Bp,=0, 
Be, +EB,+nB,=0, BE,+88,+nB,= 0, 


aus denen durch Elimination die Gleichung: 


B b 
PRRICRER 
hervorgeht. Im vorliegenden Falle ist somit das Verhältnis B:B [aı 


eine Invariante der verkürzten infinitesimalen Transformationen Uf. 
Wir finden: 


(BB, — BB,)&, + &(B,®B,— 8,B,) = 0. 


Ist daher: | 
1 6120) BB,+ 0, 


so hat & eine ganz bestimmte Form, und da B, und ®, nicht alle beide 
verschwinden, so ist auch die Form von n vollständig bestimmt. Unter 
den gemachten Voraussetzungen gibt es also nur eine infinitesimale 


RE of 
Transformation: Ip +n 3y 
34a. Ist dagegen: 
B®,—8B,-0, B+0, B+0 


und entsprechend: 


d=-B.p(a) 
5(B,B,— 3,B,) = 0, 
so kann B,+0 und also auch ®,+ 0 sein, infolgedessen: 


B,B, — 8,B, + 0 


und: 


und: 
$=0, nB,= 9, ee 
In diesem Falle gibt es also gar keine infinitesimale Transformation: 


oo 
Fraser 
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3tb. Unter den gemachten Voraussetzungen: 
BB,—BB,=-0, B=B.gp(a)+0 
können wir aber auch: 
B,=0, 8B,=0 


und dementsprechend: ; 


B,B,— B,®,— 0 [42 
setzen. Alsdann wird: 
BE,+&8B,=0, BE,+EB,= 0, 
und da das Verhältnis ®: B keine Konstante sein darf, folgt: 
-), 
während n vollständig unbestimmt bleibt. 
35. Wir wenden uns sodann zu der Hypothese; 
=0, A=0, B=0, U+0. 
Alsdann bekommen wir zur Bestimmung der infinitesimalen Transfor- 
mation Uf die Gleichungen: 
0=—BE,+4n,+EU,+n,, 
0= BE, An. +8B+ nd, 
0=D(i&,+n)+5D,+nD,+ QPß,+ BB,, 


aus denen, wie bekannt, die Integrabilitätsbedingung: 
AUB)EtW)HLHB)Er M,+ B,),n = 0 


hervorgeht. | 
36. Ist hier: 


AU,+2,=0 
und dementsprechend: 
N Rn 
oy’ 0%’ 


so sind & und n durch die beiden Gleichungen: 
0- We + Win, +5 W. au Wy 
0=-WE+Wmt5EW.tnW, 
bestimmt, und aus diesen folgt durch Integration: 


W,&+ W,n = Const. = k. [43 


In dem vorliegenden Falle kann daher eines unter den beiden 
Inkrementen & und n eine ganz beliebige Funktion von x, y sein. 


36a. Ist dagegen die Größe: 
o=-U,+2, 
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von Null verschieden, so zeigt die Gleiehung: 


o(&,+n)+0,5+0,n=0, 
öf öf 


daß die infinitesimalen Transformationen: ep +n Ay den gemeinsamen 


Multiplikator o haben. 
Führen wir jetzt neue Veränderliche: 


nr Hera X(z, Y); 2 Saat Y(a, Yy), a Ve 22(e, Y), Sr Va, Yy) 


ein, so sind die neuen Koeffizienten: A,, B,, U, ®,, Cı und D, (vgl. 
S. 22 [hier S. 719, Gl. (9)]) durch die Formeln: 


A A-AZHBN, A B-AHIBY, 
4.Y=UX,+BX, 4.B8-UY,+BZ, 


G-de0, 
aD a Bee Hein 


bestimmt. Bei dieser Variabelnänderung bleibt daher die Form: 


2 FE + D) dady E 


unserer Integralinvariante ungeändert, während allerdings die Koef- 
fizienten: W, ®B und D im allgemeinen ihre Form ändern. 

Bei passender Wahl von & und V erreichen wir, daß D, gleich 
Null wird; und da die Funktionen: X(z, y), Y(x, y) gar keiner Be- [44 


schränkung unterworfen sind, können wir immer erreichen, daß: 
o=U,+B,-=1 


wird. Die infinitesimale Transformation Uf erhält infolgedessen die 
a nr 0® or _ 08 or, 
ey0z 0x0y 
Wir können ferner: 


setzen. Durch eine neue Änderung der Veränderlichen: 
= Kmy), Wella Y), 23= 28, eh 
die so gewählt ist, daß: 


EEE a a TR 


yN 1 goX V. 197 
0-17, +85, 0-ueı Bol 
oX,0Y, 000, 

Oz 0y oy dx 
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wird, erkennen wir ohne Schwierigkeit, daß wir y=0 und: 


4-0, d=y, D=0, 


ferner: 


setzen können, und daß: 


St azay 


die entsprechende kanonische Form unserer Integralinvariante ist 


37. Nachdem hiermit alle Fälle bestimmt sind, die eintreten [as 
können, wenn die Größe CO von x und y unabhängig ist, müssen wir 
jetzt die Annahme machen, daß C keine Konstante ist: 


C ist keine Konstante. 


In diesem Falle ist, wie wir wissen, C eine Invariante aller: 
EEE 


Die Transformationsformeln auf Seite 20 [hier $. 718] zeigen, daß 
wir in diesem Falle: 
C=2,:.&=V0 
setzen können. 
Die Definitionsgleichungen der gesuchten infinitesimalen Trans- 


formationen Uf erhalten infolgedessen die Gestalt: 
ad, Ay An ee AN, td, 
(18) zo,=An, +4, —,=-—- Un, +nd, 
O= Dn,+nD,+ Au, + Bo,+ UB,+ BP, 


Die Integrabilitätsbedingungen der vier ersten Gleichungen liefern 
die Relationen: 


6 1) 
zynt@d,t xB,—4A}=0, ya, + Bd, A =0. 


Eliminieren wir ferner die Ableitungen: «,, «,, ,, ß, aus den fünf 
Definitionsgleichungen, so finden wir die Bedingung: 


3, n(aD + BU -BA)-0. 


Die drei neuen Gleichungen sind unmittelbar integrabel; sie [46 


zeigen, daß: 
n(@4,+2B,- 4) X@), 


(19) n(aU,+aB,— U)=- X, (m), 
n(&D+BA—-BA)=X,(). 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. VI 47 


138 XXIX. Integralinv. u. Diffgl. Christ. Skrifter. 1902 


Hier sind nun verschiedene Fälle denkbar, die durch das Ver- 
halten der drei links stehenden Parenthesen charakterisiert werden. 


38. Verschwinden die drei links stehenden Parenthesen, ist also: 
(A, + B)—4A=0, 
(20) z(U,+ D,) —U=0, 
xD+BA—-DBA=0, 
so ist n gar keiner Beschränkung unterworfen, und die gesuchte in- 
finitesimale Transformation Uf hat daher die allgemeine Form: 


z af 
Uf- n(z, y) dy 
Die beiden ersten Gleichungen, die auf die Form: 
? B een 
nz +56 )-0. =()+5() 0 
gebracht werden können, zeigen, daß die vier Größen: A, DB, Y und 3 
die allgemeine Form: 


eU oU 
nor, 9207 
oy 0% 


besitzen. Und wenn diese Werte in die letzte Gleichung (20) einge- 

tragen werden, so ergibt sich, daß U und V durch die Relation: 

verknüpft sind, daß [also] der Koeffizient D die Form: 
D=:z(U,V,— U,V.) 

besitzt. | 

Die zugehörige Integralinvariante hat somit die Gestalt: 


(Iyp— U,D , 2 Vyp— Vz) | zip — 
ee EIER} (UV, — U,V,))dray 


und erhält daher in den neuen Veränderlichen: 


ven Yay zedet, „yel 


x(pg —pg) 
ii 2, Aedy. 


Bei dieser Variabelnänderung behält UT’f seine Form. Die Formeln | 
(18) zeigen überdies, daß « und ß konstant sind, und also ist: 


die einfache Form: 


Uf=n(a, Dr + Const. g . Const. Te 


die zugehörige Form der infinitesimalen Transformation Bf 
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. Hiermit ist die Annahme, daß die drei Ausdrücke: 
+), O0), nr 


x x /y x x 


sämtlich verschwinden, erledigt. 


39. Sind diese drei Ausdrücke nicht sämtlich gleich Null, so be- 
steht zwischen je zwei unter diesen Größen eine lineare homogene 
Relation, deren Koeffizienten Funktionen von x allein sind. 

Es ist nun (vgl. die Transformationsformeln auf 8. 20 [hier $. 718]) 
immer möglich, eben weil Ü von Null verschieden ist, solche neue 


Veränderliche: 
y=%, yY=y, 1=28, „u=3V [48 


einzuführen, daß: 


A,=0.:.und: :4=.0 
wird. Wir können daher von vornherein: 
C=z, .A=-0, A=0 
setzen; und dabei bestehen zwischen je zwei unter den Größen: 
BB, DD 


lineare und homogene Relationen, deren Koeffizienten Funktionen von 
x sind. | 


40. Wir wollen zunächst annehmen, daß B, und ®, nicht beide 
gleich Null sind, daß zum Beispiel die Größe 5, von Null verschieden 
ist. Alsdann führen wir die neuen Veränderlichen: 


Gg—%, y = B(z, y), gu, am 
ein und finden sodann durch Benutzung der Transformationsformeln 
auf S. 20 [hier S. 718], daß: 
B,A=0, B,B,=BB,, 
B%=0, BB= DB, 


und also: 
4,=0, B= %=0,;, B=-Bd=p@)y + vYle). 
Wir können daher von vornherein: 
A=0, B=y, U=0, B-ola)y+ Ya) 
5-0, n= ul) 
setzen. Dabei zeigt die Formel: 
nD = 9(%), 


daß auch D eine Funktion von x [allein] sein muß. 


und: 


47° 
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Hiermit erhält unsere Integralinvariante die kanonische Form: [49 


f (# a1 aut var ee 54 D(a)) da dy, 


und die zugehörigen infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die 
allgemeine Form: 


of u(dp(a)de\ ‚Of u(a)de\, of 
Ol a tr: 


41. Endlich müssen wir annehmen, daß: 
B,=0, 8,=0, zD+0 


ıD= y(e). 


Hier führen wir neue Veränderliche ein, nämlich: 


und (19): 


4 =4, „= Dia, y)ay, 20 De 


und erkennen durch Benutzung der Transformationsformeln auf S. 20 
[hier S. 718], daß die Koeffizienten: A,, B,, 4, 8,, C,, D, durch die 


folgenden Gleichungen bestimmt sind: 
G=(0=2 A=0, W=0, 
DB=BD, D83,=D8, DD=D. 
Wir können daher von vornherein: 
C=2, A=0, U=0, 
B=X(), B=X(), D-1 
setzen. Alsdann wird: 
5-0, n=u(la), «— Const., 8 = Const. 


Die kanonische Form unserer Integralinvariante wird also: [50 


Xoa Ka |, zwa—rg 
s. oh, 


und die zugehörigen infinitesimalen Transformationen haben die Gestalt: 
AR of of of 
Uf=u(«) Dy + Const. z FE + Const. 3 AP 

42. Wir gehen jetzt der Reihe nach alle neunzehn Fälle durch 


und zeigen, wie in jedem einzelnen Falle das betreffende Integrations- 
problem erledigt werden kann. 


Im nächsten Kapitel zeigen wir sodann, daß die von uns gegebenen 
Integrationsmethoden das Größtmögliche leisten. 





ER 
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In einem und nur in einem unter den neunzehn vorhandenen 
Fällen kann kein Vorteil aus der bekannten Integralinvariante gezogen 
werden. In den achtzehn übrigen Fällen gestattet das Vorhandensein 


der bekannten Integralinvariante immer, das Integrationsgeschäft wesent- 
lich zu vereinfachen. 


Falll [Nr. 21.] 


43. Im ersten Falle, das heißt, wenn ( eine von Null verschie- 
dene Konstante ist, und die Determinante: 








a a 
0% 
e:0.,4, 


nicht verschwindet, besteht die Gruppe Uf nur aus den beiden infini- 
tesımalen Transformationen: 


7) 
Xf=-s: md: Xf- y 


Wir finden daher beide Lösungen des vollständigen Systems: 
Kf=d Art 


ohne Integration, ja sogar ohne Quadratur. 


Fall II. [Nr. 22.] | oe 


44. Der zweite Fall ist dadurch charakterisiert, daß C gleich einer 
nicht verschwindenden Konstanten ist, und daß die dreireihige Deter- 
minante ©, nicht aber ihre sämtlichen zweireihigen Unterdeterminanten 


gleich Null sind. In diesem Falle hat die verkürzte Gruppe Uf die 
Form: 


Uf-u@) 


und ist somit intransitiv. Wir finden daher die Invariante x ohne 
Integration, ja ohne Quadratur. Setzt man sodann diese Invariante 


gleich einer willkürlichen Konstanten c, so zerlegt die hervorgehende 


Gleichung: z=C= const 


den vierdimensionalen Raum: &,, %, %;, %, in oo! dreidimensionale 
Räume, deren jeder oo! charakteristische Mannigfaltigkeiten des voll- 
ständigen Systems: X,f=0, X,f-=0 enthält. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, in jedem Raume: 2 = c die oo! 
charakteristischen Mannigfaltigkeiten dieses Raumes zu finden. 
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Zu diesem Zwecke beachten wir, daß jede infinitesimale Trans- 


formation: en er af 
Url Hd) Kdu)s,, 


die oo! charakteristischen Mannigfaltigkeiten eines solehen Raumes: 
x = c unter einander vertauscht. Und zwar sehen wir, daß alle Uf die 
00! eharakteristischen Mannigfaltigkeiten eines Raumes: & = c in genau 
derselben Weise transformieren, dabei vorausgesetzt, daß wir diese oo! 
Mannigfaltigkeiten als ein eindimensionales Gebiet auffassen. Hieraus 
folgt, daß wir durch eine Quadratur einen Integrabilitätsfaktor des- 
jenigen vollständigen Systems aufstellen können, das die oo! gesuchten 
charakteristischen Mannigfaltigkeiten definiert. Eine zweite Quadratur 
liefert diese Mannigfaltigkeiten selbst. 

Im vorliegenden Falle verlangt daher die Integration des voll- 
ständigen Systems: X,f=0, X,f=0 nur Differentiations- und Eli- 
minationsoperationen und sodann zwei sukzessive Quadraturen. Wir 
bezeichnen diese Operation mit: 


(0), 0, 0. 


Kall 11: [Nr 23.] [52 


45. Der dritte Fall ist dadurch charakterisiert, daß der Koeffizient C 
konstant und von Null verschieden ist, während die Determinante: 


| 0 0, 0, 
0% 9% 
0.0.0 





sowie alle ihre zweireihigen Unterdeterminanten, nicht aber die Größen 
©, 0, 6 sämtlich gleich Null sind. 
Jetzt hat Uf die Form: 
_ mw °f of of 
Uf=W 5; — Way a W.— kW + Const.) 25, + 


vox 
+(kyx W,— k, W + Const.) Hi | 


Das zweidimensionale Gebiet x, y der 06? gesuchten charakte- 
ristischen Mannigfaltigkeiten des vollständigen Systems wird daher 
durch eine Gruppe transformiert, die mit der Gruppe der Hydrodyna- 
mik ähnlich ist. Jetzt gestattet daher die Auffindung einer ersten 
Lösung des vollständigen Systems: X,f=0, X,f=0 gar keine Ver- 
einfachung, verlangt also eine Operation 2. Nachdem aber eine solche 
Lösung gefunden ist, die wir somit mit x bezeichnen können, leuchtet 
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ein, daß die allgemeinste Transformation Uf, die x invariant läßt, die 


Form: 
ua) Zt "+0)2 +0% 


besitzt. Wie im vorigen Falle genügen jetzt zwei sukzessive Quadra- 
turen zur Bestimmung der gesuchten charakteristischen Mannigfaltig- 
keiten des vollständigen Systems: X,f=0, X,f=0. 

Im dritten Falle verlangt also die Integration des zargelegicn 
vollständigen Systems die Operationen: 


2,0 0 


Fall IV. [Nr. 24] 


46. Der vierte Fall ist dadurch charakterisiert, daß der Koeffizient C 
konstant und von Null verschieden ist, während die drei Größen o, o 
und 6 sämtlich gleich Null sind. Die infinitesimalen Transformationen 
Uf haben die allgemeine Form: 


2 2 
Urt + all, nn 


und dabei sind & und n ganz willkürliche Funktionen von & und y. 
Jetzt sind alle Lösungen des vollständigen Systems: X,f=0, X,f=0 
unter einander gleichberechtigt, und daher verlangt die Integration dieses 
vollständigen Systems die Operationen: 


3, 


Im vorliegenden Falle ziehen wir also gar keinen Vor- 
teil aus der bekannten Integralinvariante. 

Dies liegt aber nicht an einer Unvollkommenheit unserer Theorie, 
sondern es beruht auf dem Wesen der Sache. Es sind ja einerseits 
alle Lösungen unter einander gleichberechtigt, und es sind auch anderer- 
seits, nachdem eine Lösung gefunden ist, alle übrigen Lösungen unter 
einander gleichberechtigt. 


Kal V. N 25) 
4%. Der fünfte Fall ist dadurch charakterisiert, daß: 


| Ü=0 
ist, und daß Uf die Form: 


0 
Uf=a(es—yz)+b + un + Ba 


mit den beiden willkürlichen Konstanten a und b besitzt. Jetzt werden 
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die 00? charakteristischen Mannigfaltigkeiten durch eine zweigliedrige, 
also integrable Gruppe transformiert, deren Transformationen nicht 
vertauschbar sind. 

Man findet die beiden infinitesimalen Transformationen dieser 
letzten Gruppe durch zwei Quadraturen. Man bildet zu diesem Zwecke 
zunächst die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen 
der ersten dirivierten Gruppe. In dieser Weise findet man zunächst 
durch eine Quadratur die invariante infinitesimale Transformation der 
oben besprochenen zweigliedrigen Gruppe, sodann durch eine neue 
Quadratur die fehlende infinitesimale Transformation dieser Gruppe. 
Hinterher bestimmt man eine erste Lösung des vollständigen Systems: 
X,f=0, X,f=0 durch eine dritte Quadratur und endlich die fehlende 
Lösung durch eine vierte Quadratur. 

In diesem Falle verlangt somit die Integration unseres vollstän- 
digen Systems vier sukzessive Quadraturen, also die Operationen: 


000.0 


Fall VI [Nr. 28,] [54 
48. Der sechste Fall ist dadurch charakterisiert, daß: 
C=0, AB—-AB-+O 


ist, und daß die infinitesimalen Transformationen cr die kanonische 
Form: 


Uf=age+boltzun + pr! 


mit den willkürlichen Konstanten a, b besitzen. 

In diesem Falle wird das zweidimensionale Gebiet der 00? charak- 
teristischen Mannigfaltigkeiten durch eine zweigliedrige Gruppe mit 
vertauschbaren Transformationen transformiert. Es verlangt daher 
nach meinen allgemeinen Theorien die Bestimmung dieser zweiglied- 
rigen Gruppe die Erledigung einer Riecatischen Differentialgleichung 
erster Ordnung. Sodann finden wir die beiden Lösungen unseres voll- 
ständigen Systems durch zwei Quadraturen, die in dem Sinne von ein- 
ander unabhängig sind, daß es gleichgültig ist, in welcher Reihenfolge 
sie ausgeführt werden. 

Die im vorliegenden Falle erforderlichen Operationen bezeichnen 


wir durch die Symbole: 
2.020, 


Ball VIE [Nr 30] 
49. Dieser Fall ist dadurch charakterisiert, daß: 


C=-0, AB-AB-+0, 





Kap. I; Nr. 47—51. Die erford. Integrop. 145 


und daß Uf die Form: 
of 


0 
b dy + 2 ze + 3ß n 
besitzt. Jetzt ist die Gruppe Uf intransitiv, und wir finden daher eine 
Lösung des vollständigen Systems: X,f=0, X,f= 0 ohne Integration, 
ja ohne Quadratur, das heißt, durch eine Operation (0). 

In jedem unter den hiermit gefundenen dreidimensionalen Räumen 
liegen oo! charakteristische Mannigfaltigkeiten, und das eindimensionale 
Gebiet dieser oo! Mannigfaltigkeiten wird von einer einzigen infinitesi- 
malen Transformation transformiert. Diese infinitesimale Transformation 
wird daher durch eine Quadratur gefunden, und eine neue Quadratur 
gibt sodann die fehlende Lösung unseres vollständigen Systems. [55 
Jetzt verlangt daher die Integration des vorgelegten vollständigen 
Systems die Operationen: (0, 0, 0. 


Die beiden Quadraturen sind nicht von einander unabhängig. 


Fall VOII. [Nr. 30a.] 
50. In diesem Falle ist: 
C=0, AB-AUB-+O 


und: 
Uf= zul + 3B2L 

Es werden daher die Lösungen unseres vollständigen Systems 

ohne Integration und Quadratur, daß heißt durch die Operation (0) 

gefunden. Dieser Fall tritt ein, wenn: C=0, AB-AB-+O sind, 

während die Determinante: 

0, P, 


6, 6, 








der beiden Größen: 


oe=4A,+B, o=U+ 2. 


nicht identisch verschwindet. 


Fall IX. [Nr. 32.] 
5l. In diesem Falle ist: 
C=0, A=-0, YW=0, B=0, Bd=-0 
und: Dei 
Die Gruppe Uf hat die Form: 


Va y)ar _ 08V y) &f of of 
ET SEE TE 
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Die Lösungen unseres vollständigen Systems sind daher unter- 
einander gleichberechtigt, und es verlangt daher die Bestimmung einer 
ersten Lösung x eine Operation 2. Nachdem eine solche Lösung ge- 
funden ist, wird das eindimensionale Gebiet der oo! charakteristi- [56 
schen Mannigfaltigkeiten, die in einem Raum: #=a enthalten sind, 
nur durch eine infinitesimale Transformation transformiert. Man findet 
daher, wie im Falle VII, die fehlende Lösung des vollständigen Systems 
durch zwei sukzessive Quadraturen. Das ganze Integrationsgeschäft 
verlangt also die Operationen: 


200 
FallX. [Nr. 53.] 
52. In diesem Falle ist: 
0-0, A=4A=-0, B=KkB B,+0, k= Const. 


Die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form: 
Be ef of of 
Uf-E(a)5,—- B, (Be ns Zu trug + aß E 


und dabei ist &(z) eine willkürliche Funktion von x. Die verkürzte 
Gruppe Uf in den Veränderlichen x und y ist imprimitiv, weil die 
Kurvenschar: x = const der x, y-Ebene invariant bleibt. Daher verlangt 
die Bestimmung der Lösung x nur die Integration einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung, also eine Operation 1. 

Ist x bestimmt, so wird die fehlende Lösung ohne Integration oder 
Quadratur gefunden, weil alle Uf, die x invariant lassen, die Form 


besitzen. Im vorliegenden Falle verlangt also das Integrationsgeschäft 
die Operationen: 
1, (0). 


Fall XI. [Nr 33a] 
53. In diesem Falle ist: 


C=-0, A=-0, A=0, Bel, B=k= Const., 


und die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form: 
- of of of ° 
Uf= Constant ern th, [57 


wobei n eine ganz beliebige Funktion von x und y darstellt. Die ver- 
kürzten Transformationen Uf transformieren das eindimensionale Ge- 
biet: x — Const. durch eine Gruppe mit einem einzigen Parameter. 


Kap. I; Nr. 51—56. Die erford. Integrop. 747 


Daher findet man durch eine Quadratur den Multiplikator des- 
jenigen vollständigen Systems, dessen einzige Lösung x ist, und eine 
zweite Quadratur gibt z selbst. Um sodann die fehlende Lösung y zu 
finden, integriert man eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung, die nicht vermieden werden kann. Die infinitesimalen Trans- 
formationen Uf, die & invariant lassen, transformieren ja y in allge 
. meinster Weise. 

Im vorliegenden Falle verlangt also die Integration des vollstän- 
digen Systems: X,f=0, X,f=0 die Operationen: 

0} 


Fall XI. [Nr. 34] 
54. In diesem Falle ist: 
=0, .A4A=0, A=0, B-Yly, B-yYlWy), D=-V(, 
und die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form: 
0 0 ö 
Uf = Const. -. En sul + aß u 


Man findet daher die Lösung y ohne Integration, beziehungsweise ohne 
Quadratur, durch eine Operation (0). Sodann verlangt die Bestimmung 
von x zwei sukzessive Quadraturen. 

In diesem Falle brauchen wir also die Operationen 


(0), 0, 0. 


Fall XII [Nr. 34a.] 
55. In diesem Falle ist: 
C=0, A=U=0, Bey B=ıoy D=-0, 
die infinitesimalen Transformationen Uf besitzen die Form: [58 
zu + ße, 
und also werden beide Lösungen ohne Integration oder Quadratur ge- 
funden. 


Die Integration des vollständigen Systems: X,f=0, Xf=0 ver- 
langt also in diesem Falle nur die Operation: 


(0). 


56 Jet jet, Fall XIV. [Nr. 34b.] 


C=0, A-#-0, B-B(@), B=xB(e) 


0 0 FROF 
Una Ntip 


und: 
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wobei n eine ganz willkürliche Funktion von &, y bezeichnet. Die 
Gruppe Uf ist somit intransitiv, und dementsprechend findet man die 
Lösung x ohne Integration und Quadratur, also durch eine Operation (0). 
Sodann verlangt die Bestimmung der Lösung y eine Operation 1. 
Im vorliegenden Falle brauchen wir also zur Integration des voll- 
ständigen Systems: X,f=0, X,f = 0 die Operationen: 
0: 


Fall XV. [Nr. 36.] 
57. In diesem Falle ist: 
G-0, A=-0, B=0, U=1 3-0 D=O0 


und: 


0 0 6 
Uf= E24 Const. u + 203. + 1 


wobei &(z,y) eine willkürliche Funktion von & und y bezeichnet. Man 
findet daher die Lösung & durch zwei sukzessive Quadraturen; sodann 
verlangt die Bestimmung von y eine Operation 1. 

Im vorliegenden Falle verlangt also die Integration des voll- [59 
ständigen Systems: X,f=(0, X,f= 0 die Operationen: 


Go 


Fall XVI. [Nr. 36a.] 
58. Jetzt ist: 


C=0, A=0, B=0, A=-0, dB=y D=0 
und: 
od of 080 

Die Lösungen unseres vollständigen Systems sind jetzt gleich- 
berechtigt, und es verlangt daher die Bestimmung von x eine Ope- 
ration 2; sodann ergeben zwei sukzessive Quadraturen die fehlende 
Lösung y. 

In diesem Falle brauchen wir daher zur Integration des vollstän- 
digen Systems: X,f=0, X,f=0 die Operationen: 

20.0 


F 
De all XVII. [Nr. 38] 


und Uf besitzt die Form: 


Uf=n(&, y) a + Const. z . + Const. 32: 
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mit der willkürlichen Funktion n der beiden Argumente x und ı Y. 
Wir finden daher die Lösung x, ohne Integration oder Quadratur, durch 
eine Operation (0); sodann liefert eine Operation 1 die fehlende 
Lösung y. 


Die Integration des vollständigen Systems: X,f=0, X,f=0 ver- 
langt daher in diesem Falle die Operationen: 


(0), 1. 


Fall XVII. [Nr. 40.] 
60. In diesem Falle ist: 
C=x A=0, A=-0, D=-D£), 
B=y B=gpla)y+v(e) [60 


Kr Of, ue)p(a)da\ ‚of u@)da\, of 
BRUT, 02 Pr Hs 2 )s3 


Man findet daher zunächst die Lösung x durch eine Operation (0) 
und sodann die Lösung y durch zwei sukzessive Quadraturen. Im vor- 
liegende Falle verlangt daher die Integration des vollständigen Systems 
die Operationen: (0, 0, 0. 


und: 





Fall XIX. [Nr. 41.] 
61. Jetzt ist: 
C=2, A=0, A=0, D=1, B=Xt(e), B=-X,(%) 

und: 


U= ua) 5 + Const. „dt Ei Const. 3 


Man findet daher die Lösung x durch die Operation (0) und so- 
dann die Lösung y durch zwei sukzessive Quadraturen. Die Integration 
unseres vollständigen Systems verlangt daher auch in diesem Falle die 
Operationen: (0.0: 0 


XXX. 


Bemerkungen bei der Vorlegung von Arbeiten von G. Scheffers 
(1889), L. Maurer (1894), E. Study (1896). 


1. &. Scheffers, Zur Theorie der aus n Haupteinheiten ge- 
bildeten komplexen Größen. 
Leipz. Ber. 1889, Heft II, III, IV, abgeliefert 25. 2. 1890, S. 290. Vorgelegt in 
der Sitzung vom 3. 6. 1889. 

Indem ich der königlichen Gesellschaft die obige Note des [290 
Herrn Dr. Scheffers vorlege, erlaube ich mir, mit einigen Worten 
auf die Beziehung derselben zu einigen, noch nicht erschienenen, Ar- 
beiten des Herrn Dr. Study hinzuweisen, welche der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen und der hiesigen Gesellschaft der Wissen- 
schaften vorgelegt worden sind. 

In einer Mitteilung an die französische Academie des Sciences 
(3. November 1884) bemerkte schon Herr Poincare, daß die Be- 
stimmung aller Systeme von komplexen Zahlen darauf hinauskommt, 
alle (transitiven) linearen homogenen Gruppen in » Veränderlichen zu 
finden, deren Koeffizienten lineare Funktionen von n Parametern sind. 
In meinen Seminarübungen forderte ich Herrn Scheffers, der sich 
schon mit komplexen Zahlen beschäftigt hatte, dazu auf, die hiermit 
definierte Kategorie von linearen Gruppen zu untersuchen, indem ich 
besonders hervorhob, daß für den Fall: n=3 die Bestimmung aller 
derartigen Gruppen ohne weiteres aus meiner Bestimmung (September 
1884 [d. Ausg. Bd. V, Abh. XIX, S. 466—483]) aller projektiven 
Gruppen in zwei Veränderlichen hervorgeht. In dieser Weise ist die 
Arbeit des Herrn Dr. Scheffers entstanden. 

Inzwischen hat Herr Dr. Study in Marburg schöne Untersuchungen 
über komplexe Zahlen und ihren Zusammenhang mit der Theorie der 
linearen Transformationsgruppen den oben genannten Gesellschaften 
vorlegen lassen. Diese Arbeiten sind, wie bereits gesagt, noch nicht 
erschienen und konnten daher von Herrn Scheffers nicht zitiert 
werden. Um so nötiger scheint es mir, festzustellen, daß, soweit die 
Ergebnisse des Herrn Scheffers mit denjenigen des Herrn Study 
übereinstimmen, die Priorität dem Letzteren zukommt. Sophus Lie. 
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2. L. Maurer. Über die lineare homogene Gruppe. 


Leipz. Ber. 1894, Heft II, abgeliefert 16. 10. 1894, S. 215. Angekündigt in der 
Sitzung vom 2. 7. 1894, eingereicht am 14.7. 


Indem ich die wertvolle Note des Herrm Maurer vorlege, [215 
sehe ich mich zu den folgenden Bemerkungen veranlaßt. 

Es ist ein längst bekannter Fundamentalsatz der Kinematik, 
daß jede endliche Bewegung als eine Schraubenbewegung, Rotation 
oder Translation aufgefaßt werden kann. Diesen Satz dehnte ich auf 
beliebige endliche kontinuierliche Gruppen aus, indem ich zeigte, daß 
alle Transformationen einer derartigen Gruppe, die in der Umgebung 
der identischen Transformation liegen, sich in eingliedrige 
Gruppen anordnen lassen. 

Es lag nun nahe, zu versuchen, meinem allgemeinen Satze für 
spezielle Gruppen eine präzisere Form zu geben. Diese Fragestellung 
ist in den neueren Untersuchungen über komplexe Zahlen mehrfach, 
wenn auch implizite, von verschiedenen Mathematikern, insbesondere 
von den Herren Stephanos und Study gestreift worden. Für lineare 
homogene Gruppen gibt Herrn Maurers Note interessante Resultate, 
die die älteren Untersuchungen der Herren Engel und Study kom- 
pletieren. | 

Bemerkenswert ist es, daß Abel sich in einer nachgelassenen 
Note mit der Frage beschäftigt, ob jede Transformation der unend- 
lichen Gruppe: y= f(x) in einer eingliedrigen Untergruppe enthalten 
ist. Diese Frage deckt sich nämlich mit der von Abel behandelten 
Frage, ob jede Transformation: y= f(x) auf die Form: 


yYy)=ya)+1 


gebracht werden kann. 
Sophus Lie. 


3. E. Study. Über Bewegungsinvarianten und elementare 

Geometrie I. 

Leipz. Ber. 1896, Heft V, VI, abgeliefert 11. 3. 1897, S. 649. Vorgelegt in der 
Sitzung vom 7. 12. 1896. 

Indem ich die wertvolle Note des Herrn Professor Study [649 
der Gesellschaft vorlege, erlaube ich mir, an den talentvollen Verfasser 
die Bitte zu richten, gelegentlich auf die Beziehungen einzugehen, 
die zwischen Arbeiten stattfinden, die in neuerer Zeit über die In- 
variantentheorie einer beliebigen (projektiven) kontinuierlichen 
Gruppe ausgeführt worden sind. 


152 XXX. Bemerkungen zu einer Arbeit von Study 


Ich denke hier zunächst an Untersuchungen, die von Maurer 
(Christoffel?), Hilbert, Study und mir selbst herrühren. Nach 
meiner Ansicht hat meine Theorie der Transformationsgruppen und 
der Differentialinvarianten (vgl. insbesondere Math. Ann. XXIV, 1884 
[hier Abh. II, S. 95—138]) die feste und vollständige analytische 
Grundlage für alle diese Invariantentheorien geliefert. Sie beant- 
wortet ja alle Fragen nach Invarianten, Differentialinvarianten, Differen- 
tialparametern, sowie nach den analytischen Kriterien für Äqui- 
valenz innerhalb der Gruppe. | Dagegen bin ich nie auf die speziellen 
und schwierigen, rein algebraischen Fragen eingegangen, die sich 
hier mit Notwendigkeit stellen und nicht mit meinen Methoden er- 


ledigt werden können. Sonhuerlie 
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